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Ueber das simultane System 
zweier quaterniren Formen 2” Grades 
und eine allgemeine algebraische Parameterdarstellung 
der.Raumcurve 4‘* Ordnung p= 1. 


Von 
Gustav WESTPHAL in Berlin. 


Im Folgenden sollen einige auf das simultane System zweier quater- 
niren quadratischen Formen 2'" Grades beziigliche algebraische Ent- 
wicklungen ausgefiihrt werden, welche auch von Interesse fiir die geo- 
metrische Theorie der Raumcurve 4'* Ordnung p—1, welche als Schnitt 
zweier Flachen 2'" Grades entsteht, sind. 

Die elegante Parameterdarstellung, welche Aronhold*) fir die 
ebene Curve 3'* Ordnung geliefert hat, und die Verwerthung fiir das 
auf die nimliche Curve beziigliche Integral fiihren darauf, fir die 
Raumeurve 4'* Ordnung p= 1 idhnliche Resultate abzuleiten, d. h. 
auch fiir diese eine ganz allgemeine algebraische Parameterdarstellung zu 
gewinnen, durch welche die Coordinaten eines Curvenpunktes als expli- 
cite Functionen einer Grésse 4 und der Functionalinvarianten der bei- 
den Flaichen 2'" Grades ausgedriickt werden. 

Die dabei sich ergebenden Resultate haben grosse Aehnlichkeit mit 
gewissen Formeln aus der Theorie der terniren cubischen Formen; 
aus einer identischen Relation zwischen den Covarianten und Invarian- 
ten zweier Formen 2' Grades folgert man die Darstellung einer Raum- 
curvensehne durch den Schnitt zweier covarianten Ebenen (Polaren) **) 
(§ 1.) und hieraus, ausser einigen geometrischen Consequenzen, sofort 
die allgemeine’ Parameterdarstellung (§ 2.). 





*) Monatsberichte der Berliner Akad. der Wissenschaften vom 25. April 1861. 
Vergl. auch Gundelfinger Annali di Mat. Ser, II, 5, p. 235, sowie Clebsch 
und Gordan Math. Annalen Bd. I, p. 87, und die von Lindemann herausge- 
gebenen Vorlesungen von Clebsch Bd. I, Theil 2, p. 645 ff. 

**) Analog der Darstellung des Tangentialpunktes bei ebenen Curven 3 Ord- 
nung. ; 
XII. 1 
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2 G. Wesrrnat. 


Kurz nach Fertigstellung des vorliegenden Aufsatzes erschien die 
Arbeit des Hrn. Harnack in diesen Annalen*). In dieser ist haupt- 
siichlich die algebraische Transformation des auf die Curve beztiglichen 
Differentiales behandelt, und das letztere (durch das Abel’sche Theo- 
rem) zu mannigfachen Untersuchungen verwendet. 

Hier ist hauptsiichlich auf die schon erwihute allgemeine algebraische 
Parameterdarstellung Werth gelegt; fiir das elliptische Differential ist 
ausser der auch von Hrn. Harnack in dem genannten Aufsatze an- 
gegebenen Substitution noch eine zweite (quadratische) angegeben, 
welche sich auch sus der ersten durch Grenziibergang ableiten lasst. 
Zum Schluss ist ein Problem behandelt, welches eine Verallgemeine- 
rung des Problems der ein- und umgeschriebenen Polygone bei Kegel- 
schnitten ist**) (§ 3.). 


§ 1. 


Beziehungen zwischen den Covarianten zweier quadratischen quaternéren 
Formen. Einfihrung der Formen H und J. Darstellung der 
Raumcurvensehne durch den Schnitt zweier Polaren. 


Wir bezeichnen im Folgenden durchgingig mit 
f(z) = a,? = b,? =--- und F(z) = AZ =— BZ =—..-- 
die beiden in Betracht kommenden Formen. 
Eliminirt man aus den Gleichungen 
%dzay+4A,Ay=—0; a, =—0, A,2?—0; 
a,,;=0; A,?=—0; 
Uz, =O 


die 2;, so erhalt man (nach Absonderung des Factors u,?) die Glei- 
chung der beiden (mit x: 4 variablen) Schnittpunkte der Ebene xaza, 
+ 1A, A,=0**) mit der Raumcurve. Fiir das Folgende ist es grund- 
legend, nicht die Ebenengleichung der beiden Punkte, sondern ihre 
Verbindungslinie als Schnitt zweier covarianten Ebenen herzustellen. 

Hierzu dient eine identische Relation, welche zuniichst auf folgende 
Weise hergestellt werden soll. 


*) , Ueber die Darstellung der Raumcurve 4'* Ordnung (1'** Species) und 
ihres Secantensystems durch doppelt periodische Functionen‘‘, diese Annalen 
Bd. XII, p. 47. 

**) Ein specieller Fall dieses Problems ist auch von Herrn Harnack (diese 
Annalen Bd. XII, p. 73) ausfiihrlich behandelt; er betrifft die windschiefen Vier- 
seite. 

***) y ist Punkt der Curve f=0, F=0, in welchem *a,4,-+ 1A, A, Tan- 
gentialebene ist. 
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Raumeurtven 4'e* Ordnung. 


Bezeichnet man, wie gebriuchlich, 
(wabc)?*=u,?, (UABC)?=u,?, (uabC)P=u,", (uABc)=u,’ 


und ferner mit 
: { R,? = A,B. A,B. , 
(1) Q2? = a,b ,dzbz 
die beiden Covarianten 2'* Grades, welche geometrisch die Polarfiguren 
von {=O in Bezug auf / =O (und umgekehrt) repriisentiren, so be- 
weist man leicht die Richtigkeit folgender Formeln: 

(A Ruv)? =} 0 (ABuv)? — 4 (a@Azy)*, 

(aQuv)? =}0,(abuv)? —4(aAay)?, 
@) (aRuv)? = 0 (aAuv)? — } (artay)’, ((ey)a=(ue)m), 

(AQuv)? = 0,(aAuv)? — }$ (Aozy), 
worin © und 9, als die bekannten simultanen Invarianten durch die 
Entwicklung der Determinante von xf + 4F =0, namlich 
(3) A(#, 4) = #4; + 4 «310 + 6 4?27H + 4 x90, + AtAg, 
definirt sind. 

Die erste der Formeln (2) ergiebt sich sofort, wenn man auf 
(ARuv) = A, Ba(ACuv) (BCuv) 

den Productsatz*) anwendet, die zweite hieraus, durch Vertauschung 
von f mit F, und die beiden letzten durch Anwendung der Processe 


>a wt m und SD 4nge auf die beiden ersten. 


Fiihrt man nun die im Folgenden eine wichtige Rolle spielenden 
Formen 





H,? = R,? — > oA, , 
(4) J,2 0.2 — %q2 
. x 7 += Az 
ein, so erhilt man aus (2) sofort: 
(5) (AHuv)? = (adJuv) = — 4 (@Azy). 

Diese merkwiirdige Formel, welche fiir die folgenden Entwicklungen 
wichtig ist, spricht gewissermassen eine charakteristische Eigenschaft 
des Formensystems von f und F aus; sie besagt, dass sich zwei Co- 
varianten 2'° Grades H und J so finden lassen, dass (A Huv)?—(aJd uv)? 
identisch verschwindet und aus der Form (A Huv)?—(aJduv)* =0 springt 


*) D, h. die durch Quadrirung aus 
a, (bede) — b, (acde) + c, (abde) — d, (abce) + e, (abcd) = 0 
entstandene Identitiit. 


1* 
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auch die Aehnlichkeit mit der in der Theorie der terndren cubischen 
Formen bekannten Salmon’schen Identitiit in die Augen*). 

Sucht man andererseits 2 Kormen H und J, welche der Identitit 
(AHuv)? = (aJuv)* geniigen, so zeigt sich, dass dieselben, sofern 
sie homogen in den Coefficienten von f und F' sind (was immer vor- 
ausgesetzt ist), sich nur um resp. zu f und F' proportionale Theile von 
den in (4) definirten Covarianten H,’ und J,* unterscheiden kénnen; 
dass sie namlich durch 

H = H,?+ AHa,?, 
{ J =J, + AHA,’ 
dargestellt werden kinnen, wo 4 beliebig ist. 

Verner sollen noch die Bildungen bemerkt werden, welche sich 
ergeben, wenn man in H,? fir f f+AF, und in J,? fir F F+if 
setzt, namlich: 


Hy+ar,rp = He + Ad? — 2 (+ - Ar) (a,2 +14), 
Jj, ray =I2 + 1HP— (0 +44,) (424 2a.2); 


Formeln, deren geometrische Bedeutung uns spiter noch klarer werden 
wird, aus denen tibrigens hervorgeht, dass H,? und J,” keine Combi- 
nanten des Biischels xf + AF = 0 sind. 

Alle diese Eigenschaften, die in (5) und (6) ausgesprochenen vor 
allem, berechtigen dazu, die Formen H,? und J,? als fundamentale 
Covarianten 2'" Grades fiir das Folgende zu benutzen. 


(6) 





Wir wollen nun zeigen, welche Bedeutung die Polaren von H = 0, 
J =0 haben, wenn man dieselben fiir einen Punkt der Curve f=0, 
F=0 bildet. 

Da aus (A Huv)? = (aJduv) fiir (wv)i, = (xy)im die fiir jedes 
xi, y: geltende Identitat 
(7) F(a) Ay) + Fy) A(x) — f(@)J(y) — Fy) F(a) 

= 2{F(, 9) Hx, 9) — f(a, 0) I(a, »)} 

folgt (worin f(x,y) = a,a, etce.), so kinnen nunmehr die variablen 
Schnittpunkte von xa,a,-+- 4A,A,=0, a,2=0, A,? =O sofort durch 
thre Verbindungslinie bestimmt werden; denn wenn man (7) in der Form 


*) Geometrisch sind H=0, J =0 dadurch definirt, dass der Complex der 
f=0 und J =0 in harmonischen Punktepaaren schneidenden Geraden, der ana- 
loge Complex fiir / = 0, H=0, und der Complex der Geraden, von denen aus 
harmonische Tangentenebenenpaare an f=0, F'=0 gehen, mit einander iden- 
tisch sind. Eine directe geometrische Definition von H = 0, J = 0 ist allerdings 
schwieriger. 
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Raumcurven 4'* Ordnung. 


F(a) H wat y) H(x)—f(«) Jy) —fy) J (@) 
== (F(,y) («H(a,y)+ 45 (a,y))—(ufla,y) +4 F @,y)) Jay) 


schreibt, so wird fiir xa,a, + 4A,A,=0, a,?=0, A,?=—0; a,? =O, 

A, =0; auch A, A,- (xH,H,+ A4JdzJy) = 90, und da A, A,=—0 sich 

auf den doppelt zihlenden Punkt y bezieht, so muss fiir die restirenden 

beiden Punkte xH, H,-+ 4J,J,=0 sein, d. h. 

(8) Dreht man um die Tangente eines Curvenpunktes y eine Ebene 
%Azay+4A,A,=0, so geht durch deren beide Schnittpunkte 
mit der Raumcurve, die mit x:4 variiren, stets die Ebene 
«H,H,+AiJ,J,=0, d. h. die Polare von y in Bezug auf die 
Fliiche x H(x) + ad(x) =0. 


Dadurch ist der Punkt y abgesondert, gleichzeitig erhalten wir die 
analytische Darstellung aller Raumeurvensehnen (Verbindungslinien zweier 
Curvenpunkte) als Schnitt von 2 covarianten Ebenen. 

Theilen wir nimlich die Sehnen der Raumcurve [f=0, F = 0] 
derart ein, dass wir alle Sehnen, welche eine bestimmte Tangente 
schneiden, zusammenfassen, so sehen wir, dass alle Sehnen, welche 
die Tangente in y schneiden, durch 


HA,a,+A4A,A,=0, xH,H,+A4d,5,=9 
reprisentirt sind, dass dieselben die Fliche 
Az Ay: JzJ, — A, Ay: H, H, = 90 


erfiillen, und dass die andere Schaar von Geraden dieser Fliche (welche 
die Tangente in y enthialt), durch 


0drdy+6H,H,=0, e@A,A,+6d,J,=—0 


reprisentirt ist. (Dies ist eine zweite analytische Darstellung der Raum- 
curvensehne; sie folgt auch aus der Bemerkung, dass H,H,—0, 
JzJ,=0 eine Sehne der Raumcurve 4'** Ordnung ist, und es bleibt, 
wenn wir eine der beiden zu Grunde gelegten Fiichen durch eine be- 
liebige andere des Biischels xf -+- AF’ ersetzen, diese Darstellung der Art 
nach erhalten, es kommen alsdann die Formeln (6) in Anwendung.) 

Die Fliche a,a,- J.J, — A,A,-H, H, =0 ist, was aus dieser 
Form nicht unmittelbar ersichtlich ist, eine Flache des Biischels 
xf+AF=O0, sie muss sich also auch direct in die letztere Form 
iiberfiihren lassen; nun ergiebt sich aus Identitat (7) sofort, dass fiir 
f(y) =9, Fy) =0 auch 


F(x) H(y) — f(x) Jy) =2 (F@,») H@,y) —fe,y) J@,y) 
ist, wodurch die Umformung geleistet ist. 
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Aus den vorstehenden Erérterungen ergeben sich mehrere einfache 
Beweisfiihrungen fiir bekannte geometrische Eigenschaften der Curve 
f=0, F=0. Die Schnittpunkte der Ebene xa,a,+ 14A,A,=0 
mit der Raumcurve, wir wollen sie § und 7 nennen (indem wir den 
abgesonderten Punkt y ausschliessen), geniigen alle beide der Glei- 
chung x«H, H, + 4J,J, =0, wie in (8) ausgesprochen wurde. 

Fallt nun einer der Punkte, etwa &, in y hinein, so muss 
%G,0a,-+ 4A,A,=0 die Schmiegungsebene in y repriisentiren; aus 
«x H;H, + 4J:J, = 0 im allgemeinen Falle ergiebt sich jedoch x H(y) 
+ 4J(y) = 0 in diesem speciellen; also ist die Schmiegungsebene durch 
H(y) F(a,y) — J (y) f(a,y) = 0 repriisentirt*). 

Sieht man andererseits in xH(y) + AJ(y) = 0, a,2>=0, A,?>=0, 
x: als gegeben an, so folgt: 

(9) Die Beriihrungspunkte der 8 Tangenten, welche in der Fliiche 
“xf + A4F =0 ganz enthalten sind, werden durch die Fliche 
xH + AJ =0 ausgeschnitten. 

(Dieses Sytem von Punkten ist von der besonderen Art, dass, 
wenn einer dieser Punkte mit der Spitze eines durch f=—0, F=—0O 


gelegten Kegels verbunden wird, die Verbindungslinie die Raumcurve 
in einem zweiten Punkte desselben Schnittpunktsystemes schneidet.) 


Fallt endlich noch in y hinein, so kann y nur ein Wendepunkt 
sein, und x H, H, + 4J2J, = 0 geht dann durch die Tangente a,a,—0, 
A, A, = 0, d. h. es ist: 
| Hi, H, H, H, H, H, A, H, | 

Jody Gedy Tete . Telly | 
ed ae 3%y *'" | = (aAHJ)a,A,H,J, =0*). 
G, By GyGy AyGy Aya 


A, Ay A,Ay Ay A, AyAy | 


(10) 


Diese Form, eine Combinante, stellt bekanntlich die 4 Ebenen 
des gemeinschaftlichen sich selbst conjugirten Tetraeders dar. 


Soll ferner § mit » coincidiren, d. h. xa,a,-+ 4A,A, = Doppel- 
tangentialebene sein, dann muss 
[xaza,+4A,A,=0, xH,H,+ 4J,d, = 0] 


irgend eine Fliche of + oF =0 beriihren. Diese Bedingung ergiebt 
sich, wenn in (abuv)* = 0 fiir 


*) Diese Form fiir allgemeine Schnittcurven gab zuerst Hesse, dann Clebsch: 
»Ueber die Wendeberiihrungsebenen etc.“ in Crelle’s Journ. 63. 


**) Clebsch, Crelle’s Journ. 63 1. c. 
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Raumcurven 4'* Ordnung. 


Giz 00x + OAR, 
Ui HA; Ay + 4 A;,Ay > 
v, *H;H, + ddidy 
gesetzt wird, und wenn fiir das beliebige 9: 6 noch x: A gesetet wird. 
So erkennt man als Bedingung (xH+AJ)?A(x, 4) = 0*). (A(x, a) 
ist in Formel (3) dieses Paragraphen definirt.) Der allein in Betracht 
kommende Factor A (x, 2) = 0 giebt den Satz: 
Die’ 4 Tangentialebenen in y, welche noch anderweitig beriihren, 
sind durch A(x, 4) = 0 gegeben, ihr Doppelverhiiltniss ist constant. 
Diese Siitze, die tibrigens anderweitig bekannt sind, sind unmit- 
telbare Corollare unserer algebraischen Entwicklungen, und als solche 
der Erwahnung werth. 


§ 2. 
Die allgemeine algebraische Parameterdarstellung der Raumcurve 
4r Ordnung p—1. 





Wir hatten im Vorhergegangenen die fiir die Parameterdarstellung 
néthigen algebraischen Vorbereitungen mehr ihrem geometrischen In- 
halte nach verwerthet; aber es hiitte keinen Schwierigkeiten unterlegen, 
dieselbe bald in der Weise, wie es nunmehr geschehen soll, abzuleiten. 

Es sind die Coordinaten & und ; der Schnittpunkte von 


XAza, + AA,A,=0 
xH,H,+ AdJzd, =0 
mit der Raumcurve, oder, was dasselbe ist, mit irgend einer Fliche 
des Biischels, sagen wir of + 6/' = 0, zu bestimmen. 

Nun ist die Gleichung der Schnittpunkte eimer Geraden (u, = 0, 
ve = 0) mit der Fliche 2'* Ordnung p,? =O (fiir w; als laufende 
Ebenencoordinaten) stets (puvw)? =O und die Trennung in Factoren 
kann nach einem Verfahren, iihnlich dem von Clebsch und Gordan 
(Theorie der Ab. Fet. p. 70) eingeschlagenen, leicht ausgefiihrt werden. 

Setzt man nimlich (puvw)* = wgw,, was nach dem Vorher- 
gehenden mdglich ist, so erhailt man: 


1 Eni = (puv)? = (pur), 
" Eine + bey: = 2 (pur); (pur), 
(Gina — Seyi)? =4(uv)im?—}(ppur)?, (t, k, l, m, = 1, 2,3, 4), 
(2) ne 


Eine — em: = + 2(Ur)im V—4 (pyr). 


*) Die Bedeutung des anderen Factors ist klar: er liefert die Schmiegungs- 
J(y) 
Hy) 









ebene im Punkte y;, deren Parameter ja + =— ist, 





8 G. Westrnat. 


Durch Addition von (1) und (2), sowie durch Multiplication der 
entstehenden Gleichungen mit y, y,, 73, 7, erhalt man: 


(3) ME = (pur): (puvy) + (wor) V— + (pp'ur)?, 
und die y,; entstehen hieraus durch Aenderung des Vorzeichens der 
Wurzel. 

Die y; sind ganz willkiirliche Gréssen, deren Werth nur auf den 
Proportionalitatsfactor M = > von Einfluss ist, und welche man 


t 
auch variabel annehmen kann; nur nicht so, dass sie M verschwinden 
lassen. 


Wir setzen nun, im vorliegenden Falle, in (3) fiir 


Uu *a:a, +44; A,, 
(4) A xH;H,+ AJid,, 
und zugleich 


Pik = 00% + GAR, 
und erhalten dadurch die gesuchte Parameterdarstellung. 
Die Reductionen, welche dazu dienen, um dieser die einfachste 
Form zu geben, deren sie fahig ist, werden am besten erkannt, wenn 


man die in (3) auftretenden symbolischen Ausdriicke in Determinanten- 
form schreibt. Man hat namlich: 


Pir Pio Pig Pry My My MY, | 
Po Por Pox Poy Ug Vg Wy 
P31 P32 P33 P34 Uz V3 Wy 





(5) _ (puvw) (puvy) = | Par Par Pas Pas My My % F 
U, Uy Us Uy 000, 
v, % vs vy 0 UV 0! 
V1 Yo Ys Vs 000) 


denkt man sich darin fiir «; und v; ihre Werthe gesetzt (aus (4)), und 
gleichzeitig fiir 9 : 6 den besonderen Werth x: 4 gewdhlt, sowie fiir y; 
den besonderen Werth f;(y) oder F;(y), so kann man durch Zerstérung 


der Reihen in der geschriebenen Determinante sofort x H(y) + 4J(y) 
absondern und erhilt: 


wAy,>4Ay ++ ++ #H,+ad, w;| 

#Ay+4A, +--+ *H,+AJd, w, 

wait Hat AAg, + +++ *Hy Ady wy 
(6)(puve)(pury)={xHy)+AIW)}\ gag. .... xHbad, w,) 


= a a oe 








aus 
fes 


Un 
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aussérdem ist, wie schon in § 1. am Ende gebraucht wurde, fiir die 
festgesetzten Werthe von p;,, Wi, Vi: 

4 (ppury? = + ay {x Hy) + AT (y)}? A, a); 
und so erhilt man denn sofort als explicite Gleichung eines Curvenpunktes 
— in w; als laufenden Coordinaten: 


HA PAA, HAyQ- AAs HAy+AA, KOyy+AA,, xH\ Ad, w,| 
(Ay AAg Ady AA, KAqg+ A Ag, %Ay+AA, *A,+AI, Wy) 
(HAs, AAAs, %My,+ AAG) %Agg4+4 Ag, HAgy+4Az, x H+ Ad, wz | 





ieee HA AAA HOt AAy HAA Ay, HOy+4Ay, *H, +27, 10, 
Berens h f 0 | 
| F, F, F, F, 0 0 | 
| f f ho fs fi 
Gee F, F, | As cae 
| gH 4Ad, xHyfady xHyad, xH,+ad,| VSG, 
| W, W, Ws W, 


wobei xH(y)-++ 4J(y) in M als Factor eingegangen ist und die Diffe- 
rentialquotienten /;, F; etc. mit den Coordinaten des willkiirlichen 
Curvenpunktes y; als Argumenten geschrieben gedacht sind. 

Dies ist also die Form der Parameterdarstellung*), in welcher 
x: 4 in dem mdglichst niedrigsten Grade auftritt, schreibt man nim- 
lich mit leicht verstiindlichen Abkiirzungen 


Mw; = D+ EY yy A(x, A), 


so kommt x:4 in D nur bis zum 3'" Grade, in E nur im 1' 
Grade vor. 

Die Ausdriicke D und E£ sind als Covarianten in y, mit constan- 
tem x: A betrachtet, keine Combinanten, d. h. sie iindern sich, sobald 
man die willkiirlich bevorzugten Flichen f= 0 und F = 0 durch an- 
dere des Biischels ersetzt. Aber sie werden Combinanten, sobald man 
in ihnen x = A;A,, 4 = — aga, setzt, wie dies auch aus der geo- 


*) Die Ausdriicke in (7) werden fiir einen Werth des Parameters 
x __ Jy) 


d H(y) 
unbrauchbar, weil dann M verschwindet. Fiir diesen Fall muss man in (3) y;, 
e@ und o willkiirlich lassen, unter welcher Voraussetzung auch die allgemeine 
Parameterdarstellung nur in weniger eleganter Form gelungen wire. Noch besser 
ist es, in (pwow)* = 0 fiir diesen Fall direct den Factor w, = 0 abzulésen, was 
ohne principielle Schwierigkeiten geschieht, der iibrigbleibende Factor hat jedoch 
keine sehr einfache Gestalt. 
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metrischen Definition des Parameters x: 4 hervorgeht, der ja, sobald 
f =O und F = 0 im Biischel geaindert werden, selbst einer linearen 
Transformation unterliegt. 

Uebrigens haben die Ausdriicke in (7) in ihrem Bau grosse Aehn- 
lichkeit mit den Aronhold’schen entsprechenden fiir Curven 3'* Ord- 


nung, wie nicht erst bemerkt zu werden braucht. 
. 


§ 3. 


= + Ermer; da, —_ 
pane, ar O: Fe. 


Ableitung des Abel’schen Theorems aus der Transformation desselben. 
Die windschiefen 2 Seite, welche der Raumcurve einbeschrieben sind. 


Das Integral 


Die Reduction des (elliptischen) Differentiales 
Deg a DH hime%sda, *) 
(~~ (@Auv)a, A, . 
worin (Wv):m = (&y)ix gesetzt ist, kann im Anschluss an das Vorher- 
gehende nunmehr ebenfalls bewerkstelligt werden. 

Bemerkt man nimlich, dass der Werth von Dj.) von den wilkiir- 
lichen Liniencoordinaten (€9);, = (wv):m ganz unabhingig ist, so kann 
dasselbe in eine zur Reduction geeignete Form gebracht werden, da- 
durch, dass man fiir (wv) die Tangente eines beliebigen Curvenpunktes 


y, also u; = ajay, v; = A; A, setzt. Wir betrachten also jetzt das 
Differential : 





a,4,- A,,A, _— A,A, A gpy #*) a4, - Age, — A, A, Aan, 
(1) D,= = dante Stee Se 


(@AbB)a,b, A, B, y r , 


worin f(x) = 0, F(x) =90, f(y) =0, Fy) =0. 

Der im Nenner stehende Ausdruck ist eine Combinante, deren 
geometrische Bedeutung dadurch gegeben, dass fiir y als einen 
Curvenpunkt und x als laufende Coordinaten [ — 0 einen Kegel be- 
deutet, der die Tangente in y als Erzeugende enthilt, und der durch 
die 4 Kegelspitzen des Biischels of + oF —0, sowie durch die Be- 
riihrungspunkte der 4 Doppeltangentialebenen, welche durch die Tan- 
gente in y gelegt werden kénnen, geht. Dadurch erkennt man, dass 
man setzen kann (mit Riicksicht auf die in § 1. am Ende gegebene 
Bedeutung von A (x, 4) = 0): 








*) Diese Form der auf Raumcurven beziiglichen Differentiale gab Clebsch 
»Ueber die Anwendung der Abel’schen Functionen in der Geometrie“, Crelle’s 
Journ. 63. 


**) Weil 2+ §:yxyda, = ug, — Uy,V, ist. 


zx 











“a fay @ 


a —_ 
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(2) T? = m& (Az Ay; — aay) + Mf(x) + NF(a), 


worin M und N von 2'" Grade in x und vom 4" in y sind; jedoch 
gilt dieses nur eben fiir y als einen Curvenpunkt. Daraus folgt, wenn 
auch f(z) =0, F(x) =0: 

(3) T? = mA(A,A,; — azdy) *), 


wo der numerische Factor m aus der kanonischen Form bestimmt 
werden kann, und als = 7, erkannt wird. 


Wir sind jedoch im Stande, diesen Factor m und die Relation (3), 
ohne den Schluss zu benutzen, auf dem (2) beruht, abzuleiten, indem 
wir das Quadrat von F wirklich bilden und dabei alle f(x), F(x), f(y), 
F(y) als Factor enthaltenden Terme weglassen. — 

Dies ist immer auszufiihren, indem wir zuniichst die Form 
wy = (aAuv)a,A, ims Quadrat erheben, wodurch man zuniichst Terme 
erhilt, welche in w,?, Uevz, Vz* multiplicirt sind; wenn man nun 
u; = A; Ay, vj = a;a, setzt, so ergiebt sich, stets mit der Beriick- 
sichtigung, dass x und y Punkte der Curve f=0, F =O sind, und 
mit Anwendung des Productsatzes die Formel: 


se Sp ob f(x) =9, F(x) =0 
P? == g A(A, Ay; — aedy), f(y) =90, FQ) =o}? 


deren Richtigkeit damit jedenfalls sichergestellt ist. 
Daraus folgt nun wieder: 


a, 4, ° Aj, A, — A, A, "G74, 





4 De =4YV3- y el 
( ) (x) V ; Va(4.4.;— (4,4); — a,4,) ? 

: Tees * AA ‘ : 
so dass also durch die Substitution [=- ae unser Differential 


a%y 
in die Form Dey =+4/V3 we iibergeht, wo A(x,d) die 
bekannte Bedeutung hat. ~— 


Die hier angewandte Substitution, ganz analog der von Aronhold 
fiir das auf eine cubische terniire Form beziigliche Differential ange- 
wandten, ist in denVariabeln x; linear; ich werde nun, entsprechend der 
von Brioschi**) im erwihnten Falle gegebenen, eine héhere Substi- 


*) Zu diesem selben Resultate ist auch Herr Harnack, Math. Annalen 
Bd. XII, Heft 1, gelangt. Daselbst ist auch die wirkliche Elimination geleistet, 
welche die Werthe des Differentiales in den Schnittpunkten einer Ebene be- 
stimmt. 

**) Brioschi, comptes rendus, tom. LVI, und Crelle’s Journ. 63: Lettre de 
M. Hermite ete. 


”, 
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” tation angeben, welche dasselbe leistet, und zwar will ich diese Sub- 











stitution zuniichst durch einen Grenziibergang ableiten. * 
Bemerken wir zunichst, dass fiir 2 und y als Curvenpunkte stets 
nach der I[dentitit (7) in § 1.: fi 
(6) Fiz,y) J (ay) 
ist, dass also, wenn = = — hed das Differential auf die Form 
Adu—ndi ar Fe P 
+4y3 ae bringt , auch Ta, dasselbe thut. Q 
Nun war x auf der Curve f=0, F = 0 variabel, y auf derselben ’ 
Curve fest und willkiirlich, also hat man, da das Endresultat von y 
unabhingig ist, die Berechtigung, y mit x coincidiren zu lassen, man 
hat dann gleichzeitig das interessante Resultat, welches aus (6) folgt: s 
t 





- | f(y) -~ _ H(z) 
Lim [fer ~~ J (a) 


immer fiir # und y als Curvenpunkte. 


Der Grenzwerth re ist aber ein bestimmter, da H und J nie- 


mals gleichzeitig verschwinden, ausgenommen da, wo f=0, F =O sich 
beriihren sollten, was hier ausgeschlossen ist. 


Also auch durch die Substitution 2'" Grades | 
{ 





Ls JS (x) + &, net, d x4 ae ‘ 3B, Adx—xdi 
—- se wird > tdeshe, 2. A, Dw in 43 VO (xd) 
iibergefiihrt. 


Direct algebraisch wiirden wir den Beweis dafiir erbringen, wenn 
wir die von Salmon*) gegebene Berechnung des Quadrates von 


(aAHJ)a,A,H,J,=T,' (vergl. § 1. (10)) 
zu Hiilfe nehmen; wir bekommen dann, unserer Bezeichnung angepasst: 
{Tit}! = gs A (J(@), — H(2)); 
also, wenn man in D,,., Zihler und Nenner mit 7,‘ multiplicirt: 


eS vis H (x) dJ(x) — J(x) dH (x) 
— T 4 ? 


x 





*) Analyt. Geom. d. Raumes 1. Aufl, 2. Theil, Anhang iiber Invarianten und 
Covarianten von Flichen 2' Grades. 











Raumcurven 4'* Ordnung. 


J (x) 


Ha) zur Form 


was wieder direct algebraisch durch > =— 


Adu —xdil 
+4/y3 Tra 



































fiihrt. 
Auch fiir das allgemeine Differential 





O D+ £1 2X, dx, atte & 
H(aAuv)ja,A, @)» 


worin © und H homogene Functionen gleicher Ordnung sind, liefert 
die in § 2. gegebene allgemeine Parameterdarstellung ein Mittel, das- 


selbe so umzuformen, dass nur die Irrationalitat /A (x, 4) auftritt. 


Wir kénnen hieran noch einige Bemerkungen, betreffend die geo- 
metrische Anwendung der hier entwickelten Transformation des ellip- 
tischen Differentiales, kniipfen. 

Die Formel P s 

Adu —xdi 
Diy = +4V3 “yi 
bedeutet geometrisch, dass man die Werthe von Dj.) in den variablen 
Schnittpunkten von xa,a,-+ 4A,A,—0O mit der Raumeurve herge- 
stellt hat, oder, was dasselbe ist, in den Schnittpunkten einer die Tan- 
gente in y schneidenden Raumcurvensehne. Diese Sehne beschreibt 
aber mit variablen x : A eine Fliche des Bischels of + o/’—0, und, 
da die Werthe des Differentiales D,.) gleich und entgegengesetzt sind, 
so schliesst man, durch Integration von einem beliebigen Curven- 
punkte @ aus: 
die Summe der — 


fi De + fi De, 

(a) (@) 
genommen von einem beliebigen Punkte « aus, bis resp. zu den 
Schnittpunkten x und y einer Sehne ist constant = u,, so lange 
die Sehne (xy) die eine Schaar von Erzeugenden einer und der- 
selben Fliche of + oF = 0 beschreibt. (Die Abhangigkeit der 
Constante u) von @: 6 werden wir spiter bestimmen.) 


Bezeichnen wir also mit u(a#) das —_— 


fPnntv 3 ta rea’ 


Ay: m 





so haben wir: 
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u(x) + u(y) = u,*) fiir die eine Schaar, 
(7) u(z) + u(t) =» fiir die andere Schaar 
von Erzeugenden einer Fliiche of + oF —0; und wu, und v, sind die 
Fliche in gewissem Sinne charakterisirende Constante, welche von @: 6 
allein abhaingig sind. Aber es ist sofort einzusehen, dass u, + v,) von 
@:6 unabhingig, also eine allein von den die Raumcurve bestimmen- 
den Elementen abhingige Constante ist. 

Laisst man nimlich in (7) 2 mit y, und z mit ¢ zusammenfallen, 
so hat man 2 sich schneidende Tangenten, welche auf derselben 
Biischelflache liegen**), vor sich, und man erhilt: 


2 u(z) = uw, 
{ 2u(2e) =~ 
Aber die Verbindungslinie von x und ¢ liegt auf einem der Kegel, die 
in dem Biischel 2'* Ordnung ef + oF = 0 enthalten sind; fiir einen 
Kegel fallen offenbar diejenigen Constanten, welche mit u, und v, be- 
zeichnet wurden, zusammen und man hat zugleich: 


u(x) + u(z) = C, 


wo C eine absolute Constante ist, also: 


Uy + vv» =2C, 
d. h. von @: 6 unabhingig. 
Addirt man sodaun die Gleichungen (7), so erhailt man: 


(9) u(a) + u(y) + w(e) + u(t) = 20. 


Dies ist aber der Satz fiir die Schnittpunkte einer Ebene mit der 
Raumcurve; denn x, y, z, t liegen stets in einer Ebene, wihrend man 
andererseits zu den 4 Schnittpunkten einer Ebene x, y, 2, t stets eine 
Fliche ef + oF =0 bestimmen kann, welche (xy) und (zt) als Er- 
zeugende verschiedener Schaaren enthdlt; die Constante 2 C ist aber von 
der Lage der schneidenden Ebene unabhingig. Das Wesentliche hier- 
bei ist, dass wir den Satz allein aus der Transformation des elliptischen 
Differentiales und einigen einfachen Betrachtungen abgeleitet haben. — 


Man kann bewirken, dass die Constante 2C = 0 wird, wenn man 
nimlich in 


(8) 


x a 
u(x) —_ Doe, =4 V3 = [x = 1] 


*) Das Zeichen = bedeutet, wie gewdhnlich, so viel als: ,,mit Hinzufiigung 
von Perioden“. 

**) Wie friiher erwahnt, giebt es 8 Tangenten der Raumcurve, welche in einer 
gegebenen Fliche ef + oF = 0 liegen. 
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fiir « einen Wendepunkt, also fiir 4, den Parameter desselben annimmt, 
wobei selbstverstindlich dem 4, auch ein bestimmtes Vorzeichen der 
Wurzel //A (4,) entspricht. 

Dann hat man 


u (2) + u(y) + u(e) + u(t) =0 


und in den Formeln (7) wird u) = — v, also erhilt man: 
(10) {ace +uy) =  % 
u(z) + u(t) =— % 


als Bedingung, dass eine Sehne auf einer bestimmten Biischelfliche 
liegt, welche letztere nunmehr nur noch durch eine Constante u, 
charakterisirt ist. 

Diese Constante «, lisst sich durch ein elliptisches Integral aus- 
driicken, dessen obere Grenze der Parameter 9:6 der zugehérigen 
Fliche ef + oF = 0 ist. 


Denn die Perioden @ und @’ des Integrales u(x) = - frit Waa kénnen 
stets so gewihlt werden, dass man hat 
c di c 


@ * di c a di 
a Sra? 22 Jraa 29 — Sram’ 





a, 
ce oto _ di 
2 + 2 V(r)’ 





worin 4; die Wurzeln von A(A) =O, und ¢ diejenige Grosse ist, fiir 
* aa 
V(r)’ 
der Gleichung S(u) = S(e—wu) innerhalb des Periodenparallelogramms 
genigt. 


welche S\u) , die eindeutige doppelt periodische Umkehrung von u = 


Nun hat der unserer Parameterdarstellung zu Grunde gelegte 
Punkt y als zugehdériges Integral — : , und wendet man die Formel 


(10) fiir den Fall y; = y;, t; = y; an, so haben die dadurch bestimm- 
ten Punkte w und z ein und denselben Parameter 9: 6,*) dagegen 
Integrale, deren Summe (nach den vorhergehenden Betrachtungen) 
=c ist. 


*) Denn die Ebene (yxz) ist, wie geometrisch klar, Tangentialebene an 
ef+o#=0, daher haben die durch sie ausgeschnittenen Punkte den gemein- 
schaftlichen Parameter @: o. 






we 
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Formel (10) giebt dann 

















£ ) 
di — 
—_—6S..hlCU™ | Pa 
4 => — — . 
(11) * also tt) ; ee VEG 
a gai e — 
— 


Hiermit ist aber die gewiinschte Darstellung, welche den Zusammen- 
hang von «, mit g: 6 darlegt, geleistet; und man hat umgekehrt 


<= S8($ +). 


Es ist immerhin interessant, zu bemerken, wie dieser Zusammen- 
hang dazu dienen kann, nicht nur Punkte der Rauwmeurve, sondern 
auch Flichen des Biischels, welche gewissen Bedingungen geniigen, mit 
Hiilfe der Theilung und Multiplication der elliptischen Functionen zu 
bestimmen, d. h. die Gleichungen wirklich aufzustellen, deren Wurzeln 


. o . . . 
ihre Parameter - sind. Hierzu ist dann, ausser den betreffenden 


Formeln aus der Theorie der elliptischen Functionen nur noch eine 
(leicht zu erreichende) Kgnntniss der Function S(w) durch die ein- 
fachsten sinam u etc. nothwendig. 


Ein etwas weitergehendes Problem dieser Art ist das folgende: 


Es sollen diejenigen Flichen of + 6F = bestimmt werden, auf 


denen sich Polygone gerader Seitenzahl*) construiren lassen, deren Ecken 
der Raumcurve angehiren, und deren Seiten abwechselnd in der einen 
und anderen Schaar von Erzeugenden dieser Fliiche enthalten sind. 

Es giebt eine begrenzte Anzahl solcher Fliichen, und die auf 
ihnen liegenden Polygone haben merkwiirdige geometrische Higen- 
schaften mit den einem Kegelschnitte einbeschriebenen und einem 
anderen umschriebenen Polygonen gemein, welchem letzteren Problem 
das vorher angegebene auch im Raume entspricht**). 

Seien nimlich u,, u,, Us --~- 2 die Integralparameter der auf- 
einander folgenden Ecken des Polygons von 2m Seiten, ferner u, die 





*) Polygone dieser Art von ungerader Seitenzahl kénnen, wenn sie existiren, 
selbstverstiindlich nur uneigentliche sein. 

**) Dasselbe Problem entspricht andererseits auch den Steinerschen Poly- 
gonen auf ebenen Curven 3° Ordnung; es ist enthalten in einem noch viel all- 
gemeineren, welches Clebsch in der schon genannten Abh. ,,Anwendung der 
Abel’schen Fet. auf die Geometrie“ Crelle 63 behandelt hat. Den Fall n = 2 
hat Harnack diese Ann Bd, XII, p. 73 behandelt. 








Con 
chu: 


(12) 


sofo 


(13 
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Constante, welche of + oF —0 zugehért, so hat man aus den Glei- 
chungen des Problems 


u%+%= 
Uy + Us = — tM 
+ u&= 
(12) : | 
Yan + Uan41 = — Uy 
Uza+i1 = Uy 





+ po’ 


sofort u,) = me also nach Formel (11) 


<= 8(5 + EF), | 


2n 


worin m und p als ohne gemeinschaftlichen Theiler mit » angenom- | 
men werden, und alle ganzzahligen Werthe von — » bis + m durch- 

laufen, mit Ausnahme derjenigen Combinationen, welche nach der | 
eben gemachten Bemerkung ausgeschlossen sind. | 


Die wirkliche Aufstellung der Gleichung fiir die besagten Flichen 
hingt also mit der Aufstellung der speciellen Theilungsgleichung fiir 
die elliptische Function S(w) zusammen, und kann direct bewerk- 
stelligt werden.*) 
Die entstandenen 2” seitigen Polygone, deren es auf einer solchen 
Fliche unendlich viele giebt, haben verschiedene geometrische Higen- 
schaften, je nachdem n ungerade oder gerade ist; ein Umstand, der 
z. B. bei den entsprechenden Problemen in der Ebene nicht in dieser 
Weise hervortritt. 


Erstens wenn n ungerade ist, so folgt aus (12) 
mo- po’ 


( 
+ thy = 1H = —> 
_ mo+ pa 
Ue + Un+2 = —_ > 
(13) 
mo a’ 
Ute, = setpe 








Zweitens wenn n gerade ist, so ergiebt sich ebenso 


*) Fiir eine specielle Annahme des Punktes y und der Flaichen f und F ver- 
einfacht sich die Function S(w) unter Umstiinden wack erheblich, weil dann 
4; © etc. specielle Werthe annehmen. 


Mathematische Annalen XIII. 2 
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(14) u, thn pt = Uy — Ung So = thy — ty, = MOT PO 


und beide Gleichungen lassen eine geometrische Deutung zu. 

Die Formeln (13) zeigen, dass die Verbindungslinien von gegen- 
iiberliegenden Eckpunkten (0, tn41), (t:t%a+2) .ete. stets durch eine 
Kegelspitze des Biischels of + 6 F = 0 hindurchgehen, wie aus (10) in 
Verbindung mit (11) fiir 2. == A; hervorgeht; und zwar ist diese Kegel- 


spitze (Ecke des gemeinschaftlich conjugirten Tetraeders) verschieden , je 
nachdem m und p gleichzeitig gerade, ungerade, oder das eine gerade, 
das andere ungerade ist. Wir kénnen deshalb von den 4 Kegelspitzen 
0,2. & ste’ 
a =. oe 





sprechen. 


Die Bedingung (14) ist etwas weniger einfach zu interpretiren. 

Geht man davon aus, dass z. B. u, + u, = 0 die Bedingung ist, 
damit die Linie (w,u,) durch die Kegelspitze 0 gehe, wu, + wy = > die 
analoge Bedingung fiir (w,u,) und die Kegelspitze > so erhalt man 
uy — 4, = + als Bedingung, dass die Linie (u,u;) die Verbindungs- 
linie der Kegelspitzen 0, + treffe; ganz die niimliche Relation erhiilt 


man auch, wenn man die Kegelspitzen 0 und > mit den noch iibrig- 





bleibenden — und “+ © vertauscht; daraus folgt: Schneidet eine Sehne 


der Raumcurve die eine Kante des gemeinschaftlichen sich selbst con- 
jugirten Tetraeders, so schneidet sie auch die gegeniiberliegende Kante. 
Hierdurch ist die Bedingung 


_ mo-+ pw 
“, — 4, = — 


interpretirt. 


Man sieht also, dass sich die Hauptdiagonalen eines solchen 2n- 
Ecks wesentlich verschieden verhalten, je nachdem m ungerade oder 
gerade ist; wir stellen noch im Folgenden die wesentlichen aus (13) 
und (14) resultirenden Eigenschaften verbunden mit einigen aus ein- 
fachen geometrischen Betrachtungen hieraus sich ergebenden Zu- 
sitzen auf: 

I. Wenn m ungerade ist, dann gehen die Hauptdiagonalen eines 
2n-Ecks der besprochenen Eigenschaft durch einen festen TPunkt, dieser 
Punkt ist stets eine der Ecken des gemeinschaftlichen sich selbst con- 
jugirten Tetraeders und bleibt fest, wenn das Polygon sich so dreht, 
dass seine Seiten auf derselben Fliche, seine Ecken auf der Raum- 
eurve bleiben. (Hiernach zerfallen also die Polygone mit ungeradem 
nm in 4 wesentlich getrennte Arten.) 
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Die Tangenten, in gegeniiberliegenden Eckpunkten an die Raum- 
curve gelegt, schneiden sich auf der Polarebene des Schnittpunktes 
der Hauptdiagonalen (Tetraederebene) und beschreiben in derselben 
mit ihren Schnittpunkten eine Curve 4'* Ordnung mit 3 Doppelpunkten 
in 3 Ecken des Tetraeders. 

Die gegeniiberliegenden Seiten eines solchen Polygones (d. h. die 
Seite (u,u,) und (U¢n41%+2) ete.) schneiden sich auf der nimlichen 
Tetraederebene; deren Schnittpunkte jedoch liegen auf einem Kegel- 
schnitt, welcher die Raumcurve 4'* Ordnung in 4 Wendepunkten trifft. 

I]. Wenn » gerade ist, so gehen die Hauptdiagonalen nicht mehr 
durch einen festen Punkt, hingegen schneiden sie alle ein Gegenkanten- 
paar des gemeinschaftlich coujugirten Tetraeders (sie zerfallen also in 
3 wesentlich verschiedene Arten, entsprechend den 3 Gegenkanten- 
paaren). Auch diese Beziehung bleibt bei Drehung des Polygons un- 
veriindert. 

Die Tangenten in gegeniiberliegenden Eckpunkten schneiden sich 
nicht mehr, bilden aber mit dem betreffenden Gegenkantenpaar stets 
4 hyperboloidische Geraden. 

Projicirt man nun die besagten Polygone von einer Kegelspitze aus, 
so gehen sie tiber in ebene Polygoné, welche einem Kegelschnitte ein- 
beschrieben, einem anderen umschrieben sind. Die Poncelet’schen 
Sitze fiir diese letzteren folgen nun aus den von uns eben angegebenen 
Sitzen sofort; nur fallen die Eigenschaften der Polygone fir ein 
gerades resp. ungerades » zum Theil zusammen. 


Berlin, im Juni 1877. 





Ueber den allgemeinsten Ausdruck der inneren Potentialkrafte 
eines Systems bewegter materieller Punkte, welcher sich aus 
dem Princip der Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung ergiebt. *) 

Von 

A. Mayer in Leipzig. 


Setzt man: 


T=} Pi m; (xi? + yi? +-2;'?) 


i=l 


und W gleich einer beliebigen Function von ¢, von den 3” unbekann- 
ten Functionen z;y;2z; von ¢ und von deren ersten Differentialquotienten 
“i yi 2%, 80 fiihrt das Problem: 


8 ((7+ Ww) at =0 
J 


auf die 3 Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 
aw sea aw 

Ou; dt Q2;’ 

, ow d ow 


mM; xi = 








NY = Oy, a Oy,’ 
” ow ad ow 
Mm; 2 = Oe, at da, ° 


Dieselben Gleichungen sind auch, wenn man m,, m,,---, ™, als die 
Massen von » Punkten und die Variabeln x;y;2; als die Coordinaten 
des Punktes m; in einem festen rechtwinkligen Axensystem zur Zeit 
t auffasst, die Differentialgleichungen der Bewegung eines freien 
Systems materieller Punkte, bei welcher die an dem Punkte m; wirk- 
samen Kraftcomponenten zur Zeit ¢ die Werthe haben: 


*) Mit unbedeutenden Verinderungen abgedruckt aus den Berichten der Kgl. 
Sachs. Gesellsch. d. Wissensch, vom 238. April 1877. 
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Krafte, deren analytische Ausdriicke _vou dieser Form sind, nenne 
ich, wie iiblich,, Potentialkrafte und die Function W, durch deren An- 
nie dieselben vollstindig bestimmt sind, ihr Potential. Unter inneren 
Kriaften des Systems ferner verstehe ich solche, die nur von den 
Wirkungen der Punkte des Systems auf einander herriihren. Die Auf- 
gabe, mit deren Lésung sich diese Note hauptsiichlich beschiftigt, ist » 
die, den allgemeinsten analytischen Ausdruck der inneren Kriifte eines 
in Bewegung befindlichen Systems materieller Punkte zu finden, der sich 
aus den beiden Voraussetzungen ergiebt, dass diese Krdfte ein Potential 
besitzen und zugleich dem Principe der Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung gentigen sollen. 

Nach der ersten Voraussetzung sollen die analytischen Ausdriicke 
X; Y; Z; der inneren Krifte des Systems von der Form (I) sein. Die 
zweite sagt aus, dass sich diese Krafte in jedem Augenblicke an dem 
System das Gleichgewicht halten wiirden, wenn in demselben Augen- 
blicke durch Einschaltung starrer Geraden zwischen seinen Punkten 
das System in einen festen Koérper verwandelt worden wire, und 
liefert somit die 6 Bedingungsgleichungen: 


> i=n 


(II) x= Y, == 0, > a=; 


»2 t=1 


ll 
2 


me | 


(yi Z—a2Yi)=0, 


(Ii) (2, X;— a; Zi) = 0, 


iM 





Ya, :Yi—yi: Xi) = 0. 
1 


Analytisch ausgedriickt handelt es sich also um die Frage: 

Welches sind die allgemeinsten Werthe der Krifte X; Y; Z;, die 
sich aus den Gleichungen (I) ergeben, wenn man verlangt, dass W 
eine solche Function der Zeit, der Coordinaten und der Geschwindig- 
keiten sein soll, welche den sechs, durch Substitution der Werthe 
(1) in die Gleichungen (II) und (III) entspringenden Bedingungen 
identisch geniigt? 
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Auf den ersten Anblick kénnte es scheinen, als ob diese Aufgabe 
sich weit einfacher so aussprechen liesse: 

Man soll den allgemeinsten Werth des Potentials W finden, wel- 
cher den gestellten Forderungen geniigt. 

Allein, wenngleich die Lésung dieser letzteren Aufgabe eo ipso 
auch die der ersten nach sich zieht, so ist doch, in Folge einer be- 
kannten Eigenschaft der Differentialgleichungen der Variationsrechnung, 
das zweite Problem nicht volistandig identisch mit dem urspriinglichen, 
vielmehr dieses weit einfacher als jenes. 


Ist namlich g irgend welche Function der Zeit und der Coordi- 
naten allein und setzt man: 


so wird: 











und folglich: 


welche Formel natiirlich auch noch gilt, wenn man darin zx mit y, 
oder mit z vertauscht. 


Besitzt daher das Potential W die Form: 


d 
We V+-F 


so hebt sich der Theil A von selbst aus den Formeln (1) weg und 
ist daher auf die Werthe X;Y;Z; ohne jeden Einfluss. 

Hiernach kénnen und werden wir im Folgenden alle diejenigen 
Glieder des Potentials W, die vollstiindige Differentialquotienten nach 
der Zeit sind, als fiir unsere Frage vollkommen gleichgiiltig vernach- 
lassigen. Oder mit anderen Worten, wenn wir nach C. Neumann’s 
Vorgange*) effectives Potential das nennen, was von dem Gesammt- 
potential W nach Weglassung aller jener Glieder iibrig bleibt, wir 
brauchen nicht das Gesammtpotential, sondern nur das effective Po- 
tential zu bestimmen. 

Diese Aufgabe nun zerlegen wir in zwei, von einander unabhingige 
Theile, indem wir die Function W einmal nur den Bedingungen (II), 
das andere Mal nur den Bedingungen (III) unterwerfen. Aus der Ver- 
gleichung der allgemeinsten Werthe des effectiven Potentiales, die sich 
aus der einen und aus der andern Forderung ziehen lassen, wird sich 


*) C. Neumann. Die Principien der Elektrodynamik. Tibingen 1868. 
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dann unmittelbar die Beantwortung unserer Frage ergeben, die schliess- 
lich noch mit einer anderen und weit einfacheren Aufgabe combinirt 
werden soll, die aber, soviel ich weiss, ebensowenig als die vorher- 
gehende bisher allgemein behandelt worden ist, mit der Aufgabe 
nimlich, die allgemeinsten Werthe der Potentialkrifte (I) zu finden, 
welche die Forderung des Princips der lebendigen Kraft, d. h. die 
Bedingung erfiillen, dass der Ausdruck: 


i=n 


(X;ai + Yiyi + 2,2) 


> | 


ein vollstiindiger Differentialquotient nach der Zeit sei.*) . 


*) Nimmt man die Kriafte X; Y;Z; unabhingig von den Geschwindigkeiten 
und von den Beschleunigungen an, so zieht bekanntlich die Forderung, dass 
identisch: 

=n 
, n , dU 
(X,;2; + Y,y/ + Z; 2/)= ar 


oU oU aU 

oe Aa Fe 
umgekehrt nach sich, dass die Kriifte ein Potential besitzen miissen, oder es kann 
dann das Princip der lebendigen Kraft niemals gelten ohne das Hamilton’sche 
Princip. Dies ist aber durchaus nicht mehr der Fall, wenn die Krifte auch 
von den Geschwindigkeiten und von den Beschleunigungen abhingig sind. So 
wird z.B., wenn V irgend eine, von ¢ freie Function von xyza'y’2z’ ist, der 
Gleichung: 





Xa+ Yy+Z2 = at o(v—« oe ny oe ay) 
identisch gentigt durch die Substitutionen: 
yep —as faa ey | 
Z=Ay' —Caz+ a Ae 


welche Werthe auch die Functionen ABC haben mégen, Setzt man aber hierin 
etwa 
A=2, B=y’, C=?, 


so erhilt man Kraftgesetze, die sich nicht der Form 
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Um den Gegenstand einigermaassen vollstiindig zu behandeln, 
ist in dem letzten § auch einiges* bereits Bekannte von Neuem ab- 
geleitet worden. — 


§ 1. 
Bestimmung des effectiven Potentials aus den Forderungen (II). 


Substituirt man die Werthe (I) in die Bedingungen (II), so erhiilt 


man 3 Bedingungsgleichungen fiir das Potential W, von denen die 
erste ist: 


wV/(aw d aw 
a Se - 4.) -0 





und die beiden anderen aus dieser durch Vertauschung von x mit y, 
resp. 2 hervorgehen. Es soll sich zuniichst darum handeln, das Po- 
tential W bis auf die zu vernachlissigenden Glieder in allgemeinster 
Weise aus der Gleichung (1) zu bestimmen. Ich setze zu dem Ende: 


i=n aw vd 
2) oa ~ 
t=1 
und verwandle hierdurch die Gleichung (1) in: 


> aw aa, 


Nun ist das Potential W und damit auch die linke Seite der letzten 
Gleichung frei von den zweiten Differentialquotienten 2” y” 2”. Die 
Gleichung kann daher nicht anders identisch stattfinden, als wenn die 
Function A selbst gar keine Differentialquotienten der xyz enthiilt. 
Aus der Forderung (1) ergeben sich folglich fiir das Potential W die 
beiden linearen partiellen Differentialgleichungen 1. 0.: 








ow wid. 


(2) | 


lI 


y OM; 
av 
0x; 


wm 


4, 
:* 


J. 


in denen A eine willkiirliche Function von ¢ und von den Coordi- 
naten ist. 


unterordnen und daher dem Hamilton’schen Principe widersprechen, wihrend 
sie doch die Forderung des Princips der lebendigen Kraft erfiillen, Man sieht 
zugleich, dass das letztere Princip recht wohl sogar fiir solche Krifte gelten kann, 
deren analytische Ausdriicke zwar die Geschwindigkeiten, nicht aber zugleich die 
Beschleunigungen enthalten. Vgl. § 4. Anmerkung. 
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Ist nun W = U irgend eine gemeinsame ane dieser beiden 
Gleichungen und setzt man: 


W=U+Y¥, 


so gehen dieselben iiber in: 





(3) 


Wir kénnen also die Gleichungen (2) zuriickfiihren auf die weit ein- 
facheren (3), sobald wir irgend eine gemeinsame Lésung der Glei- 
chungen (2) gefunden haben. Eine solche Lésung ergiebt sich aber 
sofort aus der Annahme 


wo » eine unbekannte Function der Zeit und der Coordinaten bedeutet. 
Diese Annahme namlich liefert: 


oW _tdo9 @aW 
0a; 02,’ Oa, 


ep 
Ox; 








d 
mee 
und fiihrt also die Gleichungen (2) iiber in: 


C Si aa, 


s=1 


i 


d 


fj! 
i= B) 
s 

nS 


Qj ¢ 


| 


a oo 
at ~ 


.* 


a 


t=1 


il 


Von diesen beiden Gleichungen ist aber die zweite eine unmittelbare 
Folge der ersten. Wenn demnach 9 irgend eine Lésung der Gleichung 
(4) und V die allgemeine Lésung des Systems (3) ist, so ist: 


isee ap 
W=V+ 
die allgemeine Lésung der beiden Gleichungen (2), oder also, nach 
der vorausgeschickten Bemerkung , 
Ww=V 
der allgemeinste Werth des effectiven Potentiales, der sich aus der 
Bedingung (1) ergiebt. 


Die beiden Gleichungen (3) sagen aber nichts anderes aus, als 
dass V die Variabeln x, -- +, x, +++,’ nur in den Verbindungen: 
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; , , ’ , 
By — Hy, ++ *y Bn — Uy, Ly — HX, ,***y Ly — Uy 


enthalten darf, also ist W= einer willkiirlichen Function dieser 
Differenzen, in der iiberdies ¢, die y, 2 und deren erste Differential- 
quotienten in beliebiger Weise eingehen kénnen, die allgemeinste 
Lésung unserer ersten Aufgabe. 

Indem nun die beiden anderen Bedingungsgleichungen, die aus 
(I) und (Il) entspringen, sich von der Gleichung (1) nur dadurch 
unterscheiden, dass darin y, resp. 2 an die Stelle von x getreten ist, 
haben wir hiermit den Satz gewonnen: 

I. Die allgemeinsten Ausdriicke der Potentialkrafte (1), welche den 
Bedingungen (11) identisch geniigen, werden erhalten, wenn man das 
Potential W einer willkiirlichen Function der Zeit, der relativen Coor- 


dinaten und der relativen Geschwindigkeiten der Punkte des Systems 
gleich setzt. 


§ 2. 
Bestimmung des effectiven Potentials aus den Forderungen (III). 


Die Substitution der Formeln (I) in die Gleichungen (IIT) liefert 
fiir das Potential W drei Bedingungsgleichungen, von denen die erste 


oe SpGr—s45)-9(F-4 5-6 


ist und die beiden anderen aus dieser erhalten werden, wenn man die 
Buchstaben y, z mit den Buchstaben z, x resp. x, y vertauscht. 





Wir betrachten zunichst wieder nur die Bedingung (1). 
Addiren wir zu derselben die Identitat: 








Sy, aw aw, awd, aw 
= {yi 02, i y + i Oz, aj oy | 
_4aQ5/, aw aw 
=a (v Oa; i 297) 

é=1 


und lasst sich demnach in die beiden folgenden zerfallen: 
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i=n 
aw aw 
(v 02, a oy yr) =U 
« ¢aek 
®) ZB. aw aw aw ow 
’ e dM 
(9655 G9, + Gar — 9 Sar) ae 


Die zweite dieser Bedingungen lehrt, dass M nur eine Function von 
¢ und von den Coordinaten sein kann. Setzen wir weiter: 


dy 
teaalee ? 


wo w eine ebensolche Function bedeutet, so verwandeln sich hierdurch 
die Gleichungen (2) in: 





; ow Ow 
(3) (v Oe, aj oa) =M, 
i=1 
d Zi, av éw\ aM 
at (w 3 “y,) a 


Also erfiillt die Substitution W = ad die beiden Gleichungen (2), so- 
bald ~ eine Lésung der Gleichung (3) ist. Unter dieser Voraussetzung - 
werden aber durch die Annahme; 

dy 


die beiden Gieichungen (2) iibergefiihrt in die folgenden: 


i=n av E av 
Dy (8a — * Gyr) = % 
ave, ave 4 ov 
(¥ Far — By MG . Soo Oy; -) =0. 


Zur Bestimmung des effectiven Potentiales kommt es demnach nur 
darauf an, die allgemeinste Lésung der beiden Gleichungen (4) zu 
ermitteln. 


Nach dem Vorhergehenden geniigt nun die Annahme: 


V =m» SY 


dt 


gleichzeitig diesen beiden Gleichungen, so oft wy eine Lésung der 
Gleichung: 


(5) > (x2 02; a < ) = 


‘=i 
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ist. Diese Gleichung aber ist aquivalent dem System von 2n — 1 ge- 
wohuiichen Differentialgleichungen: 


dz;: dy, = Yi: — &, 
dessen 2” — 1 Integrale sind: 


6 { 2u,;=y? +2? = const. 

(6) Unk = Ye + 202 = const. 

wo i=1, 2,---m, keine gegebene dieser Zahlen undh—1,---k—1, 
k+1,---m ist. Folglich sind die 2n —1 Ausdriicke: 

7 Us = YY + 481 

@) ie = Yn Ye + Yar + Bn Se + enex 

gemeinsame Lésungen der beiden Gleichungen (4).- Man reducirt diese 
beiden Gleichungen aber auch dadurch auf die eine Gleichung (5), dass 
man V einer von den y', 2 freien Function y direct gleichsetzt, Also 
sind auch die 2m — 1 Ausdriicke (6) selbst gemeinsame Lésungen der 
Gleichungen (4). Diese beiden Gleichungen kénnen iiberdies nicht 
mehr als 4x — 2 in Bezug auf die Variabeln y, z, y’, 2° von einan- 
der unabhiingige Lésungen gemein haben, und dieser Bedingung ge- 
niigen die 4m — 2 Ausdriicke (6) und (7). Die allgemeine Lésung V 
der beiden Gleichungen (4) hat folglich die Form: 

(8) V=F (uj, Un, Wi Sun, t, 2, 27), 

wo F eine willkiirliche Function bezeichnet und von den verschiedenen 
Argumenten, die diese willkiirliche Function ausser ¢ enthalten kann, 
immer nur je ein Repriisentant angegeben ist; und nach dem Vorher- 
gehenden ist dies zugleich der allgemeinste Werth des effectiven Po- 
tentials, der sich aus der Bedingung (1) ziehen lisst. 

Die zweité Bedingungsgleichung nun, die aus den Forderungen 
(IIT) fiir das Potential W entspringt, unterscheidet sich von (1) nur 
dadurch, dass zg, « die Stellen von y, 2 eingenommen haben. Die 
allgemeinste Lésung dieser zweiten Gleichung, die in Betracht kommen 
kann, ist folglich: 

W=O (u%, Or, Vi, Une, ty Yr Yi); 
wo ® eine willkiirliche Function und: 
20; = ae oh x? ’ 
Unk = 2nhe + Like, 
Vi = 2% + 2%; , 


One = 2 Be + ene + ty te + Ur 


ist. Vergleicht man aber diese Ausdriicke mit den Formeln (6), (7), 
(8), so erkennt man sofort, dass der allgemeinste Werth des effectiven 
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Potentials W, der gleichzeitig den beiden ersten Bedingungen (III) 
gentigt, von der Form ist: 


(9) w=¥ (P15 Pak» Di» Pay t), 
wo ¥ eine willkiirliche Function und: 


2p 2? +y? +28? 
(10) Pre = LL + YnYe + nee 

Pi = 2X + YYi + Hei 

Pur = Lp Le + MpXy + Yn Ye + Yaya Hn ee + ene 
ist; und da diese Argumente ungeindert bleiben, wenn man die Buch- 
staben xyz mit einander vertauscht, so erhellt zugleich, dass dieser 
Werth von W schon von selbst der dritten Bedingung geniigt, die sich 
aus den Forderungen (III) fiir diese Function ergiebt. 

Die letztere Bemerkung zeigt, dass von Potentialkriften stets der- 
jenige Satz gilt, der fiir die Bewegung eines Systems materieller 
Punkte unter dem Einflusse eines von den Geschwindigkeiten unab- 
hangigen Potentiales sich so aussprechen liisst, dass niemals zwei von 
den 3 Flachensitzen gelten kénnen ohne den dritten, der Satz nim- 
lich, dass, wenn Kriifte von der analytischen Form (1) zwei von den 
drei Bedingungen (III) erfiillen, sie nothwendig immer auch der dritten 
gentigen.*) 

Setzen wir endlich: 


r2 =a2+y2+ 22 
Van? = (%A— Xe)® + (Ya—Yu)? + (%x—4%x)?, 


*) Dieser Satz ergiebt sich auch ohne jede Integration auf folgende Weise: 

Fiir das effective Potential W=— V reducirt sich die Bedingung (1) auf die 
beiden Gleichungen (4). Bezeichnet man also die linken Seiten dieser beiden 
Gleichungen durch X,(V) und X,(V) und versteht unter Y,(V) und Y,(V), resp. 
Z,(V) und Z,(V) diejenigen Ausdriicke, die aus X,(V) und X,(V) durch Ver- 
tauschung der Buchstaben y, ¢ mit den Buchstaben z, x, resp. 2, y entstehen, 
so ergeben die Forderungen (III) fiir das effective Potential V der Reihe nach die 
Bedingungen ink we 

X,(V) =0 und X,(V) =0, 


Y,(V) =0 » Y,(V) =0, 
Z,(V) =0 , 2,(V) =0. 
Y,(X(V)) — X(%1(V)) = 4(V), 
¥,(XQ(V)) — X2(¥(V)) = 2, (V). 
Jede gemeinsame Lisung V der 4 Gleichungen: 
X,(V)=0, X,(V)=0, 
¥,(V)=0, Y,(V)=0 
geniigt daher immer gleichzeitig auch den beiden Gleichungen: 
Z(V)=0, Z,(V)=0. 


Es ist aber identisch: 
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so folgt aus (10) und durch Differentiation nach ¢: 


7° == 2p, 

rm? = 2p, + 2pxr— 2p; 
mri =Dpi, 

Tarte = Po + Pe — par - 


Also kénnen wir die Formel (9) auch ersetzen durch die: 
W= F (r, Yi , Tk Tik, t), 
womit der Satz gewonnen ist: 

Il. Die allgemeinen Ausdriicke der Potentialkrdfte (1), welche die 
Forderungen (Ill) erfiillen, entstehen dadurch, dass man fiir W eine 
willkiirliche Function von der Zeit, von den Entfernungen der Punkte 
des Systems vom Coordinatenanfange, von ihren gegenseitigen Ent- 


fernungen und von den ersten Differentialquotienten dieser beiden Arten 
von Entfernungen nach der Zeit substituirt. 


§ 3. 
Das Princip der lebendigen Kraft. 


Aus der Forderung, dass die Summe: 


a (Xia + Yiyi + Z;2/) 


t=1 
ein vollstandiger Differentialquotient nach der Zeit sein soll, ergiebt 
sich, wenn man diesen Differentialquotienten mit ct bezeichnet und 


fir die Krifte X;Y;Z; ihre Werthe (I) einsetzt, die Bedingung: 


\ 


Shy (aw a aw »(OW _-d OW’, ,,(0W a OW) _ aU 
a) DS (Fe, dt day) +¥ (dy, — at ayy ) +* | Ge, — at Oa; ta Fi 


Indem man hierzu die Identitat: 

Vi aw td OW d Sy aw 

at gar + i ae par +} — ae {ai Jar t+} 
addirt, verwandelt man diese Bedingung in die folgende: 


d Saw ,ow aw ow aU 
(2) ae |W — 3S (* gar ty Ou + % aay) — “Ge ae 


s=1 








Damit dieselbe identisch stattfinde, ist also nothwendig und hinreichend, 
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dass der partielle Differentialquotient aM ein vollistindiger Differen- 
tialquotient nach der Zeit sei. Nun enthilt das Potential W nur die 


ersten Differentialquotienten der Coordinaten und wir kénnen daher 
diejenige Function, von der ae der vollstindige Differentialquotient 


sein soll, immer auffassen als den partiellen Differentialquotienten einer 
nur von der Zeit und den Coordinaten abhiingigen Function g nach ¢. 
Die Formel: 


ow __d dy 
ot ~—s dtsOOt 
ergiebt aber: 
dg 
we et 


wo V frei von ¢ und eine blosse Function der xyza'y'z ist. Das 
effective Potential V darf also die Zeit nicht enthalten, d. h. 


Ill. Man erhdlt die allgemeinsten Ausdriicke der Potentialkrifte 
(I), welche der Forderung des Princips der lebendigen Kraft geniigen, 
wenn man das Potential W frei von der Zeit t annimmt. 


g§ 4. 
Zusammenfassung der erhaltenen Resultate und Folgerungen. 


Combiniren wir nunmehr die erhaltenen drei Satze, so ergiebt 
sich das folyende Resultat: 


IV. Die allgemeinsten analytischen Ausdriicke solcher inneren Po- 
tentialkrafte eines bewegten Systems materieller Punkte, welche dem 
Principe der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung, sowie der 
Forderung des Princips der lebendigen Kraft geniigen, werden erhalten 
aus den Formeln (1), wenn man darin fiir das Potential W eine will- 
kiirliche Function der gegenseitigen Entfernungen der Punkte des Systems 
und der ersten Differentialquotienten dieser Entfernungen setzt. 


Liisst man, um die Antwort auf unsere urspriingliche Frage zu 
erhalten, die Forderung des Princips der lebendigen Kraft fallen, so 
darf das Potential W iiberdies noch in beliebiger Weise die Zeit selbst 
enthalten. 


Unterwerfen wir ferner das bisher freie System den Bedingungen: 


(1) 9, = 9, P. =0,----, 


in denen 9,, 92, -- + gegebene Functionen von ¢ und von den Coor- 
dinaten der Punkte des Systems sind, so werden die Differentialglei- 
chungen seiner Bewegung jetzt: 
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myi" om Xa, 2 4 4, ey... 








1 0a; 2 On, 
9 e 0 
(2) MY; Nt sith * te 
” 0 7] 
mei = Z,+4, 7D e+: 


Aus diesen und den Gleichungen (1) ergiebt sich: 


i=n 


eo anes 


i= SA ane 


mi (yi ei —av) = Sz —#Y)+4, Sota ota) wk 


Aus diesen letzteren Gleichungen verschwinden aber die in die 4 multi- 
plicirten Glieder vollstiindig, wenn man jede der Functionen g den 
Bedingungen unterwirft: 


S/o 
| ™ 


ivi Mi 


at 
dt 


a i 
Ala. 


D 


n 





@ 
«x =0, 
i 


i>) 


1 


d(ui a — 3 :)o 0, 


und man erhalt daher unter dieser Voraussetzung, und wenn man 
iiberdies den Kriaften X; Y; Z; die aus dem Satze IV folgenden Werthe 
beilegt, ganz so, als ob das System frei wiire, die folgenden Integrale 
der Bewegungsgleichungen: 


eo "ai («i jar +Y Yi aart a Jar) = const. *) 





ee 2; = const. 


~ 
y 
2 Lo 


m (yi &— & Yi) = const. 
t=1 


Woraus sich nach dem Vorhergehenden der Satz ergiebt: 


I] 





*) Anmerkung. Nimmt man an, dass das Potential W linear sei in Bezug 
auf die Geschwindigkeiten x; y/ z/, und nennt U den von den Geschwindigkeiten 
unabhingigen Theil desselben, so reducirt sich dies Integral auf: 


— U=const. 
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V. Wird ein System materieller Punkte lediglich von solchen Kriiften 
sollicitirt, deren analytische Ausdriicke aus den Formeln (1) hervorgehen, 
wenn man darin fiir W eine blosse Function der gegenseitigen Ent- 
fernungen rx der Punkte des Systems und der ersten Differentialquotien- 
ten 1% dieser Entfernungen nach der Zeit setzt, so gehorcht die Be- 
wegung des Systems, und zwar gleichgiiltig, ob dasselbe frei oder aber 
dem Zwange solcher Bedingungen unterworfen ist, in denen nur jene 
gegenseitigen Entfernungen eine Rolle spielen, stets dem Principe der 
Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes, dem Principe der Er- 
haltung der Flichenriiume und dem Principe der lebendigen Kraft, 


welches die Form: 
ow 
—W+ > a, = const. 


Lassen wir endlich das System sich auf zwei Punkte m, und m, 
reduciren und nennen ¢ ihre Entfernung, so ergeben sich bei Zu- 
grundelegung des Satzes IV fiir die Componenten der zwischen beiden 
Punkten thiitigen Kraft die Werthe: 


annimmt. 


"Oa, at oa, ? °°”? 
in denen W eine blosse Function von r und ¢ ist. Diese Werthe 
stellen sich nach Ausfiihrung der Differentiationen also dar: 


hi A SO. Se 
Ox, Oa, dt Or dr dt da,’ 7 





3 =o or 
Or Om, 








Es ist aber: 
a: ae. 
Ox, O%? O& 
also reduciren sich dieselben*) auf: 
Ww d @W\ or 
X— ~ ae ? r ) 
und wir erhalten somit den Satz: 

VI. Setezt man als Axiom fest, dass die Krafte, welche zwei 
materielle Punkte wiihrend ihrer Bewegung auf einander ausiiben, ein 
Potential besitzen und sowohl dem Principe der Gleichheit von Wirkung 
und Gegenwirkung, als auch der Forderung des Princips der lebendigen 





— 2 or 
pe Ox? 


und zugleich werden die Krifte (I) frei von den Beschleunigungen. Man kann 
also auch solche Potentialgesetze aufstellen, welche die Kriafte als blosse Func- 
tionen der Coordinaten und der Geschwindigkeiten ergeben und trotzdem auf 
Bewegungen fiihren, in welchen das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft 
ganz unverindert giiltig bleibt. 

*) Vgl. C. Neumann a. a. O. p. 27. 
Mathematische Annalen. XIII. 








34 A. Mayer, Potentialkriifte. 


Kraft geniigen miissen, so folgt, dass die beiden Punkte sich in der 
Richiung ihrer Verbindungslinie mit einer Kraft R anziehen oder ab- 
stossen, deren analytischer Ausdruck die Form hat: 


R= ow d ow 


“Or dt Or? 
oder, was dasselbe ist, 
id , OW 


wo W eine blosse Function der Entfernung r beider Punkte und thres 
Differentialquotienten r’ ist. 
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Ueber gewisse in der Theorie der Abel’schen Functionen 
auftretende Ausnahmefiille. 


Von Heinricn Weser in Konigsberg in Pr. 


In dem vorliegenden Aufsatz beabsichtige ich gewisse besondere 
Classen von algebraischen Functionen hervorzuheben, welche beziiglich 
der zugehérigen algebraischen Integrale und Thetafunctionen ausge- 
zeichnete Kigenschaften haben, von denen die speciellsten auf die hyper- 
elliptischen Integrale fiihren. 

Wir definiren nach Riemann eine algebraische Function s von z 
vom Geschlecht p durch eine irreducible algebraische Gleichung zwi- 
schen beiden Variablen 


F(s,2)=0, 
welche die Eigenschaft hat, dass die Verzweigung von s sich durch eine 
(2p-+1)-fach zusammenhingende Riemann’sche Fliche 7' darstellen 
liisst, und diese Fliiche sei durch ein normales Querschnittsystem a,, b, 


in eine einfach zusammenhiingende Fliche 7” zerlegt. 
In die Thetafunction 


+2.” & s a; , hh + 25 h,v; 
9 (04) Py *-» 0») = (4) or ed 
substituiren wir fiir die Moduln a;,, die Periodicititsmoduln der Nor- 
malintegrale erster Gattung an den Querschnitten b; und fiir die Argu- 
mente v,, U),°*, Vp die um Constanten vermehrten Normalintegrale 
erster Gattung selbst: 


4 g g 
J au Shs f au, A. 2's fa, —€p; 
e e : 


worin ¢, € zwei beliebige Punkte in der Fliiche JZ bedeuten, von 
denen der letztere_als verinderlich betrachtet wird. Die so entstan- 
dene I'unction 


. 


7 
(1) a (3 (_f au _ a)) 
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ist eine in 7” stetige Function von €, welche, falls sie nicht identisch 
verschwindet, in p Punkten unendlich klein von der ersten Ordnung 
wird. Diese Nullpunkte »,, y,, --, 4» geniigen der Congruenz 


(2) (€)) Cay °°» Gp) = (i ( faw + fan -- + fw + hi), 


worin das Gréssensystem k, von e, unabhiingig ist, und diese Con- 
gruenz wird fiir gegebene e, nur durch die Punkte y, befriedigt. Ver- 
schwindet aber (1) identisch, so kann die Congruenz (2) ebenfalls be- 
friedigt werden, es bleiben von den Punkten y, aber einer oder einige 
willkiirlich. Ist das Gréssensystem e, so beschaffen, dass # (e,, ¢,, - -, ep) 
verschwindet, so fallt einer der Punkte y,, etwa y,, mit ¢ zusammen, 
und es geniigt den beiden Congruenzen 


. uy 
| Gis Gay? *s = (4(D) fan +), 


1, p—1 


| lis sic oy aaa ( (> faut hs)) 


1, p—1 


(3) 





ein durch eine Gleichung g (s, 2) = 0 verkniipftes, von ¢ unabhiingiges 
Punktsystem y,, y,. Addirt man die beiden Congruenzen (3), so folgt: 


Ny ‘ ny 
re ae 
J du, +> J du)) ; 


worin nun %, 4, ein beliebiges, durch eine Gleichung g = 0 ver- 
kniipftes Punktsystem bedeutet. Die Congruenz (4) dient zur Be- 
stimmung des Groéssensystems k,. (Vergl. meine Schrift iiber die 
»Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3“ § 10 bis 12.) 


Bedeutet nun /,, f,,--, fp ein Gréssensystem von denselben Eigen- 
schaften wie ¢,, €,,--,€p, so ist der Quotient 


a (i ( du, — a) a (i (fam -{- a)) 
o (x ( fin —f)) #(a( fin +f) 


4) (2h, —2hy, ++, —2h,) = (0 , 
(4) (—2k,, —2h,, ++, —2ky) ‘(2 


f—! 


(5) 


eine wie 7’ verzweigte Function von £, die sich als Quotient zweier 
Functionen von @, 9, : , darstellen lisst, und umgekehrt lisst sich der 
Quotient zweier Functionen g durch einen Ausdruck von der Form (5) 








dei 
La 


ge 


od 


















In der Theorie der Abel’schen Functionen auftretende Ausnahmefille, 37 


darstellen, abgesehen von denjenigen besonderen Fillen, in denen eine 
der Thetafunctionen im Zihler oder Nenner von (5) identisch (fiir alle 
Lagen von ¢, §) verschwindet. 
Wir nehmen nun an, dass die Gréssensysteme e, f den Bedingungen 
geniigen: 
(C1) Coy +» Cp) = (—&, —€,++, —ep), 


(hf, fe, : +) fp) = (—f,, —ho, 7. —fp), 


oder, was dasselbe ist, den Congruenzen: 


p 
(645 Cay =*5 &») =(H (Smart 2 dat Pe doat +} apa)) 
=($@,,4@,,--,}@p), 


p 
a . . , , . , , , , 
fis fer +a fe) = (i (sentt+ hriaiat 4 V2dea+- 4% a,1)) 
— , , , 
=($G1, $G2,--,4@p), 
worin die Zahlensysteme uw, v, w’, v’ aus 0 und 1 zusammengesetzt 
angenommen werden kénnen. Mit @,, @, werden zur Abkiirzung 
Systeme zusammengehériger Perioden bezeichnet, und die Zahlencom- 
5 5 ? 
plexe : 
Ul ’ , 
V,Vy+* Y, Vi Ve-- v 
. *2 Pp 1 2 Pp , 
Co), Gea 
By Me Up? M1 U2 - * Up 
heissen die Charakteristiken der halben Periodensysteme 4 @,, } @i, 
welche gerade oder ungerade genannt werden, je nachdem die Summen 
Sv;u;, Xv; u; gerade oder ungerade sind. Jeder Charakteristik (7 
? 5 
entspricht eine Thetafunction, welche eine gerade oder eine ungerade 
Function der Argumente ist, je nachdem die Charakteristik gerade oder 
ungerade ist: 


o {ow} (%, Voy °*) Up) 


ik i i 
tz ZH eM T Aes writ 2 950; 
ag ws 4 PFO, +F4G,,-+) Up +4Dp)- 


Die Anzahl der ungeraden Thetafunctionen ist 2?—'(2?—1), die der 
geraden 2?-1(2?-+-1). Im Allgemeinen verschwinden nur die unge- 
raden Thetafunctionen fiir die Nullwerthe der Argumente, dagegen ver- 
schwinden die ersten Ableitungen der geraden Thetafunctionen fiir die 
Nullwerthe der Argumente, und daraus ergiebt sich, dass, wenn in 
einem besonderen Fall eine Thetafunction mit gerader Charakteristik 
(@) fiir die Nullwerthe der Argumente verschwindet, dann die Function 


(1 fan —4a)) 
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identisch fiir alle Lagen der Punkte ¢, € verschwindet, nach einem 


von Riemann bewiesenen Satz. (Ueber das Verschwinden der Theta-_ 


functionen, Riemann’s Werke p. 198.) 

Kehren wir nun zuriick zu den Quotienten (5), so ergiebt sich 
aus den gemachten Annahmen, dass die Nullpunkte des Zihlers so- 
wohl als des Nenners paarweise zusammenfallen und es entstehen 
Functionen g, welche in p—1 Punkten unendlich klein von der zwei- 
ten Ordnung werden. Die Quadratwurzeln aus diesen Functionen nennen 
wir Abel’sche Functionen im engeren Sinn. Hieraus ergiebt sich: 

Wenn von den 2?” Functionen 


£ bo 
o(i (fau —4 w,)) oder {a} ( ( fau)) 


keine identisch fiir alle Lagen von «, € verschwindet, so existiren 
2”-1(2?—1) Abel’sche Functionen. 

Die Ausnahmefille, die nun hier betrachtet werden sollen, sind 
diejenigen, in denen von den Functionen 


° o(i (fam +4 a) 


eine oder einige identisch verschwinden, und es handelt sich vor allem 
um das Verhalten der Abel’schen Functionen in diesen Fiillen. 


Wir machen gleich die allgemeine Annahme, dass fiir irgend eine 
Zahl m eine Function 


i gi 
6) o(1(2) Jams) 


1,m—1 


identisch (fiir alle ¢,, &, ++, &m—1, &, &,) +, &m—1) verschwinde, da- 
gegen 


i g; 

Pp ’ . 
(7) 9 (i ( > f du + n 3;)) 

1 l,m 2; 
nicht identisch verschwinde, wofiir nach Riemann (iiber das Ver- 
schwinden der Thetafunctionen) die nothwendige und hinreichende 
Bedingung die ist, dass die Function #{@} (v,, v,,--, vp) mit ihren 
simmtlichen Derivirten bis zar m— 1" Ordnung einschliesslich, da- 
gegen nicht mehr simmtliche Derivirte der m'* Ordnung fiir 


(vy, Voy" * Up) _ (0, 0, = 0) 


verschwinden. 


Nach diesen Voraussetzungen werden also, wenn die Punkte ¢;, £ 
beliebig angenommen sind, die beiden Functionen 


ot 








(8) 
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o(i(feu— > > fw _ 4) 
o(s ( du, + s fos +4 w,)) 


als Functionen von € nicht identisch verschwinden, und daher ver- 
schwindet jede von ihnen ausser in ¢ in p—1 Punkten, beide zusam- 
men in 2y—2 Punkten, welche durch eine Gleichung g = 0 ver- 
kniipft sind, 


(8) 








Unter den Nullpunkten der ersten dieser Functionen sind aber 
die Punkte £,, €, ++, &m—1, die tibrigen seien mit mn, %m41, °°» Np—t 
bezeichnet. Ebenso sind unter den Nullpunkten der zweiten Function 
(8) die Punkte ¢,, &, +--+, &m-1 und die tibrigen seien mit 4, Yn+1, 

*, Np-1 bezeichnet. Demnach existirt eine Function g mit den Null- 
punkten 


g , , 
(9) & 5 ay %%y Em—ty Spy Soo e%y Sm—1y my Nm+ty**> Np—1y Nmy Nm+1y **> Np—t- 
Andererseits bestehen nach (2) die Congruenzen: 


($@,, $B, -- oS font Z fonts) 


1,m—1 m,p—l, 
( @,, $Dy,°', 40,)= (> fins S foun), 
m,p—t 


und durch ‘Subtraction dieser beiden er 


(10) (> fuse fin 0)). 


my, pl 


Ks existirt also, wie aus dem Abel’schen Theorem folgt, eine 
rationale Function 6 von s, z, welche unendlich klein in der ersten 
Ordnung wird in den Punkten 


(11) £: b2° * Sm—t Nm * * Np—1) 

unendlich gross in der ersten Ordnung in den Punkten 

(12) ~ & &y 5° Em—1 Ym* * Np-1» 

ausserdem stetig und von Null verschieden bleibt, und zwar ist diese 
Function darstellbar als Quotient zweier Functionen g. Ist nun die 


in den Punkten (9) verschwindende Function, so werden die beiden 
gy -Functionen 
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P 
Fen TOR 
unendlich Klein in der zweiten Ordnung, resp. in den Punkten 
, , 
Bis bore Sm—ty Mma, Mp1 Und &, y+ +, Em—1y Nmy**y Np-ty 


und sind daher die Quadrate von Abel’schen Functionen. Diese 
Abel’schen Functionen geniigen der Bedingung 


(13) VP P2 = @- 


Wihlen wir die Punkte €,, §,--, &—1 anders, so erhalten wir beliebig 
viele Abel’sche Functionen dieser Art, /p,, /p,, Vp, -°-, welche 


die EKigenschaft haben, dass das Product von je zweien derselben ratio- ° 


nal und zwar gleich einer Function @ ist. Von den Nullpunkten einer 
solehen Abel’schen Function kénnen m—1, aber nicht mehr, beliebig 
gewahlt werden. 


Setzen wir nun, indem wir unter a,, a, - + unbestimmte Con- 
stanten verstehen: 


Ve =4,V9,+4,V9,+--°, 


so ist, da das Product zweien der Functionen /g,, VQ,., 


--+ rational 
ist, m eine m-Function, welche der Bedingung geniigt: 


VPP =P3 MP=F, 
woraus sich ergiebt, dass, da die Nullpunkte von »’ paarweise zu- 
sammenfallen, /g’ eine Abel’sche Function ist. 

Aus der Willkiirlichkeit von m— 1 Nullpunkten der Functionen 
V1» V G2, ~~ schliessen wir, dass es mindestens m linear unabhiingige 
Functionen dieser Art giebt, und da nicht mehr als m— 1 Nullpunkte 
beliebig sind, so folgt, dass auch nicht mehr als m dieser Functionen 
linear unabhiingig sein kénnen. Hieraus ergiebt sich, dass das ganze 
System Abel’scher Functionen, welches zur Charakteristik (@) gehért, 
linear darstellbar ist durch m specielle Functionen dieser Art, also in 
der Form: = ae “A 

a V + a, V 92 +--+ Gn)V Pm, 
worin @, 4, -*, @m Willkiirliche Constanten sind. 

Die hier bewiesenen Siitze lassen sich nun in folgender Weise 
umkehren. Nehmen wir an, es existire ein System von m linear un- 
abhiingigen Abel’schen Functionen /g,, /@., -*, Vm, Welches die 


Kigenschaft hat, dass jede lineare Verbindung derselben mit beliebigen 
constanten Coefficienten 


(14) VE =4V OA VG. + >> + OnV On 
wieder eine Abel’sche Function ist, so ergiebt sich zuniichst aus der 
Willkiirlichkeit der Coefficienten a, dass das Product je zweier dieser 
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Functionen /gigx eine g-Function ist; also gilt das Gleiche von dem 
Product zweier beliebiger Functionen (14), /g’g”, welche sich durch 
die Werthe der Constanten a@ von einander unterscheiden. Daher ist 
auch das Verhiltniss zweier solcher Functionen /g’ :/” eine ratio- 
3 nale Function von s und 2, welche in je p—1 Punkten 7,, 9,,--, tp—41, 
resp. %;, N%2) **, Mp1 unendlich klein und unendlich gross von der 
ersten Ordnung wird; und von diesen Punkten kénnen je m— 1 be- 
liebig gewahlt werden. 

; Lassen wir nun in der Congruenz (4) das Punktsystem 9, 9, 
' zusammenfallen mit dem doppelt gezihlten Punktsystem y,, in welchem 
eine Function /g  unendlich klein wird, so ergiebt sich, dass sich ein 
System zusammengehoriger halber Perioden bestimmen lassen muss 
von der Art, dass die Congruenz 


i Ni 
p ~~) . 
C; Wi, 5 B., a 4 Dp) i (i (> f dus + I1)) 
1,p—l 


durch ein Punktsystem 9; befriedigt werden kann, von welchem m— 1 
Punkte beliebig angenommen werden kénnen; und dies ist gleichbe- 
deutend damit, dass die Congruenz 


(FE fim + sm)) = (1 fim +m) 


fiir beliebige Lagen der 2m—2 Punkte ¢;, & befriedigt werden kann, 
oder dass die Function 


i g; 
o(i (> ifaw +4 3) 


identisch, fiir alle Lagen von ¢,, €:, verschwindet. 
Das hierdurch Bewiesene fassen wir folgendermassen zusammen: 


Wenn die Function 
7 
fam +4 a1) 
ly 


0(i( 


identisch fiir alle &, § verschwindet, dagegen 
4 


vat 


a (i (> J des +4 a1)) 


es ee 
’ &; 


1,m— 


nicht identisch fiir alle ¢;, & verschwindet, oder, was dasselbe ist, wenn 
fiir die Argumentwerthe (4 @,,4@,, ++, 4p) die Function & mit thren 
stimmtlichen Derivirten bis zur m—1'" Ordnung einschliesslich, aber 
nicht stimmtlichen Derivirten der mt" Ordnung verschwindet, so ent- 
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spricht der Charakteristik (@) ein ganzes System Abel’scher Functionen, 
welche linear und homogen mit willkiirlichen constanten Coefficienten aus 
m solchen Functionen zusammengesetzt sind. 

Und umgekehrt. 

Wenn ein System von Abel’schen Functionen existirt, welches linear 
und homogen mit willkiirlichen constanten Coefficienten aus m linear un- 
abhiingigen Abel’schen Functionen zusammensetzbar ist, so lésst sich 
eine Charakteristik (@) bestimmen von der Eigenschaft, dass die Function 
® sammt allen ihren Derivirten bis zur Ordnung m— 1 einschliesslich 
verschwindet fiir die Argumentwerthe (4 @,, 4@,, --, 4p). 

Wir kénnen noch beifiigen, dass, je nachdem m gerade oder un- 
gerade ist, die Charakteristik (@) gleichfalls gerade oder ungerade sein 
wird, denn fiir ein gerades (@) verschwinden die Derivirten ungerader 
Ordnung der Function # {@} (v,, v,,-+, vp) alle von selbst fiir die 
Nullwerthe der Argumente, und fiir ein ungerades (@) gilt dasselbe 
von den Derivirten gerader Ordnung. 

Wir machen von diesem Satze eine Anwendung auf die hyper- 
elliptischen Functionen. Fiir diese sind die Integrale erster Gattung 
darstellbar in der Form: 


| <i — 
- V(z— ce) (2— ae) “++ (3— G5 49) 

Die Functionen sind ganze rationale Functionen der Veriinder- 
lichen z, welche den p—1' Grad nicht iibersteigen. Die zu Grunde 
liegende Riemann’sche Fliche ist eine zweibliittrige mit den Ver- 
zweigungspunkten @,, a, --, @)42 und die Nullpunkte der Functionen 
p fallen paarweise in iiber einander liegende Punkte der beiden Bliitter. 
Es fallen daher dann und nur dann zwei Nullpunkte einer solchen 
Function zusammen, wenn dieselben in einen Verzweigungspunkt 
riicken, oder wenn die betreffende Function gm einen quadratischen 
Factor hat. Bezeichnen wir daher mit #,, B,,--, 8B, irgend eine Com- 
bination von q verschiedenen der Verzweigungspunkte «,, @,--, @2p+2, 
so ergeben sich folgende Classen von Abel’schen Functionen, von 
denen nur die erste Classe nicht Systeme bildet, sondern einzelne be- 
stimmte Functionen liefert. 





Abel’sche Funetionen: Anzahl der Systeme: 
1) Vie Bi) @—B,) Bp), we es ge 
2) V@—B) @— By CBr) (ay + ays), PES PPT SP te | 
3) V2—B)--@—Br-s) (@+aye+ane), PtP Pose ts 


etc. etc. 
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wenn die @), a,, a, -- willkiirliche Constanten sind. Diese Reihe setzt 
sich soweit fort, bis die Wurzelgrésse entweder ganz wegfiallt (bei un- 
geradem p) oder nur noch einen Factor enthilt (bei geradem p). In 
ersterem Falle wird die letzte Classe von Abel’schen Functionen aus 
—1 


den ganzen rationalen Functionen vom Grade 2 ; 


Classe enthilt nur ein System. 





gebildet und diese 


Aus der Anzahl der unbestimmten Constanten, von welchen diese 
Systeme abhiingen, ergiebt sich nun folgender Satz fiir die hyper- 
elliptischen Functionen vom Geschlecht p. 

ar p+4-. 5:-2p+2 ee 
Es existiren potter 2 ft - ungerade Thetafunctionen, deren 
erste Derivirten nicht stimmtlich 
p+S-p-+t--2p+2 
1-2--p—3 
aber nicht mit stimmtlichen Derivirten zweiter Ordnung, 
) 8--2p 2 nv . ; woe 
f + ee ungerade Thetafunctionen, welche mit thren ersten, 
nicht aber mit stimmtlichen dritten Derivirten , 
p+10--2p+2 
1-2--p—T7 
nicht aber mit stimmtlichen vierten Derivirten etc. ete. 
fiir die Nullwerthe der Argumente verschwinden. 





gerade Thetafunctionen, welche zwar selbst, 


gerade Thetafunctionen , welche mit ihren zweiten, 


Da die Anzahl simmtlicher Charakteristiken 2?” ist, so bleiben 


gop _ P+ p+5--2p+2 p+6-p+7--2p+2 | __ p+2-p+3--2p+i 
= 1-2--p—1 1-2--p—3 1-2-3--p 











Thetafunetionen iibrig, welchen keine Abel’schen Functionen ~ ent- 
sprechen, und diese miissen gerade Thetafunctionen sein, welche fiir 
die Nullwerthe der Argumente nicht verschwinden. 


Die Anzahl und Beschaffenheit der vorhandenen Systeme von un- 
endlich vielen Abel’schen Functionen begriindet eine Reihe von Aus- 
nahmefillen, von denen die hyperelliptischen Functionen die speciellste 
Classe bilden. Um wenigstens fiir die ersten Werthe von p diese 
Unterscheidung durehzufiihren, ist zuniichst erforderlich, auf die zwi- 
schen den Functionen @ bestehenden Relationen einzugehen. 

Es sei @;, @2, °°, Mp ein System von linear unabhingigen - 
Functionen, und man bilde aus diesen ganze homogene Functionen 
aweiten Grades: 


FCP, Por +> Pv)» Fy (Pry Par > Pv)» Fo(Pr, P21 +» Pr) ++ * 
Die Quotienten je zweier solcher Functionen F: Fy, F',: Fy, -- 
sind rationale Functionen von s und z, welche in 4p—4 Punkten der 
Hliiche Z’ unendlich gross von der ersten Ordnung werden, und zwar, 
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wenn der Nenner F, derselbe ist, alle in denselben Punkten. Daraus 
felgt nach einem Riemann’schen Satze tiber die Anzahl der Con- 
stanten in den wie 7’ verzweigten Functionen, dass alle diese Functio- 
nen durch 3p —4 von ihnen linear ausdriickbar sind, oder dass zwischen 
3p—2 der Functionen F eine lineare homogene Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten besteht. Wihlt man fiir die Functionen JF’ die 


P ert Quadrate und Producte g,?, 9,9,,---, so folgt hieraus, dass 


zwischen den linear unabhingigen Functionen 9,, p,, ++, Pp 


Pett ait 3p+3— o-Ps 
homogene Gleichungen zweiten Grades bestehen miissen, Diese Zahl 
aber giebt nur eine untere Grenze. In besonderen Fallen kinnen mehr 
solcher Gleichungen bestehen. 

Im Falle p = 3 ist diese Zahl Null, und es besteht im Allgemei- 
nen zwischen den drei Functionen eine Relation vierten Grades, 
welche zur Definition der betreffenden Classe algebraischer Functionen 
dienen kann, wenn man die zwei Verhiltnisse der Functionen 9,, 9,, 9; 
als Veriinderliche einfiibrt. 

Im Falle p= 4 besteht zwischen den vier Functionen @ nur eine 
Relation zweiten Grades und es ergiebt sich ausserdem auf dem glei- 
chen Wege eine homogene Gleichung dritten Grades zwischen diesen 
Gréssen. Diese beiden Gleichungen bestimmen wieder vollstiindig eine 
Classe algebraischer Functionen vom Geschlecht 4. 

Im Falle p = 5 ist die Zahl der homogenen Gleichungen zweiten 
Grades 3, und diese reichen im Allgemeinen aus, um die lunctionen- 
classe zu definiren. Wir werden diese bemerkenswerthe Thatsache da- 
durch beweisen, dass wir zeigen, wie umgekehrt aus drei allgemeinen 
homogenen Gleichungen zweiten Grades durch Elimination zweier Va- 
riabeln eine Gleichung entsteht, die zum Geschlecht 5 gehért. Es 
seien also die drei homogenen Gleichungen zweiten Grades gegeben: 





®, (%,, Lo, Ly, Ly, XZ) = O, 

®, (21, %, Ly, Ly, Xz) =O, 

®, (*,, XX, Uy, 25) = 0, 
die wir als allgemein voraussetzen. Statt der Variabeln a; fiihren wir 
die neuen Variabeln p,q, x,y, 2 ein mittelst der linearen Substitution 

a= mp + ng + aw + by + Gz, 

von der wir voraussetzen, dass die Substitutionscoefficienten m,;, 2; 
den Bedingungen geniigen: 


®, (m) = 0, ,(m) = 0, ®,(m) = 0, 
®, (m) =0, ,(n) = 0, ®,(n) = 0, 
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dann lassen sich die transformirten Gleichungen in die Form setzen: 


pa=f, pi t+am=h, pPa+dm=h, 
worin f, f,, /, homogene Functionen zweiten, §,, &, 1,, y. homogene 
Functionen ersten Grades von x, y, 2 sind. Die Elimination von p, q 
ergiebt die homogene Gleichung sechsten Grades zwischen x, y, 2 
f (§1%— 82m)? + (fh & —f 8) (im —hm) = 9. 

Um das Geschlecht dieser Gleichung zu ermitteln, haben wir noch 
die Anzahl der Doppelpunkte der durch dieselbe dargestellten Curve 
festzustellen. Da unsere quadratischen Gleichungen allgemein sein 
sollten, so ist ein Doppelpunkt nur dann vorhanden, wenn einem Werth- 


system von x, y, 2 zwei Werthsysteme von p, q entaprechen , und dies 
findet dann und nur dann statt, wenn 


E12. — & ™ = 0 
fhe —hi=9 fim—hn=9%. 


Die beiden letzten Gleichungen stellen zwei Curven dritten Grades 
dar, welche sich in 9 Punkten schneiden. Von diesen sind aber vier 
die Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte /, = 0, f, = 0; in den finf 
andern ist &,, — § 9,0. Die Anzahl der Doppelpunkte ist also 5 
und das Geschlecht der betrachteten Functionenclasse ist ebenfalls 5. 

Ist p grésser als 5, so iibersteigt die Zahl der quadratischen Glei- 
chungen zwischen den Functionen gm die Anzahl der aus denselben zu 
bestimmenden Functionen und diese Gleichungen kénnen daher nicht 
mehr im allgemeinsten Sinne von einander unabhingig sein. Gleich- 
wohl besteht keine lineare Abhiingigkeit zwischen denselben, und nur 
in ihrer Gesammtheit kénnen sie ausreichend sein, eine Classe alge- 
braischer Functionen zu definiren. Die Gleichungeu miissen in der 
Weise zusammen bestehen, dass noch mindestens zwei der Variablen 
1» Poy **) Pp unbeschriinkt veriinderlich bleiben; die tibrigen kénnen 
durch diese quadratischen Gleichungen als algebraische Functionen 
dieser beiden unabhiingigen bestimmt sein. 

Diese Darstellung der algebraischen Functionen durch die Gesammt- 
heit der Relationen zwischen den Functionen  bietet den Vortheil, 
dass es méglich ist, die Anzahl der unbestimmten Constanten, von 
denen die Functionenclasse abhiingt, durch lineare Transformation auf 
eine mdglichst kleine zu reduciren, und dass also die, Frage nach den 
Moduln der Classe der gewodhnlichen Invariantentheorie zugiinglich 
wird. Fiir den Fall py = 5 ergiebt sich hiernach folgende Aufgabe: 

Man substituire fitr x; neue Variable x; durch eine lineare Sub- 
stitution. Es soll tiber die Substitutionscoefficienten und ausserdem 
iiber die Coefficienten «,” so verfiigt werden, dass in den} transfor- 
mirten Functionen: 


und zugleich 
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o/ = alo, + alo, + al, , 
(15) ,' = ay), + af >, + as” o;, 
o, = a, + ay %; + a” %, 


eine miglichst grosse Anzahl von Coefficienten vorgeschriebene Werthe 


haben. Bezeichnen wir mit s,, s,, s, unbestimmte Coefficienten, und 
setzen : 


Q) 6’ () () / 
$= GS, + 8, -+ aS, , 
(2) (2) (2) 9” 
(16) S, = a, S, + a, 8, + @,°S,, 
—_ (8) () ¥ 
$,—= a, 8, + a, 8, -+ a S,, 
so kénnen wir diese drei Gleichungen (15) in die eine zusammenfassen: 
(17) s, 0,’ + 8,9, + 8,0, = 5,9, + 5,0, + 8,95, 
und fiir die Méglichkeit dieser Transformation ergiebt sich, wenn wir, 
was frei steht, die Substitutionsdeterminante = 1 annehmen, und wenn 


wir mit A,,»,,»,, A),,»,», die simultanen Invarianten der drei Functio- 
nen ®,, ®,, ®,, resp. ®,, ,, ®,° bezeichnen, die Bedingung: 


y y — ty oy, Os , 
(18) > st sy 8 A, = > s," 8,5," A 


M%5Par%s ? 


%, M% V3 % M2 Vs 


worin sich die Summen auf alle solche Zahlen v,, »,, v, zu erstrecken 
haben, deren Summe = 5 ist. Es muss also die linke Seite von (18) 
durch die Substitution (16) in die rechte Seite transformirt werden, 
und man kann daher die absoluten Invarianten der terniiren Form 
fiinften Grades (18), deren es zwélf von einander unabhiingige giebt, 
als die Classenmoduln betrachten. 


Kehren wir nun zu den oben besprochenen Ausnahmefillen zuriick 
und untersuchen zuniichst den Fall p= 3. Wenn in diesem Falle 
ein System von unendlich vielen Abel’schen Functionen existirt, oder 
wenn eine gerade Thetafunction fiir die Nullwerthe der Argumente 
verschwindet, so besteht zwischen den drei Functionen »,, ,, ps eine 
Gleichung zweiten Grades, welcher die Form gegeben werden kann: 

—— M1 __ wy. 
Pi%3 = 2" oder — —s 
Da nun die Function »,:g, nicht in mehr als vier Punkten unend- 
lich gross und unendlich klein werden kann, so kann g,: , nur in 
zwei Punkten unendlich gross und unendlich klein werden, und durch 
die Substitution 2, = g,:, wird die Riemann’sche Fliiche auf eine 
zweiblittrige abgebildet. Im Kalle p = 3 geniigt also das Verschwinden 
einer geraden Thetafunction fiir die Nullwerthe der Argumente, um 
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die Functionenclasse zu einer hyperelliptischen zu machen, und umge- 
kehrt verschwindet auch bei den hyperelliptischen Functionen nur eine 
gerade Thetafunction fiir die Nullwerthe der Argumente. 

Im Falle p=4 bestehen im Allgemeinen eine homogene Gleichung 
zweiten und dritten Grades zwischen den vier Functionen ,, 92, 93, M4. 
Wenn ein System von unendlich vielen Abel’schen Functionen existi- 
ren soll, so muss zwischen drei Functionen g eine quadratische Glei- 
chung bestehen, y,p,; = g,”, und es verschwindet eine gerade Theta- 
function fiir die Nullwerthe der Argumente. Die Gleichungen zweiten 
und dritten Grades repriisentiren dann geometrisch eine Raumcurve 
sechster Ordnung, welche der Durchschnitt einer Fliche dritter Ord- 
nung mit einem Kegel zweiter Ordnung ist, die auf eine ebene Curve 
fiinfter Ordnung mit zwei zusammenfallenden Doppelpunkten projicirt 
werden kann. Das System von unendlich vielen A bel’schen Functio- 
nen entspricht den Tangentialebenen des Kegels. 

Wenn nun noch ein weiteres System von unendlich vielen A bel’- 
schen Functionen existirt, so besteht ausser der Gleichung 


— 2 
(19) Pi Ps = Pr 
zwischen den vier Functionen g noch eine weitere Gleichung zweiten 
Grades, welche in einer der beiden Formen: 


(20) Ps = (Gy, Po» Ys) 5 
(21) Ps (41,9 + 42 QP. + 43 Ps) = FG, Pr» Hs); 
worin F’ homogene Functionen zweiten Grades bedeuten, enthalten 
sein muss. 
Es seien die Nullpunkte von g,: a, @,, @5, G1, G, G3, 
n n n 93? By, Bo, Bs, By, Bo, Bs, 
n n n Poi Gy, Gy, &, B,, B,, Bs. 
Im Falle (20) ergiebt sich fiir die drei Punkte a@,, a, a, in 
welchen g,, @. verschwindet, eine Gleichung von der Form: 
(Pi — 495) Pr +493) = 9, 
woraus hervorgeht, dass einer der beiden Factoren, etwa go, + Ag, 
in zweien der Punkte a, etwa in «@,, a, verschwindet. Ebenso folgt, 


dass sich ein Factor w derart bestimmen lisst, dass pm, + ug, in den 
Punkten £,, B, verschwindet, und daraus folgt, dass die Function 


e+ ug +1Q3 


in nur zwei Punkten unendlich gross und unendlich klein wird. 
Wenn ein Punkt « mit einem Punkte 6 zusammenfillt, so ist 


— / 
1 —1 
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eine Function, die nur in zwei Punkten unendlich gross und unend- 
lich klein wird, und wenn wir diesen Fall ausschliessen, so ergiebt 
sich leicht, dass in (21) nicht die beiden Constanten a,, a, verschwin- 
den kénnen, da zwischen g,, 9., 93, 9, keine lineare Gleichung be- 


steht, Ist also etwa a, von Null verschieden, so ergiebt sich aus (21) 
fiir die Punkte a@,, a, a, 


P; (9, +49;) = 9, 
so dass m,-+ Ag, in diesen Punkten verschwinden muss. Daher lisst 
sich in dem Quotienten 
PF APs + ums 
P2 

# so bestimmen, dass auch diese Function nur in zwei Punkten Null 
und unendlich wird. Daraus ergiebt sich, dass alle diese Fille auf 
hyperelliptische Functionen fiihren. Wenn also bei p = 4 zwei gerade 
Thetafunctionen fiir die Nullwerthe der Argumente verschwinden, so 
gehért die Functionenclasse zu den hyperelliptischen und es folgt das 
Verschwinden von 8 weiteren geraden Thetafunctionen. 


Kénigsberg, im September 1877, 
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Bemerkungen zur Geometrie auf den Linienflichen vierter 
Ordnung. 


Von Axret Harnack in Dresden. 


(Ergiinzung zu dem Aufsatze: Annalen, Bd. XII, pag. 47.) 


In dem Secantensysteme eimer Raumcurve 4. Ordnung 1. Species 
befinden sich drei Linienflichen 4, Ordnung. Dieselben sind die Durch- 
schnitte des Secantensystemes mit den drei linearen Congruenzen, 
welche durch je zwei Gegenseiten des der Raumcurve zugehdérigen 
Polartetraeders bestimmt werden. Aus den Parameterwerthen der Curve 
lisst sich direct auch fiir die Erzeugenden der Fliche eine Darstellung 
gewinnen, die zugleich eine kanonische Form fiir das allgemeine Pro- 
blem liefert,: die Geometrie dieser Flichen auf Grund der doppelt 
periodischen Functionen zu studiren. 

Bezeichnet man die Perioden der Raumcurve mit 2 und z’, so 
kann die untere Grenze des elliptischen Integrales so normirt werden, 
dass die Secanten jeder der drei Flichen Curvenpunkte verbinden, 


deren Argumente beziiglich w und u + T w und w+ ; » w und 


ut =e sind. Wird mithin solch einer Secante das Argument u 


ac x ete 
2 


beigelegt, so folgt, dass >, =, - bereits Periodenwerthe fiir die 
Fliche sind. Ihr Integral steht demnach zu dem urspriinglichen in 
einer Beziehung, wie sie durch quadratische Transformation des 
elliptischen Integrales vermittelt wird. Die Verbindungslinie von u« 
und w+ = wird in den Punkten, in welchen sie die Seiten des Po- 
lartetraeders trifft, von den Verbindungen: — uw und — u + = » sowie 
—u-+ * und — 4+ a getroffen. 

Sehen wir nunmehr von der Raumcurve véllig ab und nennen p 
und p’ die Perioden der Fliiche, so haben wir das Resultat abgeleitet: 
Die Parameterdarstellung auf der Linienfliche 4. Ordnung kann so 
normirt werden, dass je zwei Erzeugende, welche sich auf der eimen 
Doppelgeraden schneiden, die Werthe u und — u, dagegen zwei, welche 


Mathematische Annalen, XIII. 4 
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sich auf der anderen treffen, die Werthe “u und —u oe a erhalten. 


Bei dieser Festsetzung wird allerdings ein Periodenwerth ausgezeich- 
net. Aus dieser Darstellung erkennt man, dass sich die Erzeugenden 
der Fliche zu windschiefen Vierseiten anordnen lassen, von denen jedes 
zusammen mit den beiden Doppelgeraden die Kanten eines Tetraeders 


constituirt. Die Linien wu, — wu, wu + a —u+ £ bilden solch ein 
Quadrupel. 

Durch drei beliebige Erzeugende der Linienfliiche kann ein Hyper- 
boloid (Fliche 2. Ord.) hindurchgelegt werden. Dasselbe hat mit der 


Flaiche noch eine vierte Erzeugende derselben Schaar gemein, deren 
Argument nach dem Abel’schen Theoreme bestimmbar ist. Da nun 


bei unserer Normirung die vier Linien u, — u; u, —u+ g ein in 
ein Ebenenpaar zerfallenes Hyperboloid liefern, so ist die constante 
Summe von vier auf einem Hyperboloid befindlichen Geraden gleich 
.*) Jede Erzeugende lisst noch emen Biischel von Hyperboloiden zu, 
welche die Fliche lings derselben tangiren; in diesem Biischel befin- 
den sich vier, welche noch ein zweites mal lings einer Geraden be- 
riihren. Die auf diese Weise der Linie «u zugeordneten 2 ergeben 
sich aus der Gleichung: 2u + 2x = 0 (mod. p und p’). In dem Biischel 
ist eine osculirende Fliche vorhanden; sie schneidet noch in der Ge- 


raden — 3u + , ein. 


Insbesondere giebt es 16 hyperbolische Erzeugende, d. h. solche, 
in denen der Schnitt des osculirenden Hyperboloides we zahlt. 


Die Argumente derselben geniigen der Gleichung: 4u = f, sie lassen 
sich demzufolge zu vier windschiefen Vierseiten anordnen. Endlich 
verlaufen auf der Flache acht singuldre Erzeugende. Die Argumente 
derselben sind: 
£,£, 21% .2, 8,2 Sp) P 
0, 9? 9°? 2 ae +2, or 
Die erste Gruppe von vier Linien bestimmt vier Cuspidalpunkte 
auf der einen Doppelgeraden, die zweite vier auf der anderen. Jede 
Linie wird aber von eimer anderen geschnitten und es entstehen 
auf diese Weise auf jeder Doppelgeraden noch zwei ausgezeichnete 


*) Durch vier Erzeugende, deren Argumentensumme gleich £ ist, lisst sich 


ein Biindel von go? linearen Complexen hindurchlegen, wahrend durch vier be- 
liebige Erzeugende der Biischel von linearen Complexen bestimmt wird, von 
denen jeder nicht nur die ganze Linienfliiche, sondern auch die Congruenz der 
beiden Doppelgeraden enthilt. 
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Punkte.*) Diese beiden liegen auf jeder Doppellinie harmonisch zu 


dem Punktepaare, welches durch die Erzeugenden u und u + £ und 






zugleich durch die Erzeugenden — u und — u + £ ausgeschnitten 


wird. Denn es_ist ersichtlich, dass durch solche Zuordnung involu- 
torische Punktepaare erhalten werden, und dass Doppeleiemente dieser 


Involution entstehen, wenn w von u +2 > geschnitten wird, d. h. wenn 







entweder — u =u +4 < oder — u +? LS=u +% < ist. Diese Glei- 


chungen bestimmen es die oben pe TE roe: Die beiden 
involutorischen Punktreihen sind durch die Erzeugenden eindeutig auf 
einander bezogen, d. h. jedem Punktepaare auf dem einen Trager ent- 
spricht ein Paar auf dem anderen. Ihre Beziehung ist festgelegt, 


wenn zwei Geradenpaare: wu und u +2 » v und v 2 ? und eine dritte 
Linie w gegeben ist. Alsdann lege man durch u, v, w, sowie durch 


wu + f , 0+ 4 2 | w Hyperboloide; dieselben schneiden sich lings der 

























Geraden: —u —v —w+2 33 desgleichen die Hyperboloide durch 











u+2, v, w und u, 0+, w lings der Geraden — u —v — w. 





Vermittelst dieser beiden kann auch die Gerade w + © erhalten wer- 








den. Mit Zuhilfenahme der Linien — u ty — +? > ete., die mit der 


Zuordnung gegeben sind, werden beliebig viele ‘eens durch 
fortgesetzten gleichartigen Process gewonnen. Durch diese Bemerkungen 
ist also ein Verfahren angegeben, welches zur Construction der Linien- 
[lichen 4. Ordnung aus zwei involutorischen Punktrethen auf verschie- 
denen Triigern dient. Liegen die beiden Trager in der namlichen 
Ebene, so erhilt man eine Construction der ebenen Curve 4. Classe 
mit zwei Doppeltangenten. 
































Diese Betrachtungen modificiren sich fiir den Grenzfall, dass die 
beiden Doppelgeraden unendlich nahe zu einander riicken. Alsdann 




















: gehen von einem Punkte der Doppelgeraden im Allgemeinen zwei Er- 
’ zeugende aus, die mit der Doppelgeraden in einer Ebene liegen. 
“ Legt man denselben die Argumente w und — u bei, so erkennt man, 
' dass es noch vier singulire Erzeugende giebt, deren Argumente: 
‘ 0, £ . cs ,2 et? sind. Bei der nunmehr getroffenen Festsetzung ist 










die constante ‘Sines von vier Erzeugenden, welche der namlichen 





*) Dieselben sind die Ecken des Polartetraeders der oben erwihnten Raum- 
curve 4, Ordnung; es giebt einfach unendlich viele solche Curven auf der Fliche. 


4* 
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Schaar eines lings der Doppelgeraden beriihrenden Hyperboloides an- 
gehéren, gleich 0. Die hyperbolischen Erzeugenden bestimmen sich 
aus der Gleichung 4u = 0 und vier derselben fallen demnach mit den 
singuliren zusammen. Eine der vorigen analoge Erzeugungsweise ver- 
mittelst fortgesetzter Construction von Hyperboloiden kann auch in 
diesem Falle gewonnen werden. 

Die vorstehenden Bemerkungen, welche durch Variation der Con- 
stanten ftir die allgemeine Darstellung zwei-zweideutig auf einander 
bezogener Punktreihen erweitert werden kénnen, sollen meine Unter- 
suchungen iiber die Behandlungsweise der einfachsten Gebilde einer 
Dimension mit Hilfe doppelt periodischer Functionen zum Abschlusse 
bringen. Nur als Erginzungen des oben erwiihnten Aufsatzes, dem sie 
sich leicht einordnen, méchte ich dieselben betrachtet wissen. 


Dresden, October 1877. 
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Die Kriterien des Maximums und Minimums der einfachen 
Integrale in den isoperimetrischen Problemen*). 


Von A. Mayer in Leipzig. 


Nach der in den Lehrbiichern angenommenen Theorie ist das iso- 
perimetrische Problem, den relativ gréssten oder kleinsten Werth des 
gegebenen Integrales 


_ Vm fiom -- yay’ ye) dex 


zu finden, wenn nur solche Functionen y, ---Yy, in Betracht gezogen 
werden sollen, fiir welche eine Reihe anderer gegebener Integrale 


Vy = fhe (om +++ yay’ =+- yeaa, %=1,2,---m, 
Zo 


vorgeschriebene Werthe behalten, vollkommen identisch mit der Auf- 
gabe, das Integral 


JP A fet bafy tot df) de 


zu einem absoluten Maximum oder Minimum zu machen, wobei 4,, 
4,,+-+ Am unbestimmte Constanten bedeuten, die hinterher so bestimmt 
werden, dass die Integrale V, die gegebenen Werthe annehmen. Dies 
ist nun allerdings vollkommen richtig, solange es sich lediglich um die 
Lésung des Problems, d. h. um die Bestimmung der unbekannten 
Functionen y handelt. Wire dagegen auch die Frage, ob und inner- 
halb welcher Grenzen die gefundenen Functionen y ein wirkliches 
Maximum oder Minimum erzeugen, in beiden Problemen auf dieselbe 
Art zu beantworten, so wiirde sich beispielsweise ergeben, dass der 
Schwerpunkt eines homogenen, an beiden Enden aufgehangenen Fadens 
durchaus nicht bei jeder Lage seiner Endpunkte immer die tiefstmég- 
liche Lage einnimmt, was offenbar absurd ist. Es ist daher klar, dass 


*) Aus den Ber. der Kgl. Sachs, Ges. d. Wiss. Juli 1877. 


54 A. Maver. 


die Kriterien des Maximums und Minimums in beiden Problemen un- 
mdglich dieselben sein kénnen. Dies hat fiir den Fall einer einzigen 
unbekannten Function y, von der aber beliebig hohe Differentialquo- 
tienten in den Integralen auftreten kénnen, schon 1869 der, leider 
noch in demselben Jahre verstorbene Schwedische Mathematiker Lund- 
strém in der Abhandlung: ,,Distinction des maxima et des minima 
dans un probléme isopérimétrique“, Nova acta reg. soc. sc. Upsaliensis 
Ser. 3, Vol. VII, hervorgehoben und darin zugleich die richtigen Kri- 
terien des Maximums und Minimums fiir die isoperimetrischen Probleme 
aufgestellt. 

Allein abgesehen davon, dass in Folge ungenauen Ausdrucks und 
zum Theil auch nicht ganz richtiger Formeln seine Schliisse nur schwer 
verstandlich sind, diirfte es wohl tiberhaupt auf dem Lundstrém’schen 
Wege unmdglich sein, nachzuweisen, dass die als nothwendig erkannten 
Kriterien zugleich auch hinreichend sind. Meiner Meinung nach kann 
uiimlich dieser letzte, schwierigste Punkt nur dadureh entschieden 
werden, dass man nach dem Vorgange von Jacobi und Clebsch die 
zweite Variation des betreffenden Integrales auf ihre einfachste Form 
bringt, und gerade solche von der Integration von Differentialgleichungen 
abhingige Transformation vermeidet Lundstrém absichtlich als zu 
complicirt. 

Nun habe ich aber in meiner Habilitationsschrift*) aus der Clebsch’- 
schen Reduction der zweiten Variation die Kriterien des Maximums und 
Minimums fiir dasjenige allgemeine Problem entwickelt, in welchem, 
wie Lagrange*™*) und Clebsch***) gezeigt haben, alle Aufgaben der 
Variationsrechnung, in denen nur eine einzige unabhiingige Variable 
auftritt, enthalten sind. In diesen allgemeinen Kriterien des Maximums 
und Minimums miissen daher nothwendig auch die besonderen Kriterien 
der isoperimetrischen Probleme stecken. Der Wunsch, die letzteren 
durch Ableitung aus jenen strenger zu begriinden und damit zugleich 
an dem wichtigsten Beispiele die Anwendbarkeit meiner allgemeinen 
Kriterien auf die verschiedenen speciellen Gattungen von Problemen 
der Variationsrechnung darzuthun, war die Veranlassung zu der vor- 
liegenden Note. Unter Hinweis auf den Aufsatz: ,,Ueber die Kriterien 
des Maximums und Minimums der einfachen Integrale‘‘, Borchardt’s 
J. 69, der, in theilweise veriinderter Darstellung, die Untersuchungen 


meiner Habilitationsschrift reproducirt, setze ich diese Ableitung in § 1. 
auseinander. 





*) Beitriige zur Theorie der Maxima und Minima der einfachen Integrale. 
Leipzig 1866. 


**, Legons sur le calcul des fonctions, Ausgabe von 1806 p. 466 und 469. 
***) Borchardt’s J. 55, p. 336. 
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In den isoperimetrischen Problemen tritt ferner ein sehr bemer- 
kenswerthes Reciprocitiitsgesetz zu Tage, nach welchem jedem isoperi- 
metrischen Probleme mit m isoperimetrischen Bedingungen m andere 
isoperimetrische Probleme in der Weise aquivalent sind, dass nicht nur 
die Lésung, sondern auch die Grenzen, innerhalb deren die Lésung 
ein wirkliches Maximum oder Minimum hervorruft, allen m+ 1 Pro- 
blemen gemeinschaftlich angehéren. Dieses Reciprocititsgesetz ist 
lediglich eine Folge der Euler’schen Regel zur Lésung der isoperi- 
metrischen Probleme und der Form, in welcher bei diesen Problemen 
die zweite Variation sich vor jeder Reduction darbietét. Die Ableitung 
des Reciprocitiitsgesetzes aus den Kriterien des § 1. wird daher als 
eine willkommene Bestitigung dieser Kriterien zu betrachten sein. 

Im dritten § endlich soll eben jenes Beispiel der Gleichgewichts- 
figur eines homogenen, schweren Fadens, oder, was dasselbe ist, die 
Aufgabe der Curve von gegebener Liinge und tiefstem Schwerpunkte 
die Anwendung der Kriterien und des Reciprocititsgesetzes erliutern. 

Ich betrachte im Folgenden immer nur den einfachsten Fall, wo 
sowohl die Grenzen 2 und z,, als auch die Werthe, welche die un- 
bekannten Functionen y in diesen beiden Grenzen annehmen, fest ge- 
geben sind, weil sich auf diesen Fall alle anderen zuriickfiihren lassen. 
In Betreff dieser Zuriickfiihrung verweise ich auf meinen oben citirten 
Aufsatz, aus welchem auch leicht erhellt, wie man zu verfahren hat, 
wenn die unbekannten Functionen y ausser den isoperimetrischen Be- 
dingungen noch gegebenen Differentialgleichungen unterworfen sein 
sollen, oder, was hiervon nur ein specieller Fall ist, wenn in den In- 
tegralen der Aufgabe héhere Differentialquotienten der y auftreten. 


$1. 
Kriterien des Maximums und Minimums. 


In dem angegebenen Aufsatze, auf den sich im Folgenden die 
eingeklammerten Seitenzahlen beziehen, habe ich das Problem be- 
handelt: 


I. Man soll die Functionen y,,+++ Yn, ewischen denen die m Be- 
dingungsgleichungen: 


Px (wy; = YnY; - -+¥n) = 0, x= 1,2, eM, 
vorgeschrieben sind , so bestimmen, dass bei gegebenen Grenzen und Grenz- 


werthen das Integral: 


v= fry Yay °° Yn) aa 


ein relatives Maximum oder Minimum werde, 






eed 


ST 
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und habe fiir dasselbe (p. 260) die folgenden Kriterien des Maximums 
und Minimums erhalten: 

Das Problem I. wird gelést durch die » + m gewdhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen zwischen der unabhiingigen Variabeln x und den 


_n-+ m abhingigen Variabeln y,,--- Yn, 4,,°° + Am 





@Q d @2 
(a) 3, — ae 
in denen: 


(2) Q = f+ AD, + ArG. +--+ + Am Pm 

ist, und damit man den 2n Grenzbedingungen geniigen kénne, miissen 
die durch vollstindige Integration dieser Gleichungen gewonnenen 
Funetionen y,,---¥, 2 willkiirliche Constanten a,,--- a, enthalten. 
Hat man diese Constanten durch die gegebenen Grenzwerthe ausge- 
driickt, so ist es (abgesehen immer von dem Eintreten besonderer 
Ausnahmefille [p. 241, 260]), damit die so erhaltenen Functionen ein 
wirkliches relatives Maximum oder Minimum des Integrales hervor- 
bringen, himreichend und (im Allgemeinen wenigstens auch) noth- 
wendig, dass die obere Grenze x, (die ich immer > 2, voraussetze) 
zwischen x, und der zunichst an x, gelegenen Wurzel der Grenz- 


gleichung 


Om... Ym Oyo |, | 2Y%n0 
@) te ae ee 





bleibe und dass iiberdies die homogene Function zweiter Ordnung: 


h=n > 


¢ BL 
(4) 2W= dy, oy; U,U;, 


> 2 


deren » willkiirliche Argumente U,,--- U, den m Bedingungsglei- 
chungen: 


(5) 


> 
Il 


n 
= U0 
Y, 


o! 


> 
lI 
pa 


unterworfen sind, zwischen x, und 2, ihr Zeichen nicht andern kénne. 

In den Formeln (3), (4), (5) sind unter y,,--+ Yn, 44,--+ Am 
diejenigen Functionen von 2%, a@,,+++ 42, zu verstehen, die durch die 
volistiindige Integration der Gleichungen (1) erhalten wurden, den In- 
tegrationsconstanten a,,-~-- 2, selbst hat man die festen Werthe bei- 
zulegen, die sich aus den 2” Grenzbedingungen ergaben, und mit 
Yn. endlich ist der Werth der Function y, fiir « =x, bezeichnet. 

Diese Resultate lege ich dem Folgenden zu Grunde und betrachte 
nunmehr das isoperimetrische Problem: 


II. Die Functionen y,,--- Yn von x, welche den m isoperimetri- 
schen Bedingungen 














is 


r 
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Jfe(em ++ yey ss-y)de— le, w==1,2,---m, 
% 


unterworfen sind und iiberdies in den beiden gegebenen Grenzen x, und 
x, gegebene Werthe erhalten sollen, so zu bestimmen, dass fiir dieselben 
das Integral 


Vm frien --yemy's-+ yee 
2 


ein relatives Maximum oder Minimum werde (wobei selbstverstindlich 
m jetzt nicht mehr, wie im Probleme I., der Beschrankung m < n 
unterliegt), 

Fiihrt man nach dem Vorgange Lagrange’s m neue Variabeln 
U,,*** Um», durch die Substitutionen: 


Ux — [fedex 


ein, so kann man die isoperimetrischen Bedingungen durch die m Be- 
dingungsgleichungen : 
ls - Ux = 0, 


verbunden mit den 2m Grenzbedingungen: 
[+x le—=, = ay, [te lox, = ay, + ly ? 
ersetzen und in den letzteren die Anfangswerthe a, als gegebene Grossen 
betrachten, wodurch das Problem II. die Form annimmt: 
Ill. Die n+ m, durch die m gegebenen Bedingungsgleichungen : 
(6) Px = fe — Ux = 0 
verbundenen Functionen y,,-+*Yny Uy,*** Um sind so zu bestimmen, 


dass bei gegebenen Grenzwerthen von x, Y,) +++ Yny Uy, *** Um das In- 
tegral V ein relatives Maximum oder Minimum werde. 


Das Problem III. ist aber nur ein specieller Fall des Problems 1. 
und man kann daher auf dasselbe die oben angegebene Kegel anwenden. 
Nach derselben sind die Differentialgleichungen des Problems III: 


 —r a eee See 
Cy, dx Oy,’ Ou, da du,’ i : 


Diese reduciren sich aber, wenn man 

F=f+at, + ache +++ + Amin 

setzt, von sellst auf die Gleichungen: 
oF ad oF 


‘ di, 
in, — as oy? 9 — ae? 





fe — Ue = 0. 


Das Problem III. wird folglich gelést durch die » Differentialgleichungen : 
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oF ad oF 
@ tu, — de Oy” 
in denen 4,, 4,,--- 4, als unbestimmte Constanten aufzufassen sind, 


und nach Integration dieser Gleichungen ergeben sich die u, durch 
die Quadraturen: 


Un = Cz + fede. 


Damit man die erforderliche Anzahl willkiirlicher Constanten erhalte, 
um den vorgeschriebenen 2(n-+-m) Grenzbedingungen geniigen zu 
kénnen, ist es hiernach nothwendig und hinreichend, dass die » Glei- 
chungen (7) auflésbar seien nach den » zweiten Differentialquotienten 
w > Ragerd or, 
Da ferner nach (2) und (6) 

FQ AQ 


buy Oy; — Guy bu; 


ist, so reducirt sich fiir das Problem III. die Function 2 W auf 


oD +2 ad 


und die m sein sininiiai (5) werden: 


h=n 
of, 


Diese m Gleichungen bestimmen aber nur die in der Function 2 W 
gar uicht vorkommenden Gréssen V,,--+ V,, als Functionen der Ar- 
gumente U,,---U,. Sie beschrinken also die Willkiirlichkeit dieser 
Argumente in keiner Weise und kénnen daher ganz weggelassen werden. 
Die Grenzgleichung endlich wird im Problem III., wenn man unter 
@,,*** An jetzt die 2 willkiirlichen Constanten versteht, welche die 
volistandige Integration der Gleichungen (7) mit sich bringt: 





Mi 








+ On OY, OY 2Yn0 Ou, ou, OW Ono ina O 
pe am 6,064, 9% # 81,9, ° =O” 6 
Da aber: 
Cn 
> _— oo eo 
und 
Ou, hy 1 
’ oq 8§8 oH 
ist, so reducirt sich diese Gleichung auf 
De Btn tte | Mee 2 Hm 
— Oa \ 0a, OG,4, 0a,, Oh : 01, rie 








worl 


(8) 


und 
die | 
meti 


ist ' 
gra 
gwe 


die: 
bed 
die 


sic] 


Yi> 


gre 
ha 


ao = 
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worin: 


(8) m= — mom fhde, 
Zo 


und man erhilt somit aus der fiir das Problem I. angefiihrten Regel 
die folgenden Kriterien des Maximums und Minimums fiir das isoperi- 
metrische Problem IL.: 

IV. Das Problem Il. wird gelist durch die n Differentialgleichungen 


oF ad OF 


oy, aa dy,’ 


FP=fta ti tah t-+++ Anfn 


ist und die 4 unbestimmte Constanten bedeuten. Die volistindige Inte- 
gration dieser Gleichungen liefert, vorausgesetzt, dass sich aus ihnen die 


in denen 


zweiten Differentialquotienten y,",--- Yn’ nicht ecliminiren lassen, y,, 
-- Yn als Functionen von x, von den m isoperimetrischen Constanten 
Ay,*+*4n und von 2n Integrationsconstanten a,,--+d2n. Hat man 


diese 2 +- m Constanten aus den m isoperimetrischen und den 2 n Grenz- 
bedingungen bestimmt, so ergeben (abgesehen von solchen Ausnahmen, 
die nur in besonderen Fiillen eintreten kénnen und ihrer Natur nach 
sich den allgemeinen Regeln entziehen) die so erhaltenen Functionen 
Yi>°*° Yn ein wirkliches relatives Maximum oder Minimum des Inte- 
' grales V, wenn die homogene Function zweiter Ordnung der n unab- 
hiingigen Variabeln U,,--- Uy 


ar 
2W— peo dy oye Ua 


innerhalb der Integrationsgrenzen stets dasselbe Zeichen bewahrt, und so 
lange iiberdies die obere Grenze x, zwischen x, und der zundchst an x, 
gelegenen Wurzel der Grenzgleichung 


pee OM... OYn OY 10 2Yno | OP m == 
A(z, x) = BD + Ga, ‘ a, Bana eee ; ay % Oi, 0 








bleibt, in welcher die Functionen v, durch die Quadraturen 


m= fede 
2 


zu berechnen sind. Ist dagegen die erste Bedingung nicht erfiillt, so 
findet sicher weder ein Maximum, noch ein Minimum statt und im All- 
gemeinen gilt dasselbe auch dann, wenn x, die angegebene Grenze er- 
reicht oder tiberschritten hat. 
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§ 2. 
Das Reciprocitétsgesetz der isoperimetrischen Probleme. 


Das Problem II., auf welches sich der Satz IV. bezieht, lasst sich 
in Zeichen kurz so wiedergeben: 


V = ffaz = Max., Min. 


= frae—n, ss fateh 


Vergleichen wir dasselbe jetzt mit dem anderen isoperimetrischen Pro- 
bleme, welches enthalten ist in den Formeln: 


Y, —Jfiae— Max., Min. 


fact, Jiao—t, 5 | fut = In. 
% 


Zo 


(8) 


Ich nehme an, dass in beiden Problemen den Grenzen und Grenz- 
werthen dieselben festen Werthe vorgeschrieben sind. 


Fiibren wir, des bequemeren Vergleichs halber, homogene isoperi- 
metrische Constanten ein, d. h, setzen wir: 


Ay = — 
»? 


oF =uft+ af, +-+-+Umfn =, 
und bedenken, dass die Determinante A(xz,) sich nur um einen con- 
stanten Factor andert, wenn wir an Stelle der a,, +--+ don, 4,,--+ An 
irgend 2n-++ m unabhingige Functionen dieser Constanten als neue 
Constanten einfiihren, so kénnen wir den Satz IV. auch so aussprechen: 
Das Problem (a) wird gelést durch die » Differentialgleichungen: 


dy, da dy’ 





nach deren vollstindiger Integration die 2m” Integrationsconstanten 
@,,°** G2, und die Verhiltnisse der m + 1 isoperimetrischen Constan- 


ten @, #,,--* Mm aus den 2m Grenzbedingungen und den m isoperi- 
metrischen Bedingungen: 


(10) fiac=t, fide —b, ++ finden 
%o Zo %o 
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zu bestimmen sind, und die so erhaltenen Functionen y,, ---y, er- 
zeugen ein wirkliches Maximum oder Minimum im Problem (a), so 
lange die obere Grenze 2, zwischen 2, und der zunichst an x, ge- 
legenen Wurzel der Grenzgleichung 


OM OY, OY OYn0 Ory Ov, Ov, 


Balt %)— 2) t Fa, Ga, 04,41 O0,, Om Omg Om, 


bleibt, vorausgesetzt, dass iiberdies die homogene Function zweiter 
Ordnung 


h=n i=n 


oT, n.+- weer Ust; 
W. u PP» Oy, OY; GU; 


zwischen x, und 2, stets dasselbe Zeichen behiilt. 


Gehen wir nun iiber zum Probleme (8), so bleiben fiir dieses die 
Gleichungen (9) und die Grenzbedingungen ganz unverandert und die 
isoperimetrischen Bedingungen (10) aindern sich nur insoweit, als jetzt 
an Stelle der Bedingung 


die folgende: 


tritt. Im Allgemeinen wird also die Lésung des Problems (f) ver- 
schieden sein von der des Problems (a). Nehmen wir aber an, dass 
sich bei der Lésung des Problems («) als Maximums- oder Minimums- 
werth des Integrales V ergeben habe 


V=x, 
so sind unter der Annahme 
(11) [=x 
die aus dem Problem («) erhaltenen Functionen y,, --- y, gleichzeitig 


auch Lésungen des Problems (8) und liefern hier fiir das Integral V, 
den Werth /,. Denn nach Voraussetzung erfiillen diese Functionen 
und die Werthe der Constantenverhiltnisse m:m,:--++: Um, die sich 
bei ihrer Auffindung ergaben, gleichzeitig die Gleichungen (9) und 
die 2 Grenzbedingungen, die beiden Problemen gemein sind, und 
geniigen iiberdies den m + 1 Gleichungen: 


fitaz—, fiae=t, +f faidat = In, 
Xo Xo Xo 


welche bei der Annahme (11) die isoperimetrischen Bedingungen so- 
wohl des ersten, wie des zweiten Problems enthalten. 
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Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass man immer durch bloss 
algebraische Operationen das Problem (8) lésen kann, so oft man 
das Problem (a) gelést hat fiir unbestimmte Werthe der Constanten 
eee ; 

Weiter ist fiir die unter der Voraussetzung (11) beiden Problemen 
yemeinsame Lésung die Grenzgleichung im Problem ({): 


Om ,,, 2Ym OY —  PYno dv Ory 2%m __ 
Ap(ex,) = >) + Oa, 0a, 04,4) Ody, Ou Ouse : Obm — 


wo die y, und v%, die a; und uw, dieselben Werthe haben, wie in der 
Determinante A,(xz,) und nur an Stelle von v, die Function 


(12) v= | fdzx 
J 


getreten ist. Wegen 


O= of + if +++ + + Umi 
folgt aber aus (12) und (8): 


wot Hye boo + ent =f Oa 


und hieraus ergiebt sich durch partielle Differentiation nach a, und uy: 


oy, 'S (a0 it 1 ao oni) 
Set a te +-:- ‘+u toe or - fe = > (32 Oa, + oy" “Oa, ’ 


an ao ®m ao Oy , ao Oy, '\\ 
tb, +h 5, » eo oe Hm Ou p= fas ne BGS 4 ee) 


Man hat also, wenn man unter c irgend eine der Constanten a,, --- den, 
Hy Bi» * + * Um Versteht: 


dv oy ha a> OY ao a 
Hoe TM Ge FoF Hm So feos (#2 Ge +t Gy, Ge) 
Nun ist identisch: 
eM 4: Oe 35 (ee — 2 20) 5 2/98 2B) 
oy, Oe dy, dc \dy, dz dy,) dc dz \ dy, dc 


oder nach (9): 





_ 4 (2% 
- @dae \ay, ae}? 


h 


also erhalt man: 


k=m =n 
oe ms am % SN (2 om fom) ome), 
s °. » =," de — \om oe Oy, J, oe 


wo der Index 0 wie friiher die Substitution « — x, andeutet. 
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Diese Formeln driicken aber nur die Elemente oe der Determinante 
Ag (x%)) durch die Gréssen — y a, vermehrt um je mit demselben 
Factor multiplicirte, correspondirende Elemente der anderen Reihen 


dieser Determinante aus. Daher ist identisch: 































Az (x2%) = — *. Aa (Xp) - 


Fiir die unter der Annahme (11) beiden Problemen gemeinsame Lisung 
sind also auch ihre Grenzgleichungen dieselben. 


Endlich tritt an die Stelle der homogenen Function 2W, des 
Problems (a) im Problem (8) die Function: 


tA=ni=x=n 


ao 
2H DD, Byigy UU 


Fiir die betrachtete gemeinschaftliche Lésung hat man also: 
2W, =" 2Wa= + 2Wa. 
aie M4 a, 
Fassen wir diese Resultate zusammen, so kénnen wir demnach den 


folgenden Satz aussprechen: 
V. Hat man das isoperimetrische Problem 


v= f fda — Max., Min. 
Zo 


Jiaz=t, Jhav=h, = Te J fmt = In 


durch vollstindige Integration der n Differentialgleichungen: 


oF ad oF 
@) oy — de oy 
gelist, in denen 


F=f + ah, + ash +--+ + Amfn 


ist und die A unbestimmte Constanten sind, deren Werthe sich sodann 
aus den m isoperimetrischen Bedingungen des Problems bestimmen, und 
hat man hierbei als Maximums- oder Minimums-Werth des Integrales 
V gefunden: 

V=l, 


so ist die erhaltene Lisung dieses Problems gleichzeitig auch die Lisung 
des reciproken Problems: 


TS edna 
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Zo 


raz —1, fiaem, He findemb, 


vorausgesetzt, dass man in beiden Problemen den Grenzen und Grenz- 
werthen dieselben festen Werthe vorgeschrieben hat. 
Ist ferner im Problem («) 


(B) 


V=l 


ein wirkliches Maximum oder Minimum des Integrales V, so ist zu 
gleicher Zeit im Probleme (8) 
V,=1,, 

ein wirkliches Maximum oder Minimum des Integrales .V,, wenn 

4,>0 
ist, dagegen ein Minimum oder Maximum von V,, wenn 

A, <0 
ist. Endlich, wenn im Probleme (a) der gefundene Werth | von V 
weder ein Maximum, noch ein Minimum ist, so gilt dasselbe auch im 
Probleme (B) von dem Werthe 1, von V,. 

Man sieht aus diesem Reciprocitiitsgesetze der isoperimetrischen 
Probleme , dass man (bei festen, aber unbestimmten Werthen der Con- 
stanten 7) nur fiir irgend ein vorgelegtes isoperimetrisches Problem 
die Lésung gefunden und die Frage entschieden zu haben braucht, ob 
und innerhalb welcher Grenzen diese Lésung ein wirkliches Maximum 
oder Minimum der Aufgabe ergiebt, um dieselben Fragen ohne Weiteres 
auch fiir jedes reciproke Problem beantworten zu kénnen. Es versteht 
sich ferner von selbst, dass es, um das Reciprocitiitsgesetz anwenden 
za kénnen, nicht nothwendig ist, das gegebene Problem (a) gerade 
auf dem angegebenen Wege gelést zu haben. Man braucht vielmehr 
nur, wenn man die Lisung auf irgend einem anderen Wege, z. B. 
durch geometrische Betrachtungen ermittelt hat, riickwirts die Vor- 
zeichen der isoperimetrischen Constanten 4,, - - - 4,, zu bestimmen. Bei 
den isoperimetrischen Problemen von der Form: 


be) 


fr (xy) dx = Max., Min., fax Yi+ty=1, 
z. B. ist: - 


SW i Et: 
= (Vi+y*)* O's 


hier gehért also einer Lésung, die ein Maximum erzeugt, ein nega- 








tiv 


| >! a ae fe ee Oe ae. aoe 
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tiver, und einer Lésung, die ein Minimum hervorbringt, ein positiver 
Werth von 4, zu.*) 


§ 3. 
Beispiel. 


Diejenige Curve von gegebener Liinge und gegebenen Endpunkten 
y= zu finden, deren Schwerpunkt am tiefsten liegt. 

Ich nehme die ¢ Axe vertical und dem Sinne der Schwere ent- 
gegengesetzt und lege, der Bequemlichkeit halber, die xy Ebene durch 
den gegebenen Anfangspunkt der Curve. Die Aufgabe driickt sich 
dann analytisch durch die Formeln aus: 


fev +y?+2?\ dx = Min. 
(1) Pa 
jv +y¥?+27%\dr=l,. 


Man hat also hier: 


V (2) F=(2+4)V1+y? +2" 
m und erhilt als Lésung der Aufgabe die Kettenlinie: 
a 
n = x r+ a, 
- (3) © — a 2%, 
ft c$—yVar baile". te “1, 
10 woraus sich fiir 
" oes 
BS *) Die obigen Betrachtungen beweisen das Reciprocitiitsgesetz nur fiir den 
nt Fall fest gegebener Grenzen und Grenzwerthe. Man kann aber zeigen, dass der 
geg' 

n Satz V. ganz unveriindert auch bei beliebigen Grenzbedingungen gilt, vorausge- 
le setzt natiirlich nur, dass diese Grenzbedingungen in beiden Problemen dieselben 

sind. Es hingt dies mit denjenigen Reciprocititsverhiiltnissen zusammen, welche 
ar Jenig P 

die Maxima und Minima inverser Functionen darbieten, -Uebrigens ist das Reci- 
B. procititsgesetz nicht die einzige Eigenschaft, welche die isoperimetrischen Auf-- 
r- gaben vor den anderen Problemen der Variationsrechnung voraus haben. Fiir 
ei dieselben gilt vielmehr noch ein anderer, héchst wichtiger Satz, den man das 


Gesetz der Unverdnderlichkeit der isoperimetrischen Constanten nennen kénnte. 
Wenn man niimlich durch Einschaltung von Bedingungen zwischen den Grenzen 
die Curven y zwingt, sich in Zweige zu theilen, so iindern sich die Integrations- 
constanten a@ von einem Zweige zum andern, aber die isopeximetrischen Con- 
stanten 4 behalten iiberall dieselben Werthe. In dem besonderen Falle, wo man 
die geschlossene Curve gréssten Fliicheninhalts bei gegebenem Umfange, oder 
kleinsten Umfangs bei gegebener Fliche sucht und iiberdies verlangt, dass die 
Curve im Innern eines gegebenen Polygons verlaufen solle, fillt das letztere Ge- 
setz mit dem bekannten Steiner’schen Satze zusammen, dass alle freien Theile 
der gesuchten Curve Bigen gleicher Kreise sein miissen. 


Mathematische Annalen. XIII. 
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= [vite + 2*\ dz 
der Werth 
(4) —tVartatle* —2 * -e* +e *$ 
ergiebt. 

Die 5 Constanten a,a,a,a,4, bestimmen sich aus der gegebenen 
Lage der beiden Endpunkte und der gegebenen Bogenliinge J,, und 
zwar erhilt man zwei verschiedene Werthsysteme derselben, die zwei 
gleichen und entgegengesetzten Werthen der Constanten a, angehdren. 


Da nach (4) 
dy, , Va tal (= =) 


1 @ 7 a 
dz 2 dy P ¥e 





stets dasselbe Zeichen, wie va at s 


besitzt, so hat man, damit der 
2 
Bogen positiv werde, in den Formeln (3) und (4)-der /a,? + a,2 
das Zeichen von a, beizulegen. 
Die Function ferner: - 
—. ow . ar ar 
2W = by oy U+2 by OF U,U,+ sor U2’ 
wird nach (1) 


2W = Vi eT {U,? + 0,2 + (U,-—y U,)?} 
und hat also nach (3) bestiindig dasselbe Zeichen wie /a,? + a,2. Um 
daher das Minimum zu erhalten, miissen wir diese Wurzel und mit 
ihr a, positiv nehmen, d. h. wir miissen von den beiden Kettenlinien 
von gegebener Liinge, die sich in der, durch die beiden gegebenen 
Endpunkte gehenden Verticalebene von dem einen Punkte zum anderen 
ziehen lassen, diejenige nehmen, die ihre convexe Seite nach unten 
kehrt. In Folge der Voraussetzung z) 0 wird nach (3) dann 4, > 0. 
Die Grenzgleichung endiich: 


(5) >+ oy OY Gz CE Ory am tb 


Ga, Oa, Oa, Oa, 22, 


reducirt sich zuniichst wegen der aus (3) und (4) folgenden Formeln: 


oy oy oy 

: —_= “_ o= ( ~__—- = 

Ca, | - 0% ), Ory 0 ? 
eG, cathe S, ot oe, 22 anf 
cas OA, 0a; Ay 


sofort auf die Gleichung: 
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Isoperimetrische Probleme. 








a(y— Yo)  A(y — Yo) 0 
da,” da,’ 
| O@—%) ale—s) a(e—#) | _ 
(6) = "ae 
CL OM . ore 
Oa,’ Ody’ da, =i 


Setzt man weiter fiir den Augenblick 


(7) at =, 4 te—p, $¢@-eh=—g, 


Ug 
wonach sich aus (3) und (4) ergiebt: 
Y—% = 4, (E—h), 
— 24 = Va, + a, (p—p), 
ale Va? + a,? (a—) > 
differentiirt die letzteren Formeln partiell nach a,, a,, a, und sub 
stituirt die Werthe der Differentialquotienten in die Gleichung (6), so 


erhiilt man nach einfachen Reductionen und unter Weglassung des 


. a? +a" 3°, Cle; 
constanten Factors ———*- die Gleichung: 
2 


(E—&) [(P> 4% —Pod) (6-8) — (p—pu)® + (9—)?] = 9, 
sodass also schliesslich, wenn man noch 


—e—§ —-+—*% 9 


ag 





setzt, die Grenzgleichung des Problems wird: 


e¥v(e)=0, 


worin: 
W(O) =e + e- @— 9 (eo _ 0) 2 


ist. Die Betrachtung der Functionen YO und ¥”® zeigt aber sofort, 
dass diese Gleichung nur die eine reelle Wurzel 0 = 0, d. h. = a, 
zulisst. Die Gleichung ergiebt also keinerlei Beschriinkung fiir die 
obere Grenze x,; es findet vielmehr fiir die nach unten convexe Ketten- 
linie ein unbeschriinktes Minimum statt und wir haben den Satz ge- 
wonnen : 

Unter allen Curven von gegebener Liinge und gegebenen Endpunkten 
hat stets die Kettenlinie den tiefsten Schwerpunkt. 

Da 4, > 0, so geht zugleich aus diesem Satze durch Anwendung 
des Reciprocitiitsgesetzes noch der folgende hervor: 

Unter allen Curven von gegebenen Endpunkten, deren Schwerpunkte 
auf einer und derselben Horizontalebene liegen, hat stets die Kettenlinie 
die kleinste Linge. 

In dem absoluten Probleme dagegen 
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1 
(8) Jf (e+4,) VI by? + #2 dz = Min, 
Zo 
welches, vorausgesetzt, dass man der Constanten 4, denselben Werth 
giebt, den sie in der eben behandelten isoperimetrischen Aufgabe 
erhilt, durch die nimliche Kettenlinie gelést wird, tritt an die Stelle 
der Gleichung (5) die Gleichung: 


ey 0% O8 0% _ 
>+ 0a, O@, Ga, Ga 0, 
. : 2 2 
die sich unter Weglassung des Factors “! a (§—&,) auf 


(4§—P)  — 4 (GSo—P) = 9 
reducirt. Nun ist nach (3) und (7) 


em _2fe+4,) ase. | ot BM, 
™ ‘ Va? + a; ; Va? + a,* ’ : % 
In diesem absoluten Probleme erhalten wir also als Grenzgleichung: 
o— 32% Ly — a Hh 
z y 


d. h. wenn wir auf derjenigen Kettenlinie, welche die Aufgabe lost, 
von dem gegebenen Anfangspunkte aus fortschreiten, so diirfen wir, 
damit ein wirkliches Minimum stattfinde, hier das Integral nicht bis 
zu demjenigen Punkte ausdehnen, dessen Tangente die in der Ver- 
ticalebene der beiden gegebenen Endpunkte gezogene Gerade z= — A, 
wieder in demselben Punkte schneidet, wie die Tangente des Anfangs- 
punktes. Wo wir also in dem isoperimetrischen Probleme (1) ein un- 
begrenztes Minimum erhalten, erhalten wir in dem unbedingten Pro- 
bleme (8) nur ein begrenztes Minimum, was den Unterschied zwischen 
diesen beiden, dieselbe Liésung besitzenden Problemen klar hervor- 
treten lisst. 
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Ueber partielle Differentialgleichungen hoherer Ordnung, die 
intermediire erste Integrale besitzen. 


Zweite Abhandlung. 


Von A. V. Bacxuiunp in Lund. 


Die partiellen Differentialgleichungen mit intermediiren Integralen, 
die in dieser Abhandlung zur Sprache kommen werden, sind diejenigen, 
die vollstindige erste Integrale der Form besitzen: 


eine arbitriire Function von (w,, #,-++U,.) =0 
1» “2) ) a 


WO U,, U.,*++ U, determinirte Functionen von 2, #,, %),-++ 2%, und den 
Differentialquotienten 1., 2.,--- Ordnung von z in Bezug auf 2, %,,--+2_ 
bedeuten. Es ist das gegenseitige Verhalten der Integrale verschiede- 
ner Classen, — das sind solcher Integrale, die nicht in einem und 
demselben vollstiindigen ersten Integrale einbegriffen, aber doch Inte- 
grale derselben partiellen Differentialgleichung héherer Ordnung sind, 
— es ist dieses gegenseitige Verhalten, das hier dargelegt werden soll. 
Unter den von den genannten Integralen gebildeten Systemen zeichnen 
sich im Falle n= 2 diejenigen besonders aus, in denen eine partielle 
Differentialgleichung der 2. Ordnung enthalten ist, weil nimlich ein jedes 
solches System, vermittelst bekannter Theorien gewohnlicher Differential- 
gleichungen, Schaaren von Integralflaichen der beziiglichen Gleichung 
2. O. ergiebt. Im zweiten Abschnitte dieser Abhandlung werde ich 
versuchen, dies niiher zu entwickeln. Es wird, — das ist wohl zu be- 
merken, — keine neue Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
2. O. hiermit geliefert, aber man bekommt ganz die von Darboux, 
durch andere Betrachtungen erhaltene, in Comptes rendus t. LXX aus- 
einandergesetzte Integrationstheorie partieller Differentialgleichungen 
2. O., und daneben eine Ausdehnung dieser Theorie auf Gleichungen 
héherer Ordnung. 

Zu besonderen Arten solcher Gleichungssysteme wird man auch 
bei einer Discussion der von mir in der vorangehenden Abhandlung 
erdrterten mehrdeutigen Flichentransformationen gefiihrt. Ich werde 
nun zuerst diese Discussion anstellen. 
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I. 


In der friiher unter demselben Titel im XI. Bande dieser Annalen 
erschienenen Abhandlung habe ich ausfiihrlich die Frage discutirt, in 
welcher Weise durch eine Flichentransformation, die durch folgende 
Gleichungen begriindet ist: 


fy (@2,- ++ tn py +++ pn ZX,-++ X,) = 0, 
fe ( )=0 


fe ( )=0, 
(kK<n-+ 2), 


die Figuren des Raumes (ZX) in Figuren des anderen Raumes, (z2), 
verwandelt werden. Wie dagegen die Figuren des letzteren Raumes 
jener Transformation gegeniiber sich verhalten, wie sie sich in Figuren 
in (ZX) verwandeln, ist am erwihnten Orte nur beiliufig, an einem 
Beispiele (Nr. 6. daselbst), erliutert worden. Ich nehme jetzt diese 
Frage wieder auf. Ich zeige, dass, wenn n = 2, die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen 1. O. des (zx) zu Configuration in (ZX) fiihren, 
die sehr verwandt sind mit denjenigen, die in (gx) als Transformatio- 
nen von involutorischen Paaren von partiellen Differentialgleichungen 
1. O. in (ZX) entstehen. Die beiden Arten von Configurationen unter- 
scheiden sich wesentlich dadurch, dass die letzteren stets aus partiellen 
Differentialgleichungen 1. O. zusammengesetzt sind, wihrend jene im 
Allgemeinen keine solche Bestandtheile haben. 

Des leichteren Verstindnisses wegen wird hier die beziigliche 
Theorie ausfiihrlich fiir den Fall n = 2 dargelegt. 


§ 1. 
Von Flaichentransformationen des Raumes von drei Dimensionen. 
1. Kine Flaichentransformation, die durch eine Gleichung: 
(a) F (2xypqX YZ) =0 


bestimmt ist, soll ein beliebiges Flaichenelement des Raumes (xyz) in 
eine Fliiche und, auf Grund der Gleichungen: 








ar aF aF oF 
~ te a 
oF aF oF ae 
| oy +q ae +85 +t5, =0; 


oF oF 
ox t+ Pog; 


oF oF 
oy + Ogx—°, 


(c) 
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ein beliebiges Element (ezypqrst), — das als eine unendlich kleine 
Flaichencalotte zu denken ist, — in ein Flichenelement des Raumes 
(X YZ) iiberfiihren. — In Folge hiervon muss zuniichst einem jeden 
Streifen des Raumes (xyz) eine einfach unendliche Flichenschaar, und, 
wenn er als Ort fiir einfach unendlich viele Biischel von Elementen’ 
(zxypqrst)*) betrachtet wird, eine bestimmte Fliiche, die Umhiillungs- 
fliche der genannten Schaar, entsprechen. Fasst man r, s, ¢ als Co- 
ordinaten der Punkte eines Raumes R,' auf, so hat man einen jeden 
der Biischel von (exypqrst): dp=—rdx+sdy, dq=sdz+tdy, 
die den verschiedenen Elementen (zaypq) des Streifens zugeordnet 
werden, als eine Gerade des Complexes: 


(A) or — o? = 0*) 


zu interpretiren, und man kann dann das eben Bemerkte so aus- 
sprechen: 

Kiner jeden, einem Biischel von (¢xypqrst) entsprechenden Ge- 
raden des Complexes (A) entspricht ein Streifen im Raume (X YZ); 
zwei Complexgeraden, die in R,’ zwei consecutive Elemente (zxypq) 
eines beliebigen Streifens vertreten, entsprechen zwei Streifen des 
Raumes (X YZ), die auf einer und derselben Fliiche liegen***). — 
Die Geraden der durch die Transformation (a) bestimmten Congruenz 
des Complexes (A)+) bilden hierbei eine Ausnahme, indem einer jeden 
derartigen Geraden nur ein Fliichenelement (2X YPQ), nicht ein 
ganzer Streifen entspricht. 


2. Win System dreier partieller Differentialgleichungen 1. O. in 
(xyz), das kein Involutionssystem ist, besitzt eine ganz bestimmte 
Schaar von einfach unendlich vielen Streifeh als Integrale. Also muss 
das Bild in (X YZ) eines derartigen im Raume (xyz) gelegenen Sy- 
stemes aus cc! Schaaren von je oo! Integralfliichen, insbesondere aus 
den Umhiillungsfliichen der Schaaren als einer Art singuliirer Integrale, 


*) Unter ,,Biischel von Elementen (zaypqrst)'* verstehe ich irgend eine 
einfache Reihe von Werthen von (rst), die zwei Gleichungen der Form: 
r=ms+pyu, s=mt+r, 
wo m, uw, »v Functionen von 2, 2, y, p, q darstellen, befriedigt. 
**) 9, 6, t, --- bedeuten homogene Liniencoordinaten, nimlich die Coordi- 
naten der Geraden im Raume R,’: 
te=o2+a, 
ty=o2+68. 
***) Im Folgenden werde ich von derartigen Streifen sagen, dass sie ver- 
einigt liegen: ; 
+) Betreffend den Sinn dieser Ausdrucksweise verweise ich auf Nr. 20. meiner 
ersten Abhandlung. 
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bestehen. Der analytische Ausdruck des fraglichen Bildes wird fol- 
gendermassen erhalten. 


Seien 
9 (exypq) = 0, 
@) 2 ( )=90, 
P; ( )=0 
die drei Gleichungen des Systemes; aus ihnen und den drei Gleichungen 
(a), (c) werden z, x, y, p, q eliminirt; die resultirende Gleichung 
O(ZX YPQ)=0 
hat die genannten einfach unendlich vielen Integralschaaren als ein voll- 
stiindiges Integral. 


Hiermit verbinden wir noch diejenige Gleichung, die durch Eli- 


mination von r,s,¢ aus den Gleichungen (b) und den Gleichungen der 
Integralstreifen des Systems: 








(Se: + poe $ret soe) da+ (SE 4+ qo +s a dy=0, 
(Se 4 Se ae eee Jan+ (G+ “ee ee eee se ee )dy=0, 
(Sm 4 sat titled: hatin een \da+ ot be spiers \dy=0 


nach Elimination von dz, dy hervorgeht. Sie giebt zu einer neuen 
partiellen Differentialgleichung 1. O.: 


y¥ (ZX YPQ)=0 


Anlass, die mit © = 0 involutorisch liegt, und deren mit dieser Glei- 
chung gemeinsame Integralflichen die oben erwiihnten oo' singuldren 
Integrale des Bildes des gegebenen Systems (1) sind. 


Wenn unser System ein Involutionssystem ist, wird dasselbe im 
Raume (X YZ) durch oo? Flichen vertreten, die eine Umhiillungsfliche, 
entsprechend der Integralfliche des Systems, besitzen. Diese wird eine 
singulire Integralfliche von © = 0 ausmachen. 


Das System (1) kann in speciellen Fallen zu der vorgelegten 
Transformation (a) eine specielle Beziehung besitzen, so dass die an- 
gegebenen Eliminationen zu mehreren Gleichungen 0 =0, Y =O, 
fiihren. Wenn z. B. die Integralstreifen des Systems aus solchen Bii- 
scheln von Elementen (zzypqrst), die in R,' als Gerade der von der 
Flaichentransformation bestimmten Congruenz (siehe die vorang. Note) 
zu deuten sind, bestehen, so ergeben sich als Bild des vorliegenden 


Systemes in (X Y Z) drei partielle Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung. 
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3. Ein System zweier partieller Differentialgleichungen 1. 0O.: 


2) Pi (2xypq) = 9, 
Po ( )=0, 

fiir welche keine gemeinsame Integralflichen existiren, wird zunichst 
in ein System von dreifach unendlich vielen Flaichen in (X YZ) ver- 
wandelt. Den Integralstreifen des Systems entsprechen Umhiillungs- 
flichen gewisser Schaaren von je oo! dieser Flaichen, und der analy- 
tische Ausdruck derselben ist, durch Adjunction einer arbitriren par- 
tiellen Differentialgleichung 1. 0. in (wyz), nach den Vorschriften der 
vorigen Nummer zu gewinnen. 


4. Fasst man die partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 
(3) y (2xypq) = 0 


als Inbegriff von co‘ Biischeln von (¢xypqrst) auf, denkt sich also 


dp dp _ = 
dz = (0, te 5 ver- 


bunden, so hat man nach dem anfangs Erérterten, um die ihr ent- 
sprechende Figur in (X YZ) entwerfen zu kénnen, einen jeden der 
Biischel als einen: Streifen im Raume (X YZ) abzubilden. — Die Cha- 
rakteristiken der partiellen Differentialgleichung 1. O. haben bekannt- 
lich folgende Beschaffenheit: sie gehéren unendlich vielen Integral- 
flichen an; ein jedes der partiellen Differentialgleichung zugehérende 
Element (zxypqrst) giebt fiir jedes der Flichenelemente (exypq) der 
wugehdrenden Charakteristik ein ganz bestimmtes Werthsystem von 
(rst), indem alle Integralfiiichen, die sich in einem Punkte osculiren, 
dies nach einer ganzen Curve, welche einer Charakteristik angehdrt, 
thun. Kiner jeden Charakteristik von gm = 0 muss folglich eine Fliche 
in (X YZ) entsprechen, welche zwei Schaaren von Streifen enthilt: 
die Streifen der einen Schaar sind Bilder der zu den Flichenelementen 
der Charakteristik, durch die partielle Differentialgleichung 1. O., zu- 
geordneten, schon erwaihnten Biischel von (rst¢), die der anderen Schaar 
die Bilder der co' Reihen von Werthsystemen von (¢xypqrst), in die, 
nach dem eben Erinnerten, die charakteristischen Streifen von m = 0 
sich spalten. — Die Streifen der letzten Schaar werde ich fiir den 
Augenblick mit S bezeichnen, wnd habe dann zunichst als Reprisentant 
der Gleichung (3) in (X YZ) dreifach unendlich viele, den Charakte- 
ristiken entsprechende Fldchen mit ihren Schaaren von je oo! Streifen S. 

Entsprechend dem Satze, dass zwei unendlich benachbarte Charak- 
teristiken von (3), die von irgend zwei vereinigt liegenden Flichen- 
elementen ausgehen, ihrer ganzen Ausdehnung nach vereinigt, d. i. 
auf einer Fliche, liegen, miissen je zwei Streifen S, die bestimmt sind 
durch zwei vereinigt liegende Flichenelemente (ZX Y PQ), 


die Gleichung stets mit ihren Derivirten: 
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(2+dZ---Q+ dQ), — 


dZ= PdX + QdY, 

dP= RdX+ SAY, 

dQ=SdX + T7dY 
und unter R, S, 7 irgend eines der zu dem ersten Flichenelemente 
durch den zugehdérigen Streifen S zugeordneten Werthsysteme von 
(RST) verstanden wird, — selbst mit einander vereinigt liegen. 

Demzufolge werden die Streifen S zu unbegrenzt unendlich vielen 
Flichen sich zusammenfiigen lassen*). Die so entstandenen F'lichen 
sind als gemeinsame Integrale zweier Gleichungen 2. O., die eben die 
Streifen S als gemeinsame Charakteristiken haben, aufzufassen. Dieses 
Gleichungspaar ist in dem Sinne das Bild der vorgelegten Gleichung (3), 
als die. Integralfliichen desselben die Bilder der Integraljflichen von 
(3) sind. 

Ich habe friiher, in der ersten Abhandlung, erwihnt, wie man 
den analytischen Ausdruck des fraglichen Bildes herzuleiten hat, und 
dabei bemerkt, dass dasselbe durch zwei partielle Differentialgleichungen 
2. O. in (X YZ) definirt ist. Aus dem jetzt Entwickelten lasst sich 
erschliessen, dass diese zwei Gleichungen 2. O. derjenigen Gattung von 
Gleichungen zugehéren, die, wenn die friihere Interpretation von R, S, T 
als Punktcoordinaten beibehalten wird, Linienfliichen des Complexes (A) 
darstellen, dass es Linienfliichen mit einer gemeinsamen Erzeugenden 
sind, und dass schliesslich, diesen gemeinsamen Erzeugenden entspre- 
chend, die Gleichungen eine gemeinsame Charakteristikenschaar und 
unbegrenzt unendlich viele gemeinsame Integralflichen besitzen**), 


wo 


5. Betrachten wir ein System zweier partieller Differentialglei- 


chungen 2. O.: : . 

(4) fy (@zyparst) cae 
fr ( )=90, 

deren gemeinsame Elemente zu unbegrenzt unendlich vielen Integral- 

flichen (d. h. solchen mit einer arbitriiren Function) sich zusammen- 

setzen, und suchen wir sein Bild in (X YZ) darzustellen. Zu den 

Gleichungen (b), (c) haben wir noch diejenigen hinzuzufiigen, die 


*) Der Zusammenfiigungsprocess wiirde in sich zuriickkehren kénnen, ehe 
alle o® Fliichenelemente durchlaufen sind. Es ist nimlich méglich, dass man, 
bei Bildung von vereinigt liegenden Streifen, von einem bestimmten Streifen S 
aus nur zu o Flichenelementen kommt, in welchem Falle eine partielle Diffe- 
rentialgleichung 1. O. als Integral des gleich nachher zu erwiihnenden Gleichungs- 
paares auftritt. 


**) Zwei Gleichungen 2. O. mit o' gemeinsamen Integralen bilden ein spe- 
cielles- Gleichungssystem dieser Art. 
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R, S, T in den dritten Differentialquotienten von z: u, v, w, @ aus- 
driicken. Indem die Gleichungen (a), (b), (c) nach X, Y, Z, P, Q 
aufgelést werden: 

X = F, (exypqrst) , 


Y¥=F 2 ( ) ? 

Z=F ( ); 

P= 9, ( ); 

Q = O, ( )s 
erhalten wir jene Ausdriicke durch vollstindige Differentiation in Bezug 
auf z, y der Gleichungen: . 


a ®, — RF, — SF, = Const., 
(¢) i. oe we ee. 
{R, S, T als Constanten betrachtet}. 

Einem jeden (¢zypqrst) entspricht ein bestimmtes Flichenelement 
(ZX YPQ), und einem jeden diesem Elemente zugehérigen Werth- 
systeme von (RST) entsprechen einfach unendlich viele dem ersten 
Elemente (¢xypqrst) zugehdrige Werthsysteme von (uvw@)*), deren 
Schaar repriisentirt ist durch Gleichungen der Form: 


ut+idiv =x, 
(5) v+t+iw=x,, 
w+iv=—x,, 


(A, x determinirle Functionen von 2, 2, y, p, g, R, S, T bezeich- 
nend, doch 4 unabhiingig von R, S, 7). Nun wird durch die Glei- 
chungen (4), da gemeinsame Integralflichen mit arbitriirer Function 
existiren sollen, zu jedem ihrer gemeinsamen Elemente (zzrypqrst) 
eine einfache Reihe von Werthsystemen von (wvw@) zugeordnet, die 
bestimmt ist durch drei Gleichungen der Form: 


u+uv =—9Q,, 
(6) v+uw=oaQ,, 
w+ uT= 9, 


und der also eine einfache Schaar von Werthen von (RST) entspre- 
chen muss, nimlich die durch die folgenden Gleichungen dargestellte 
Schaar: 


(7) 


Eset ton te , 
%. — 0, — 49, + wx, = 0, 
*) Was davon herriihrt, dass die beiden Gleichungen (d) ein erstes Integral 


mit einer willkiirlichen Constanten gemeinsam besitzen. Dies Letztere ist eine 
unmittelbare Folge des Satzes der 15. Nummer meiner ersten Abhandlung. 
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die auch, wenn fiir x ihre Ausdriicke in R, S, T benutzt werden, 
folgendermassen auszudriicken ist: 


R+vS=@,, 


(8) pope miley 


v, ®,, @, Functionen von 2, x, y, p, g, 7, 8, t. 


Weiterhin, weil ein jedes Flaichenelement (ZX Y PQ) einmal das Bild 
von zweifach unendlich vielen Elementen (2xypq), und sodann das Bild 
von einfach unendlich vielen dem Gleichungssysteme (4) zugehdrigen 
Elementen (zzypqrst) ist, so muss die diesem Gleichungssysteme 
entsprechende Figur in (X YZ) einem jeden (ZX Y PQ) eine einfach 
unendliche Schaar von Geraden (8), — sofern man R, S, T als Punkt- 
coordinaten interpretirt, — zuordnen. Ich ziehe die Fliiche, die von 
der Linienschaar gebildet ist, einzeln in Betracht. Ich sage also: zu 
jedem Flichenelemente (ZX YPQ) kommt eine Linienfliiche als Ort 
der dem Bilde von (4) zugehérigen Werthe von (RST); oder, die dem 
vorgelegten Gleichungssysteme (4) entsprechende Figur in (XYZ) wird 
zundichst durch eine partielle Differentialgleichung 2. O. ausgedriickt. 

Noch mehr, das Gleichungssystem (4) ordnet jedem seiner (2xypqrst) 
einen bestimmten, durch die Gleichungen (6) gegebenen, charakteristi- 
schen Streifen zu, so dass im Ganzen oo° charakteristische Streifen 
herauskommen. Dementsprechend sind fiir die eben erwihnte Glei- 
chung 2. O. in (X YZ) oo® Contactscharakteristiken auszuzeichnen. 
Und ebenso wie sich in einer bestimmten Weise die charakteristischen 
Streifen des Gleichungssystems (4) zu unbegrenzt unendlich vielen 
Flichen zusammenordnen, so miissen die entsprechenden Charakteri- 
stiken des Bildes in (X YZ) zu unbegrenzt unendlich vielen Flaichen 
zusammengefiigt werden kénnen. Es stellt sich daher, wie aus einer 
spiiteren Entwickelung, am Ende der 18. Nummer, vollkommen deut- 
lich zu ersehen ist, die genannte Charakteristikenschaar als eine fiir 
die schon beschriebene Gleichung 2. O. und eine Gleichung 3. O. ge- 
meinsame Integralschaar dar. Das von diesen zwei Gleichungen von 
bez. der 2. und der 3. Ordnung gebildete System wird das exacte Bild 
in (X YZ) des Gleichungssystemes (4), indem seine Integralflichen die 
Bilder der Integralfliichen von (4) sind. 


6. Anstatt von der durch die einzige Gleichung (a) bestimmten 
Flichentransformation auszugehen, wiirde man eine durch zwei oder 
durch drei Gleichungen zu bestimmende anwenden kénnen, und die 
obigen Schlussresultate auch fiir diese Fille im Wesentlichen unver- 
inmdert behalten. Nur das kénnte vielleicht verdienen. besonders be- 


merkt zu werden, dass, wenn die- Flichentransformation von der 
Form ist: 








das 
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X =F (erypq), 
Y = F,( ); 
Z=F ( ); 


das System der zwei partiellen Differentialgleichungen 2. O. in (XYZ), 
das einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung 1. O. in (xyz) 
entspricht, ein System von dreifach unendlich vielen Curven, deren jede 
mit oo! an dieselbe sich anschliessenden Streifen gedacht werden muss, 
als vollstindiges Integral besitzt. Diese Curven mit ihren Streifen- 
schaaren machen jetzt die Bilder in (X YZ) der Charakteristiken der 
partiellen Differentialgleichung 1. O. in (#yz) aus. 


§ 2. 
Erweiterung auf den Raum von »-+ 1 Dimensionen. 
7. Ich betrachte eine partielle Differentialgleichung 1. O.: 
(9) Pp (2%, +++ in Py ++ Pn) =O, 
und suche das Bild in (ZX), welches von derselben durch die Trans- 
formation: 
(10) f (2%, +++ Fn Py>>+ Pn ZX,--+ X_) = 0 
entworfen wird, zu ermitteln, — 

Einem jeden Flichenelemente (zzp) entspricht eine Fliche in 
(ZX), einem jeden Werthsysteme (2,p;p;x) ein Flachenelement (ZX P), 
dagegen ist ein Fliichenelement (ZX P) das Bild von oo” Flachen- 
elementen (zp), deren jedes mit einem Biischel von (p;,) versehen 
ist. Und einem jeden Biischel von (2x;p;p:x), folgender Art: 


By my Py, + MP. +--+ + MPin =O, 

Uo - _ re Mm, _ ail hi Mn Pon = 9, 
(11) 

Un m Ms Pn ‘6 My Dn a aie MaPun =O, 

(Pri = an , 
muss eine »—1-fache Schaar von (7 XP), und zwar von vereinigt 
liegenden (ZX P)*), rasa Wenn symbolisch gesetzt wird: 
ow 
et Dx +s po, a 

so hat man folgende ee zur Bestimmung der »—1-fachen 
Punktmannigfaltigkeit in (ZX), an die die Flichenelemente jener 
Schaar, jener M,_,, sich anschliessen : 


*) Die n—1-fache Schaar muss niimlich auf der Fliche (M,) liegen, die dem 
Elemente (2p) entspricht. Vgl. das Nichstfolgende. 


. 
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(10) f (2%, +++ np, +++ pr ZX,--+ X,) = 0, 


wo die letzte Gleichung symbolisch ist und das Involutionszeichen 
die Gréssen z, x, p betrifft. (EHinem jeden (ZX P) dieser M,_,; ent- 
spricht eine, dem vorigen Fliaichenelemente (gzp) zugehérige, durch 
2 —1 Gleichungen ausgedriickte, in der Schaar (11) enthaltene Schaar 
VON pix-) 

Demzufolge werden die Charakteristiken von (9) in M, sich ver- 
wandeln, jede von einfach unendlich vielen M,_; erzeugt, entsprechend 
den verschiedenen, den co! Elementen (zxp) der Charakteristik zuge- 
hérenden Biischeln (11) von p;;,, anderseits auch jede M, von co*-*" M,*) 
erzeugt, entsprechend den verschiedenen Reihen von oo' Werthsyste- 
men von (2%;p;p;x), die der Charakteristik und einer Integralfliche 
von (9) (sodann auch unbegrenzt vielen Integralfliichen von (9)) zu der- 
selben Zeit zugehdren. Als Bild von (9) entsteht in dieser Weise in 
(ZX) eine Figur, die aus co*+"—! Streifen VM, besteht, die mit einander 
selbst in folgender Weise verbunden sind. 

Wir wissen, dass je zwei Charakteristiken von (9), die durch zwei 
vereinigt liegende Flichenelemente (zxp) bestimmt sind, selbst ver- 
einigt, d. h. auf einer M,, liegen, und dass dann auch zwei ihnen in 
(ZX) entsprechende M,, — die bestimmt sind durch die Werthsysteme 
von (22;pipix), die den zwei Charakteristiken nebst einer durch sie hin- 
durchgehenden Integralfliche von (9) angehéren, — mit einander ver- 
einigt liegen miissen. 

Ein beliebiges Flichenelement (Z XP), — das das Bild gewisser 

der Gleichung (9) zugehérenden Werthsysteme von (22;p;p;x) ist, deren 
co"—? Flichenelemente (zp) bestimmt sind durch die n+ 3 Gleichungen: 
(9), (10), 
(183) Ze + G59, oe t+ Ge —% [fe] —0, — 
gehért oo*—"—' Streifen M, zu, die den von den genannten Elemen- 
ten (22; p; pix) bestimmten Charakteristiken von (9) entsprechen. 
Zu einer jeden der fraglichen M, construirt man vereinigt liegende M, 
derselben Art, indem man zu derjenigen Charakteristik von (9), die 
im Raume (ZX) die gegebene M, zum Bilde hat, die vereinigt lie- 
genden Charakteristiken bestimmt. Oder, ausgehend von ‘irgend einer 
M, und von irgend einem Elemente (7 X;P;P *) derselben, wird man 
fiir ein jedes vereinigt liegendes Element (74+ dZ--- P+ dP): 


*) Mannigfaltigkeiten einer Dimension, « = aint ) . 
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dZ =P, dX, +---+P, dX, , 
dP; = PidX,+---+ PindX,, 
((=1,2,---m), 

eine M/, finden kénnen, die mit der gegebenen YU, vereinigt liegt, so 
dass die eben beschriebenen Streifen M, zu unbegrenzt unendlich vielen 
Flichen sich zusammenordnen. Sie sind als Integralflichen eines Glei- 
chungssystems darzustellen, von dem die co®"—'M,, die den Charakte- 
ristiken von (9) entsprechen, eine Lésung ergeben. — Im Falle n —3 
wird die der Gleichung 1. O. in (ex) entsprechende Figur in (ZX) 
durch ihre Elemente (7 X;P; Pix) alle Elemente einer Gleichung 2. O., 
die durch die in der 6. Nummer meiner ersten Abhandlung angegebene 
Rechnung zu gewinnen ist, erfiillen. 


8. Ist statt einer partiellen Gleichung 1. 0. ein System partieller 
Gleichungen 1. O. vorgelegt: 


QM; (2%,--++ In Py -+ + Pn) =O, 
(14) P2 ( ; ; =0, 


Pm( ) == 0) ? 


und handelt es sich um die Darstellung seines Bildes in (ZX), so hat 
man sich in erster Hand von der durch die Transformation (10) be- 
wirkten Umformung einer beliebigen M,_,: 





2=—y (Lp44 VEG Xn) ) 
zr, = Y, ( ) ? 
: (15) By = Yr ( ), 
Pr = % ( )» 
Pu = Jn ( ) Fans 


wo die n—v letzten der Functionen y von den Functionen ~ und den 
iibrigen y folgendermassen abhiingen: 


1 e 6 av, 
ow OU, Y 

> 7 — > = - —  -* — ar = 1 

c Tyas 1 O@y 44 Xv Oya Av+1) 

J re 
dates aie aw 

L ee ee a ee oe 
OX, A Ox, ty OLy, ie 


Rechnung zu geben. Ich bemerke erstens, dass diese Mannigfaltig- 
keit jedem ihrer Flichenelemente folgendermassen eine Schaar von pix 
zuordnet. 
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Man hat die Gleichungen: 
dp; = pir dx, + pizdx, + --+-+ pind&,, 
(i= 1,2,---n), 
die fiir die fragliche Schaar gelten, wenn dp, dz aus den Gleichungen 


(15) berechnet werden. Es spalten sich diese Gleichungen in die fol- 
genden n—v Reihen von je n cele 


OWe at 2, oy . sl 
Pr) a — + Pie Bit, ae as gat Pires ~ ee! 
Ov, te ee : ian ea 
(16') ) Pr Oa, 4 ~ + Pa 0841 + + Pav 5 pat Peet — O@,41? 








3 0 
Ov road ae Peer « se ae 
Pai Oa, 4 ‘a Paez a. acs Pnv 9 OS ot alae Day 44 3 


, 


é é a 
Pu iq + Pir eet tt a oe z,, - + Pin = 3 ~ ’ 


oy oy Cv, é 
(en) 18 Ga, TP ge tb Pe ae + Pe Ge 








C oy Ox 
+ a Se See a ee 
| Pet 02,_ pes. % Pnv oa, _ Pnn = 


die simmmtlich Reihen von der Form (11) sind*). 

Demzufolge muss derjenigen Schaar von Werthsystemen von pj;, 
die die Mannigfaltigkeit (15) irgend einem ihrer Flichenelemente (zx p) 
zuordnet, eine Figur im Raume (ZX) entsprechen, die durch die fol- 
genden 2n—v-+1 Gleichungen definirt ist: 


(10) f (4%, +++ 2n py ~+ + pn ZX, --+ Xq) —0, 
of of of of 
(17) OX, + P, ag = 9» cee ax. +Pizz =, 


(fo) = 9, [fe.] =90, --- [fon] = 9, 


wo die letzteren symbolisch, von derselben Bedeutung hinsichtlich der 
hier in Frage kommenden Schaaren von p;, sind, wie die Gleichung 
(12) hinsichtlich der Schaar (11). 

Also wird derjenigen Schaar von Werthen der p,;,, die durch 
(16"), -- - (16"-”) irgend einem Elemente (zzp) zugeordnet ist, eine 


*) Diese (n —v)n Gleichungen sind, wegen des zwischen w, x geltenden Zu- 
sammenhangs, nur fiir (»—9) eter) von einand 
zu rechnen. 





unabhidngige Gleichungen 
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gewisse M, im Raume (ZX), also der Mannigfaltigkeit (15) eine von 
co"-”M, zusammengesetzte M, entsprechen. Letztere’ ist iibrigens als 
Umhiillungsgebilde der den Fliichenelementen (15) entsprechenden Fli- 
chen (10) zu betrachten. 

Jetzt kann die oben fiir das Gleichungssystem (14) gestellte Auf- 
gabe ohne Schwierigkeit erledigt werden. Man betrachte die Charak- 
teristiken des Systems*) als Erzeugende aller Integrale des Systems, 
und stelle dann die Bilder der Charakteristiken im Raume (ZX) auf. 
Diese Bilder werden, nach dem eben Entwickelten, M, sein, jede von 
oo” 2* M, _ mise erzeugt, wenn sonst »—k die Zahl der Dimensionen 
der Integralmannigfaltigkeiten grésstméglicher Dimensionszahl und 
m —2k die Dimensionszahl der Charakteristiken ist. Je zwei Charak- 
teristiken C, C’, die von zwei vereinigt liegenden Elementen (zxp), 
(e+dz---p-+ dp) bestimmt sind, liegen selbst mit einander vereinigt- 
d. h. auf einer und derselben M,,_2:41, und alle Integral- M,_,, die 
ein Element (22,;p;p;x.) gemein haben, miissen also nach einer Charak- 
teristik C eine Beriihrung der 2. O. besitzen. Die Charakteristik C 
muss demnach, als Inbegriff von Reihen von Elementen (¢2;p;p;,) auf, 
gefasst, eine Schaar von oc*—* **) Wf, 2%, die auf der vorhin erwiihn- 
ten, der Charakteristik entsprechenden M, verlaufen, im Raume (ZX) 
zum Bilde haben. Und jeder Integral-2/,_,, erzeugt von Charakte- 
ristiken C, entspricht eine Mannigfaltigkeit im Raume (ZX), die, 
nach dem Obigen, von » Dimensionen ist, und von jenen C entspre- 
chenden M,,_2; erzeugt wird. In dieser Weise entsteht als Bild im 
Raume (ZX) des vorgelegten Systems partieller Gleichungen 1. O. (14) 
ein Gleichungssystem, fiir welches Integral-M/, stattfinden, und das von 
oo?™—2m+2k+1, den Charakteristiken von (14) entsprechenden, IM, 
gewissermassen bestimmt sein wird, fiir welches weiterhin, falls 
n—m+k>1, charakteristische Mannigfaltigkeiten, Beriihrungsman- 
nigfaltigkeiten, von der Dimensionszahl m—2k existiren. 

Der Fall m— 2k=0, der hierbei ausgeschlossen worden ist, wird 
durch Adjunction einer beliebigen Gleichung f,41(22, +--+ p,--* Pn) =O 
auf den Fall m— 2k = 1 zuriickgefiihrt. 


9. Um das Verhalten der durch partielle Differentialgleichungen 
hoherer Ordnung in (zz) definirten Figuren gegeniiber der Transfor- 
mation (10) in solcher eingehenden Weise studiren zu kénnen, miissen 
jene Figuren selbst in Betreff des Zusammenhangs ihrer Integrale sehr 


*) Ueber den Begriff von ,,Charakteristiken eines beliebigen Systems par- 
tieller Gleichungen 1. 0.‘ siche meine Abhandlung ,,Ueber Systeme partieller 
Differentialgleichungen 1. O. in diesen Annalen Bd, XI. 


$*) gam ee oe onsietets (laste 


Mathematische Annalen, XIII. 6 








‘1 
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genau bekannt sein. Ebenso wachsen die Schwierigkeiten der Discus- 
sion von Fragen der obigen Art betriichtlich mit der Ordnungszahl 
der in den Transformationsgleichungen auftretenden partiellen Ditfe- 
rentialquotienten von z; eine Flichentransformation : 


f (22: Di > + + Payee. sk ZX,---X,)=0 


m—1 
setzt, behufs einer derartigen Discussion, wie der oben fiir die Trans- 
formation (10) vorgetragenen, eine weit ausgebildetere Theorie der 
partiellen Gleichungen m — 1. Ordnung (im Raume (z2)) voraus, als 
sie gegenwiirtig existirt. 


Il. 


Die mehrdeutigen Flichentransformationen, von denen eben die 
Rede gewesen ist, habe ich besonders deshalb fiir interessant gehalten, 
weil sie iiber gewisse Gattungen partieller Differentialgleichungen 
héherer Ordnung Aufschluss gegeben haben. In meiner ersten Ab- 
handlung (in diesen Annalen Bd. XI, p. 199) habe ich eingehend 
dariiber gesprochen und zugleich darauf aufmerksam gemacht, dass, 
wenn eine partielle Differentialgleichung, neben einer Schaar erster In- 
tegrale, die siimmtliche Elemente der Gleichung erfiillen, noch ein erstes 
Integral anderer Art enthilt, dieses mit einem jeden jener Integrale 
Integralflichen zur grésstméglichen Zahl*) gemein haben muss. (Nr. 8. 
der ersten Abhandlung.) Zwei solche erste Integrale bilden ein Glei- 
chungspaar ganz besonderer Art. In dem Falle, dass die anfingliche 
partielle Differentialgleichung von der zweiten Ordnung ist, also ihre 
ersten Integrale partielle Differentialgleichungen von der ersten Ord- 
nung sind, ist jedes der beziiglichen Gleichungspaare ein Involutions- 
paar und die eine der Gleichungen des Paares eine ganz beliebige 
Gleichung 1. .0.; aber wenn die anfingliche Gleichung von der dritten 
oder von héherer Ordnung ist, so ist jedes der beziiglichen Gleichungs- 
paare ein Paar von Gleichungen der zweiten oder héherer Ordnung, 
deren jede ganz eigenthiimlicher Natur ist, so dass sie eine specielle 
Gleichung der betreffenden Ordnungszahl bildet. 

Auf besondere Gleichungssysteme dieser Art sind wir im Niichst- 
vorangehenden eben durch die mehrdeutigen Flichentransformationen 
gefiihrt worden; es sind dies diejenigen Systeme, die wir in Nr. 4., 5. 
als Bilder in (XYZ) von partiellen Differentialgleichungen 1. O. resp. 
von gewissen Systemen zweier partieller Differentialgleichungen 2. O. 


*) Hierdurch ist der Zusammenhang der ersten Integrale keineswegs voll- 
stiindig definirt. Ich behalte aber auch im Folgenden diesen Ausdruck ,,zur 
griésstmiéglichen Zahl* bei, um anzugeben, dass die gemeinsamen Integrale alle 
Elemente des beziiglichen Systems erfiillen. 
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in (xyz) erhalten haben. 
bene Erzeugungsweise vollstandig angegeben. 





schliessen. 
beschiaftigen. 


Dimensionen auf. 
8 3. 


Dimensionen. 


10. Die partielle Differentialgleichung 3. 0., die ein 
erstes Integral von der Form: 


(18) eine arbitrire Function von (f, (¢xypqrst), f, (exyp 


besitzt, ist, wenn die dritten Differentialquotienten von 2: 
als Punktcoordinaten eines R, gedeutet werden, als eine 
dieses Raumes zu betrachten, und zwar als eine solche, di 
Schaar von M, folgender Art: 


os +nw+u=—0, 


(19) vtmwut+no+v=0 


zu erzeugen ist **). 


die folgende: 


of of, Of, f f Of; 
uae te eae + Gb tags + oe +83 
v oh + w of +o oh + (f+ q fs 45 oi +t 


und alle diese M, gehéren einer M, an, die, wenn die 
naten wu, v, w, @ wieder als dritte Differentialquotiente 
gefasst werden, 


darstellt. Diese Gleichung lautet: 


letmvtnwt+w wtmvotnwte 
vtmw+notrv vtmuwutnot+y 
wenn der Kiirze halber die Verhiltnisse (¢4 : oh) ete. 


or 


(20) 
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Ihr Charakter ist durch ihre oben beschrie- 


Aber daraus lisst sich 
Nichts tiber die allgemeineren Gleichungssysteme der fraglichen Art 
Mit der Beschreibung dieser Systeme und mit der Ent- 
wickelung ihrer charakteristischen Higenschaften werde ich mich hier 


Vornehmlich halte ich mich bei dem Falle eines Raumes von drei 


Von einigen partiellen Differentialgleichungen des Raumes von drei 


vollstandiges 


qrst)) =0*) 
u,v, Ww, @ 
gewisse 1, 
e durch eine 


Durch jedes der genannten ersten Integrale niim- 
lich ist eine M, jener Form bestimmt; z. B. durch f, (¢exypqrst) =C 


ah, 


i) —o, 


at) = 05 


Punktcoordi- 
n von Z auf- 


ont 


gerade die fragliche partielle Differentialgleichung 3. O. 


= 0) 


? 


der Differen- 


tialquotienten von /,, f, durch m° etc. bezeichnet werden. 


*) g ist die durch die Differentialgleichang definirte Function. 
**) Vgl. hierzu die 47. Nummer meiner ersten Abhandlung. 


6* 
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Eine solche M, kinnte', — was ich in der ersten Abhandlung be- 
wiesen habe, — eine zweite Schaar von Erzeugenden M, (19) besitzen, 
und es kinnte dann auch eintreffen, dass noch ein zweites vollstiindiges 
erstes Integral der Gleichung 3. O. (20) existirte. 

Eine jede M, (19), die einem Integrale dieser zweiten Schaar ent- 
spricht, muss eine jede M,, die einem Integrale der ersten Schaar ent- 
spricht, nach einer Mannigfaltigkeit einer Dimension schneiden, weil 
sonst die von der zweiten Schaar erzeugte M, eine andere als die von 
der ersten Schaar erzeugte werden wiirde. 


Andererseits hat ein jedes Integral der zweiten Schaar mit einem 
jeden der ersten Schaar Integralflichen zur grisstméglichen Zahl gemein. 
Dean nehmen wir beliebig einen Streifen von Flichenelementen (2xp) 
und ziehen eine durch denselben hindurchgehende Integralfliche eines 
beliebig genommenen Integrals der zweiten Schaar. Diese Fliche 
ordnet jedem Flichenelemente des Streifens ein gewisses Werthsystem 
von (rst) zu. Durch die so erhaltene einfach unendliche Reihe von 
Werthsystemen von (zxypqrst) lisst sich ein véllig bestimmtes Inte- 
gral der Schaar (18), und weiter, da die Elemente (exypqrst) jener 
Reihe zu je zwei vereinigt liegen*), eine Integralfliiche dieses Integrales 
hindurchlegen. Nun kann zu einer vorgelegten einfach unendlichen 
Reihe von zu je zwei vereinigt liegenden Elementen (zxypqrst) im 
Allgemeinen nur eine Integralfliiche (oder einige Flichen) einer ge- 
gebenen partiellen Differentialgleichung 3. O. construirt werden, indem 
die Gleichung 3. O. zu einem jeden der Elemente der Reihe ein ein- 
ziges Werthsystem oder einige Werthsysteme der dritten, vierten etc. 
Differentialquotienten von z bestimmt, die gerade der jene Reihe eunt- 
haltenden Integralfliiche zukommen.**) Die zwei hier in Betracht 
gezogenen Integralfliichen zweier erster Integrale von (20) miissen 
selbst Integralfliichen dieser Gleichung 3. O. sein, und es miissen 
folglich, da es nur eine solche Flache giebt, die jene oben besprochene 
Reihe von Elementen (¢xypqrst) enthilt, die beiden Flichen mit 
einander identisch sein. Also werden die beiden, den verschiedenen 
Schaaren von ersten Integralen der Gleichung (20) zugehérenden Glei- 
chungen 2. O. einer jeden, ihnen gemeinsam zugehdrenden Reihe von 
oo! zu je zwei vereinigt liegenden Elementen (zzypqrst) eine gemein- 
same Integralfliche zuordnen. Was eben zu beweisen war. 

Diese Beziehung je zweier, den verschiedenen Schaaren zugehiren- 


*) Von zwei Werthsystemen (¢xypqrst), (¢-+dz---t- dt) Sage ich, dass 
sie vereinigt liegen, wenn sie einer und derselben Fliiche zugehéren, d. i, wenn 
dz=pdx-+qdy, dp=rdx+sdy, dq=sdx+tdy. 

**) Ausgeschlossen bleibt offenbar der Fall, dass die gegebene Reihe eine 
fiir die Gleichung 3. O. charakteristische Reihe ist. 
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der Integrale zu einander ist auch eine nothwendige Folge des erst 
erwaihnten Umstandes, dass ihre M, sich nach einer Mannigfaltigkeit 


einer Dimension schneiden. — Betrachten wir nimlich zwei partielle 
Differentialgleichungen 2 - 0: 
(21) f(exypaqrst) =0, g(zxypqrst) =0 


und ihre M,: 
(22) utmetnwtu=0, ut+mo+nw+u =), 
otmw +no+v=0; v+mw+nra+rv =—0; 

wo der Kiirze wegen er ist : 
(23) ma 2; of ey —(% +432 se +4 ee : ae, 
und ah wir an, dass diese M, a einer M, sich schneiden. 
Die Bedingungen hierfiir driicken sich durch die zwei Gleichungen aus: 
(m—m’) (mn' —m'n) + (n—n’)? = 0, 
(m—m’) (vn’ — v'n) + (w—n') (u—w') =0, 
von denen die erste aussagt, dass die beiden Gleichungen (21) jedem 
gemeinsamen Elemente (zzypqrst) eine gemeinsame charakteristische 
Richtung zuordnen*). — Beiliufig erinnere ich an meine friihere Be- 
merkung (in der ersten Abhandlung), dass, wenn die Gleichung (20) 
ein anderes vollstiindiges erstes Integral als (18) zulisst, diese Integrale 
(18), etwa f, = C, f, = C, in einem solechen Zusammenhange stehen, 
dass von den charakteristischen Richtungen, die sie einem beliebigen 
Klemente (¢xypqrst) zuordnen, eine diesen Integralen gemeinsam ist. 
Dies ist eine einfache Consequenz des Vorangehenden; die fragliche 
Richtung ist nimlich zugleich eine charakteristische Richtung eines 
Integrals der zweiten Integralschaar der Gleichung (20). — 

Die Schnittmannigfaltigkeit der beiden M, (22) wird nun durch 
folgende drei Gleichungen dargestellt: 


(24) 


u+iv =x, 
(25) vy t+iw=%x, 
w+id—x,, 
wo 4= 2=5, - die fiir die Gleichungen (21) gemeinsame charakte- 


m— 
ristische Richtang (st = a) angiebt und x,, *,, x, die Werthe haben: 


nu’ — nu — w—w v— 


; 14 — ; x= —— 7 
n—n ’ 2 m—m ? 3 m—m 





s == 


*) Werden r, s, ¢ als Punktcoordinaten eines R, interpretirt, so will dies 
sagen, dass immer die durch die beiden Gleichungen 2. O. einem beliebigen Werth- 
systeme (zxypq) zugeordneten Flichen in R,’ nach einer Curve des sie taane 
et — o? = 0), sich schneiden. 









86 A. V. Bicxuunp. 


Durch (25) sind folglich, unter den Voraussetzungen (24), die 
Werthe der den beiden Gleichungen (21) gemeinsamen Werthsysteme 
der dritten Differentialquotienten von z gegeben. Fiir diejenigen Werthe 
‘der vierten Differentialquotienten von z, die den beiden Gleichungen 
(21) gemeinsam sind, erbilt man ein ahnliches Gleichungssystem: 


é +4, =m, 

& + Ae, = My, 

&y + dts = Us, 

& + 4e=— my, 
wenn é die fraglichen Differentialquotienten bedeuten, 4 den obigen 
Werth hat, und die w; Functionen von z, z, y, --- u,v, w, @ sind. 
Und ebenso erhilt man fiir ein jedes dem Systeme (21) zugehérendes 
Werthsystem von (¢rypq 2", 3'°, 4'° Differentialquotienten von 2) ein- 
fach unendlich viele den beiden Gleichungen des Systems gemeinsam 
zugehérende Werthsysteme der fiinften Differentialquotienten von z, 
die eine aihnliche Schaar bilden; u. s. w. — Denn im gegenwiirtigen 
Falle ist eine der Gleichungen : 





. .. = dp _ dp _ 
dw - ’° dy —S, dz a, dy ony 
(wo as ; iy vollstindige Differentiationen bezeichnen) eine algebraische 
Folge der anderen, so dass identisch ist: 
ese df df dp __ 
(24°) a, We +4 2 dy + wy = + Hy dy = 0. 
Von den Gleichungen fiir die vierten Differentialquotienten von 2: 
af aa af ht Py. op se ad » rm ep _ 
dat 9 Tedy 9 “ays 9% Gat —% aedy —% Gye 9 


miissen folglich, wie durch Differentiation von (24) ersichtlich, zwei 
Gleichungen eine algebraische Folge der anderen sein. Und wegen 
derselben Identitiit (24°) miissen sich die Gleichungen fiir die fiinften 
Differentialquotienten von z auf fiinf von einander unabhingige Glei- 
chungen reduciren, u. s. w.; — was in der That auf das eben Be- 
hauptete hinauskommt. — 

Also: einem jeden den Gleichungen (21) gemeinsamen Elemente 
(zxypqrst) wird eine jenen Gleichungen gemeinsame charakteristische 
Richtung 4 zugeordnet, sodann in Folge der Gleichungen (25) ein 


gewisses- unendlich benachbartes Element (2 + dz---¢-+ dt), fir 
welches: 


dy =idz, dz=(p+qAjdz, 
dp =(r+sda)dz, dq =(s+tA) dz, 
dr = x,dz, ds=x,dx, dt=x,dz 
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ist, so dass durch die fraglichen partiellen Differentialgleichungen 2. O. 
zu einem jeden gemeinsamen Elemente (2xypqrst) eine gemeinsame 
charakteristische Reihe von Elementen (zzypqrst) bestimmt wird. 
Von irgend einem, unserem Gleichungssysteme zugehérenden Elemente 
(exypqrstuvw@) aus kommen wir zu einer fiir beide Gleichungen 
gemeinsamen, vollig bestimmten Reihe von (¢x---w@), die gegeben 
ist durch die eben hingeschriebenen gewéhnlichen Differentialgleichun- 
gen, vereint mit diesen: 


du=wpu,dx, dvu=wu,dz, dw=u,dz, d0=—u,dz. 


Und ebenso wird man, ausgehend von einem Elemente (22 - - - ¢,) 
eine ganz bestimmte charakteristische Reihe derartiger Elemente er- 
halten, u. s. w. 

Betrachten wir eine charakteristische Reihe von Elementen 
(exypqrstuvw@) unseres Systems; durch dieselbe gehen, weil sie fiir 
f=0 wie fiir g =O eine charalkteristische Keihe bildet, unbegrenzt 
unendlich viele Integralfliichen von f= 0, ebensowie unbegrenzt un- 
endlich viele Integralfliichen von mg =0.*) Da nun diese Flichen 
lings der Curve, an die sich jene charakteristische Reihe anschliesst, 
eine Beriihrung der 3. O. mit einander eingehen, so haben sie nicht 
nur eine charakteristische Reihe von Elementen (¢zypqrst), sondern 
auch eine unendlich benachbarte Reihe von Elementen (zxypqrst) 
gemein, Diese zweite Reihe ist, da sie sowohl unbegrenzt unendlich 
vielen Integralflichen von f= 0 als unbegrenzt unendlich vielen In- 
tegralfliichen von m0 gemeinsam ist, eine gemeinsame charaleristische 
Reihe jener Gleichungen 2. 0. Daher schliesslich: IJrgend zwei Ele- 
mente des Gleichungssystems (21), die vereinigt liegen ,**) bestimmen zwei 
diesen Gleichungen gemeinsame Charakteristiken,***) die ebenfalls ver- 
einigt, d. i. auf einer Fliiche. liegen. 

Hieraus folgt dann noch der Satz: Durch jede beliebige einfache 
Reihe von zu je zwei vereinigt liegenden, den beiden Gleichungen (21) 
gemeinsamen, Elementen (2xypqrst) lisst sich eine Integralfliche der 
einen Gleichung legen, die dann auch eine Integralfliche der anderen 
Gleichung ist. 

Um auch das fiir die Erzeugung dieser Fliichen Charakteristische 


*) Fiir den Augenblick sehe ich von dem Umstande ab, dass in Wirklich- 
keit diese beiden Integralschaaren mit einander zusammenfallen. 

*t) Zwei Elemente (zvypqrst), (¢-+dz---t-+ dt) des Gleichungssystemes 
liegen vereinigt, wenn dz = pda+qdy, dp=rda+sdy, dq=sdu-+itdy, 
dr=udae+vdy, ds=vdi+wdy, dt=wda+ady ist, wo u,v, w, @ 
die Gleichungen (25) befriedigen. 

***) Kine charakteristische Reihe von Elementen (zxypqrst) bezeichne ich 
kurz als Charakteristik. 
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anzugeben, fiige ich hinzu: Je zwei Integraljliichen des Gleichungs- 
systemes (21), die sich in einem Punkte osculiren, osculiren sich lings 
einer ganzen Curve. 

Von diesen Gleichungen 2. O. (21) ist nur das Stattfinden der Be- 
dingungen (24) vorausgesetzt worden, — so dass wirklich, wie oben 
behauptet wurde, die fiir zwei, verschiedenen Schaaren zugehdrende 
erste Integrale der Gleichung (20) ausgesprochene Kigenschaft, ge- 
meinsame Integralflichen zu besitzen, eine nothwendige Consequenz 
ist der fiir ihre DZ, ausgesprochenen Eigenschaft, sich nach einer 
Mannigfaltigkeit einer Dimension zu schneiden. 

ll. Sei 

f(exypqrst)=—C 
eine Gleichung mit der willkiirlichen Constanten C, die zu jeder der 
beiden Gleichungen: 


yp, @xyparst)—=—C, gp, (exypgrst) =C 
in der oben beschriebenen Beziehung steht, so dass ein jedes Element 
(zxypqrst) eine sowohl fiir f und gy, als auch fiir f und op, gemein- 
same charakteristische Richtung bestimmt. Aus dem, was oben von 
einer solchen partiellen Gleichung 3. O., die ein vollstindiges, durch 
die Gleichung 

eine arbitriire Function von (9,, 9.) = 0 


ausgedriicktes erstes Integral besitzt, auseinandergesetzt wurde, folgt 
dann, dass nothwendig auch jede partielle Differentialgleichung 2. O. von 
der Form: 

F (9;, 92) =9 


mit f =C ein Gleichungssystem von der oben vom Systeme (21) oder 
von dem von f =C und gp, = C (oder mp, = C) gebildeten Systeme an- 
gemerkten Eigenschaft bildet. 

Dies wird iibrigens evident, wenn man bemerkt, dass die Glei- 
chungen (24) als zwei lineare partielle Differentialgleichungen 1. O. fiir 
g zu betrachten sind. Sehen wir niimlich f als bekannt an, so kénnen 


wir statt der ersten der Gleichungen (24) schreiben: a. gleich 


einer Wurzel der Gleichung der fiir f charakteristischen Richtungen, d. i:: 





m— mM 2 ? 





n—n  — m+Vmt—An 


und mit Benutzung dieses Ausdruckes von * — a wird durch (23) die 


zweite der Gleichungen (24) ohne Weiteres in eine lineare partielle 
Differentialgleichung fiir p iibergefiihrt. Von zwei linearen partiellen 
Differentialgleichungen 1. O. gilt aber der Satz, dass, wenn dieselben 
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zwei gemeinsame Lésungen g,—=C, y,==C zulassen, nothwendig auch 
F (9;, P2) = 0 eine gemeinsame Liésung ist. — 
12. Die Gleichung (20) wird eine lineare Gleichung, falls: 
m =m, n =n°,*) 
d. i. wenn die ersten Integrale f, =c, f, =e einem jeden Elemente 
(zxypqrst) ganz dasselbe Paar von charakteristischen Richtungen zu- 


ordnen. Kine lineare Gleichung 3. O. kaun nun drei distincte voll- 
stindige erste Integrale besitzen, weil fiir eine lineare V,: 
Au+ Bo+Cw+ Do+ E=0, 
immer drei Schaaren von erzeugenden M, (19) existiren, und weil es 
sich treffen kann, dass sich sowck! zu der einen charakteristischen 
Richtung von f; = C (und f, = C) wie zu der anderen ein Gleichungs- 
system von derselben Beschatffenheit wie das obige von g,—=C, 9, =C 
gebildete (Nummer 11) finden laisst. — Seien f(¢rypqrst) =0, 
y (exypaqrst) = 0, wy (exypqrst) = 0 drei erste Integrale, deren UM, 
bez. den drei Schaaren angehéren; dieselben ordnen jedem gemeinsamen 
Elemente (gxypqrstuvw®) drei einfach unendliche Reihen von eben 
solchen Elementen (2xypqrstuvw@®) zu, deren jede fiir je zwei der 
Gleichungen eine gemeinsame charakteristische Reihe ist, — und jene 
Elemente ordnen sich desshalb zu dreifach wnendlich vielen fiir jene 
Gleichungen 2. O. gemeinsamen Integralflichen zusammen.: 
Umgekehrt, wenn drei Gleichungsschaaren : 


eine arbitriire Function von (f,, f,) = 9, 

eine arbitrire Function von (9,, 9.) = 90, 

eine arbitriire Function von (%,, ~,) = 0, 
so mit einander verbunden sind, dass eine jede Gleichung der ersten 
Schaar zugleich mit einer jeden der zweiten und einer jeden der dritten 
dreifach unendlich viele Integralflichen gemein hat, so gehéren zuniachst 
die drei Schaaren einer und derselben partiellen Differentialgleichung 
3. O. an, und stehen folglich weiter in der eben von den Gleichungen 
(f==0, p=0, »y =0) bemerkten Beziehung zu einander. 


13. Die partielle Differentialgleichung 4. O., die ein vollstindiges 
erstes Integral der Form: 
Eine arbitrire Function von 
(26) (f,(exypaqrstuow®d), f, (exypqrstuvw®d)) = 0 


*) D. h, wenn sich die durch die Gleichungen /; = C, f,=C dargestellten 
Flichen (im Raume R,) lings einer Curve beriihren. 


. 
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besitzt, ist, wenn die vierten Differentialquotienten von 2:8, &, &, &, &, 
als Coordinaten der Punkte eines R,’ gedeutet werden, selbst als eine 
gewisse M, dieses Raumes zu deuten, Die Gleichung dieser M, hat 
die Form: 


27) e+ m,°e, +m," €,-+ m,"° e+ 6 &+m,'e,+m,!' €,-+m,! este 0 

&, + m,° e,-+ m,° &, + m,° &,-+- v® &,-+- m,' &,-++ m,' e,-+-m,!' é,-+-0'| 
und besitzt folglich eine Schaar von einfach unendlich vielen M,, die 
sich durch Gleichungen der Form: 


(28) é + m,& + me, + me, + ue —0, 

&, + m,& + ms, + me, + v =O, 
ausdriicken und die auch den verschiedenen, unter der Gleichungsform 
(26) einbegriffenen Integralen als Gleichungen fiir die diesen Integralen 
zugehdrenden Differentialquotienten von zg entsprechen. 

Wenn die ersten Integrale f, = C, f, = C (wo C eine willkiirliche 
Constante) zwei beliebige Gleichungen 3. QO. sind, so hat die. von der 
Gleichung (26) dargestellte M, (27) nur eine Schaar von Erzeugenden 
von der Form (28), — soll sie aber noch eine Schaar von erzeugen- 
den M, derselben Form (28) besitzen, so miissen die ersten Integrale 
f, = C, fp = C in einem gewissen , folgendermassen leicht zu erkennen- 
den Zusammenhange zu einander stehen. 

Jede M, einer zweiten Schaar muss jede M, der ersten Schaar 
nach einer Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen schneiden, weil 
beide Schaaren von M, dieselbe M, erzeugen sollen. D. h. jede durch 
eine M, der ersten Schaar hindurchgelegte ebene M,: 


(29) e+ m,°e, +---m,°e, + w°+A(e, +m, e,+---m,°e,+ v°) = 0, 


muss die Fliche (27) nach einer M, der anderen Schaar schneiden. 
Nun erfiillt, wie aus den Formen der beziiglichen Gleichungen (27), 
(29) ersichtlich ist, diese Schnittmannigfaltigkeit stets die Gleichung: 


(30) & + m,"e, +---m,'e, + w+ A(e, + m,'e,+---m,'e,+v') = 0, 


und daher muss den zwei folgenden Relationen: 


(o.% gn..')2 nn 1 mo 1 m,.° P- se 
(3 (m,° — m,')? + (an, m,') (m,° m,'— m,°m,') = 0, 
(m,°—m,") (m,°—m,') + (m,°—m,') (m,°m,! — m,°m,') = 0, 
Geniige geleistet werden, — falls [(29), (30)] eine M, von der Form 


(28) werden soll. 


Diese Relationen sind unabhiingig von 4. Folglich, wenn es fiir 
die M, (27) eine M, von der Form (28) giebt, die nicht der gegebenen 
(ersten) Schaar von erzeugenden M, angehidrt, so giebt es nothwendig 
auch eine ganze zweite Schaar von Erzeugenden derselben Form (28). — 
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Von den einem beliebigen Elemente (gxypqrstuvw@) durch die 
partiellen Differentialgleichungen 3. Ordnung f, (exypqrstuvw®B) = C, 
f, (exypqrstuvw®) = C zugeordneten zwei Gruppen von drei charak- 
teristischen Richtungen*) sind, wegen (31), zwei Richtungen fiir beide 
Gruppen gemeinsam, — und es ist dies der Zusammenhang, der zwischen 
zwei ersten Integralen /, = C, f, = C bestehen muss, damit es még- 
lich sei, dass die Gleichung 4. O. (27) ein erstes Integral gestatten 
kénne, das nicht schon in der Integralschaar (26) enthalten ist. — 
Dies wird aber auch aus dem nun Folgenden unmittelbar klar. 


14. Wenn f=—C, »=C zwei erste Integrale verschiedener 
Schaaren bedeuten, deren M, (28) sich, nach dem eben Erorterten, 
also in einer Mannigfaltigkeit zweier Dimensionen schneiden, so muss, 
— wie leicht durch die Rechnung zu verificiren ist, — diese Mannig- 
faltigkeit nothwendig eine solche sein, die sich durch Gleichungen von 
folgender Form ausdriickt: 


E+ O18 + O.& = %, 
(32) By + O18 + O28 = %, 
Ey + 01 &3 + O28 = Hp. 
Auf dieser Mannigfaltigkeit sind insbesondere zwei Schaaren von 
M, ausgezeichnet, niimlich die folgenden: 
e+e =m, é + A,e =m, 
(33) & + A, & = Ue, & + Ae = He 

&, + A, & = Us, & + A, & = Us , 

Ey ALE, = 43 &3 + A, = wy — 
wo 4,, A,die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind: 
(34) ?— 94+ 0,=0, 
und w, uw von einem variablen Parameter abhingen. 

Einem jeden, unserem Gleichungspaare: f= C, p=C zuge- 
hérigen Werthsysteme von (¢rypqrstuvw@ éé,---&€,) werden zwei- 
fach unendlich viele Werthsysteme der fiinften Differentialquotienten 


von 2: €, €,---+§ zugeordnet. Die von ihnen gebildete Reihe ist 
bestimmt durch Gleichungen der Form: 


*) Die durch eine Gleichung 3. O.. F'(z---@) = 0 irgend einem ihrer Elemente 
(z--+@) zugeordneten charakteristischen Richtungen sind gegeben durch die 
Gleichungen: dz=(p+q1) da, dy=idz, 

sy... WF., OF _ 
he Se ee 
(Vgl. hierzu Nr. 17.) 
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f+ 018; + 2h =, 
(35) i + Oro + O2f3 = M2, 
fo + 013 + 026, = V3, 
fs + O10, + O28 = %, 

Wo @,, @, die schon in (32) vorkommenden Grossen sind. 

Dies ersieht man sogleich aus der Relation: 
d d d d 
ay GE dy OO + on GE + te Ge =, 


(wo _; iy volistindige Differentiationen bezeichnen) die, zufolge 


des zwischen f, m supponirten Zusammenhangs, identisch erfiillt ist. 
Hieraus folgt niimlich, ganz so wie in Nr. 10. aus der Gleichung (24’) 
der entsprechende Satz gefolgert wurde, dass jedem unserer Elemente 
(32) alle diejenigen Werthe von €, €,,---§, die die vier Gleichungen 
befriedigen : 
*f _o *f _o #f 9, #20 
dz* ? dady > dy* ? &# ? 
als die dem Gleichungssysteme: f = C, g = C zugehdrigen Differen- 
tialquotienten von gz zugehéren miissen. Denn die iibrigen Gieichun- 
gen fiir ¢: 
.. ae. 
dady > dy , 
sind, wegen der eben bemerkten identischen Relation, eine blosse 
Folge jener. Und weiter erkennt man leicht, etwa aus der Form der 
Gleichungen (32), dass diese Gleichungen fiir durch ein System der 
behaupteten Form zu ersetzen sind. 

Zu einem jeden, unserem Gleichungssysteme: f= C, pg = C zu- 
gehorigen Werthsysteme (zz---£) gehdrt eine Reihe von zweifach 
unendlich vielen Werthsystemen der sechsten Differentialquotienten von 
2, in deren Gleichungen die obigen Gréssen 9,, @, in ganz derselben 
Weise, wie in (32), (35), auftreten, — und von den siebenten Differen- 
tialquotienten von z gilt ein entsprechender Satz, u. s. w. 

Man hat also, da die zwei Gleichungen 3. O. 


f =C, 5 Sa C 
zu den Gleichungen (32), (35) etc. fiir die ihnen zugehérenden vierten, 


fiinften etc. Differentialquotienten von ¢ fiihren, ein System gewdhn- 
licher Differentialgleichungen vor sich: 


dz=pdx-+qdy, dy = Adz, (Aeine Wurzel von (34)) 
dr = udz + vdy, ete. 
du = u,dz, ete. (D. i. die Gleichungen (33)) 
etc., 
das ein System von eben derselben Natur ist wie dasjenige, durch wel- 
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ches die Charakteristiken der allgemeinen partiellen Differentialgleichung 
2. O. bestimmt sind. Ich sehe es als einen sehr bemerkenswerthen Um- 
stand an, dass, wie ich sogleich beweisen werde, die Elemente 
(gu-++u-+++e+--§---) dieses Systems zu Flichen zusammengefiigt 
werden kinnen, so dass durch ein Fléchensystem ein volistindiges In- 
tegral jenes Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen auszudriicken ist. 


15. Das vorgelegte Gleichungssystem ist dadurch vollstindig 
charakterisirt, dass die zwei partiellen Differentialgleichungen 3. O. 
f= C, »=C, die es begriinden, zu zwei M, (28) Anlass geben, 
die sich nach einer Mannigfaltigkeit zweier Dimensionen schneiden. 
In Folge dieser Eigenschaft dieser partiellen Differentialgleichungen 
3. O. wird man immer unbegrenzt viele M, (27), — u. A. eine ebene 
M,, — construiren kénnen, die, als partielle Differentialgleichungen 
4. O. aufgefasst, die Gleichungen f= C, » =C als erste Integrale 
besitzen. Nun betrachte ich irgend eine dieser Gleichungen 4. O. und 
bezeichne sie kurz durch Q = 0; ich betrachte weiter eine Reihe von 
zu je zwei unendlich benachbarten vereinigt liegenden, den zwei Glei- 
chungen 3. O. f=C,, » =C, gemeinsam zugehérenden Elementen 
(exypgqrstuvw@). Durch dieselbe*) geht stets eine, und nur eine 
Integralfliche von Q = 0, durch dieselbe, weil sie aus Elementen von 
f = C, zusammengesetzt ist, geht eine Integralfliche von f = C,, und 
aus iihnlichem Grunde eine Integralfliche von g = C,. Aber alle In- 
tegralfliichen der ersten Integrale einer Gleichung miissen Integral- 
flichen dieser Gleichung selbst sein. Also miissen die zwei zuletzt 
besprochenen Flachen mit der ersten Fliche zusammenfallen. Also 
miissen die Gleichungen f = C,, p = C, Integralflachen zur grisstmég- 
lichen Zahl gemein haben, und zwar so, dass jede fiir die beiden Glei- 
chungen gemeinsame Reihe von Elementen (gxypqrstuvw®@) eine fiir 
beide Gleichungen gemeinsame Integralfliche bestimmt. Also muss 
schliesslich, wie zu beweisen war, das am Ende der vorangehenden 
Nummer erdrterte System von gewohnlichen Differentialgleichungen ein 
aus Fliichen bestehendes Integralsystem besitzen. 

Das Problem der Darstellung dieser Integralfliichen ist ein Problem 
derselben Natur wie das der Darstellung der Integralflichen der all- 
gemeinen partiellen Differentialgleichung 2.0. mit zwei unabhingigen 
Variabeln. — 

Kin specieller Fall eines derartigen Systems gewohnlicher Differen- 
tialgleichungen ist é@in aus einer Gleichungsschaar: 


*) Von dem Falle, dass die Linienelemente der Reihe fiir die fraglichen par- 
tiellen Gleichungen oder fiir eine derselben charakteristische Richtungen sind, 
sehe ich ab. 
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v(zxypgqrstO’C’) =C, 
(wo C°, C’ willkiirliche Constanten bezeichnen) herzuleitendes System ; 
in ein solches verwandelt sich das vorhin betrachtete, wenn die Glei- 
chungen: f = C°, » = C’ fiir alle Werthe von ©°, C’ ein erstes In- 
tegral mit einer willkiirlichen Constanten C gemein haben. 


16. Aus dem Satze, dass, wenn /, = C, f, = C zwei erste In- 


tegrale derselben Schaar einer Gleichung (27) sind, auch die Gleichung : 


eine jede Function von (/,, f,) gleich Null, ein erstes Integral bildet, 
folgt, dass, wenn von einer partiellen Differentialgleichung 3. O.: 

gy (exypqrstuvwd) = 0, 
bekannt ist, dass sie zu zwei Gleichungen: 

f (exypaqrstuvwd) = C, 

f, ( )= C, 
(wo C eine willkiirliche Constante bezeichnet) in der oben beschrie- 
benen Beziehung steht, so dass sie mit diesen Gleichungen dieselben 


zwei charakteristischen Richtungen und ausserdem Integralflichen zur 
grisstmiglichen Zahl gemein hat, — sie zu jeder Gleichung 3. O. von 


der Form: 
F (f,; he) = 0, 


in derselben Beziehung steht. — Umgekehrt, weun eine jede Integral- 
fliche einer partiellen Differentialgleichung 3. O. m» =O auch einer 
partiellen Differentialgleichung 3. O. der Form: F (f,, f,) = 0, geniigt, 
— wo f,, f, determinirte Functionen von 2, 2, y, p, q, 7, 8, t, u,v, w, @ 
bedeuten, — so ist nothwendig mg = 0 eine Gleichung, die zu f,, f, 
in der oben erérterten besonderen Beziehung steht. 

Es kénnten zwei (aber nicht mehr) von einander unabhiingige 
Gleichungen 3. O., jede mit einer willkiirlichen Constanten C: », = C, 
, =C dieselbe Beziehung, wie oben p =0, zu f, = C, f,—=C haben. 
Alsdann hat jede Gleichung © (g,, m,) = 0 die niimliche Beziehung 
zu jeder Gleichung F (f,, f,) = 0. 

17. Betrachten wir fiir den Augenblick eine partielle Differential- 
gleichung 4. O. allgemeinster Form: 


F (¢@xz--- &&,) =0, 


und bilden wir die ersten Derivirten derselben: 


Etmeit+---+me,+u—d, 

f+ mo +:---+mo +v=—0. 
Sie stellen, — die €; als Punktcoordinaten interpretirt, — eine ge- 
wissse M, dar, die u. A. Mannigfaltigkeiten erster Dimension von 
folgender Form enthilt: 
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€ +46 = 4, 
bi + ab, = U2, 
by +46 =, 
wenn A eine Wurzel der Gleichung ist: 
(36) At — m, a3 + md? — mA + m, = 0. 


Dass aber die der partiellen Differentialgleichung 4. 0. zugehéren- 
den Differentialquotienten € in vier (vierfach unendliche) Biischel der 
genannten Art sich vertheilen, bedeutet nichts Anderes, als dass es 
Streifen von vereinigt liegenden Elementen (exyp---w@e--- &) 
geben muss, die unbegrenzt unendlich vielen Integralflichen gemein 
sind, wobei die Linienelemente jedes solchen Streifens durch die Be- 
dingungen bestimmt sind: 


dy = Ada, dz =(p+4qA4) dz, 
(A eine Wurzel von (36).) 


Die Richtungen dieser Linienelemente nennt man fiir die Glei- 
chung 4. O. charakteristische Richtungen; jedem Elemente (ex - - - €) 
der Gleichung werden vier charakteristische Richtungen zugcordnet. — 
Durch einen Streifen von vereinigt liegenden Elementen (zz ---w@), 
dessen Linienelemente keine charakteristische Richtungen haben, gehen 
nur. endlich viele Integralfliichen der fraglichen partiellen Differeutial- 
gleichung. — 


18. Es werden also durch die partielle Differentialgleichung 4. O. 
(27), mit der wir uns oben beschiiftigt haben, jedem ihrer Elemente 
vier charakteristische Richtungen zugeordnet. Zwei dieser Richtungen 
sind selbstverstindlich die schon angemerkten, fiir /, = C, fy =C 
gemeinsamen charakteristischen Richtungen. — Betrachten wir jetat 
im Besonderen den Fall einer linearen Gleichung 4. O.; eine solche 
wiirde fiir die ersten Integrale /, = C, f, =C dieselben drei charak- 
teristischen Richtungen liefern, und iiberdies drei, sogar vier Schaaren 
von ersten Integralen besitzen kinnen. Mehr als vier Schaaren von 
ersten Integralen sind desshalb unméglich, weil es nicht mehr als vier 
Combinationen von den einem beliebigen Elemente zugehérenden vier 
charakteristischen Richtungen zu Gruppen von: je drei geben kann, 
und jede erste Integralschaar eben eine solche Gruppe als System von 
eigenen charakteristischen Richtungen enthalten muss, — oder weil 
es nicht mehr als drei Gruppierungen zu je zwei der fiir f, = C, f, =C 
gemeinsamen drei charakteristischen Richtungen giebt, und eine solche 
Gruppierung bedingt wird, wenn /,, f, zu einem Gleichungssysteme 
F (9,, 2) = 0 in der hier in Frage kommenden, in Nr. 16. beschrie- 
benen Beziehung stehen sollen. 
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Drei erste Integrale, die drei verschiedenen Schaaren zugehdren, 
stehen zu einander zu je zwei in dem oben von Integralen zweier 
Schaaren bemerkten Zusammenhange und haben alle drei eine charak- 
teristische Richtung gemein. Oder, ihre M, (28) schneiden sich nach 
einer M,; in Folge dessen bestimmt jedes den drei Gleichungen gemein- 
same Element (2xypqrstuvw®) einen fiir alle Gleichungen gemein- 
samen charakteristischen Streifen. Aus diesen Charakteristiken bildet 
man, gerade wie in Nr. 10., Flichen, so dass die drei Gleichungen 
Integralfliichen zu einer unbegrenzt unendlichen Zahl gemein_ haben. 
Jede Integralfliche. eines ersten Integrals der einen Schaar wird zu- 
gleich eine Integralfliiche eines Integrals der zweiten und eines der 
dritten Schaar. 

Wir wiirden insbesondere annehmen kinnen, dass zwei der frag- 
lichen ersten Integrale selbst ein erstes Integral gemeinsam besitzen. 
Letzteres ist eine partielle Differentialgleichung 2.0. Diese Gleichung 
2. O. steht dann zu jeder Gleichung 3. 0.: ~=—C, die ein, einer 
dritten Integralschaar zugehérendes erstes Integral der Gleichung 4. O. 
bildet, in folgender Beziehung: Jedem der Elemente (2xypqrstuvw®) 
der Gleichung 2. O. wird vermittelst der genannten Gleichung 3. O. ein 
bestimmter charakteristischer Streifen zugeordnet. Man gewinnt, wenn 
die Gleichungen 2. und 3. O. gegeben sind, diese Streifen durch In- 
tegration eines Systems von x gewodhnlichen Differentialgleichungen 
mit x + 1 Variablen. Die Integration eines zweiten Systems gewdhn- 
licher Differentialgleichungen ist dann weiter néthig, um diese Streifen, 
— die Reihen von co' Elementen (¢xypqrstuwvw@) sind, — ibrer- 
seits zu Integralfliichen zusammenzufiigen. 

Wenn eine partielle Differentialgleichung 2. O. zu zwei Gleichun- 
gen 3. O.: gy, = C, my, = C, — die dieselben drei charakteristischen 
Richtungen besitzen, von denen die eine zugleich der Gleichung 2. O. 
als eine charakteristische Richtung zugehért, — in der obigen Be- 
ziehung steht, so hat sie auch zu jeder Gleichung 3. O.: 


F(9,,; P2) = 0, 
die niimliche Beziehung. Jede Integralfliiche der Gleichung 2. O..-ist 
dann auch als Integral einer der letzteren Gleichungen darzustellen. 


19. Ich nehme schliesslich an, dass die lineare partielle Gleichung 
4. O. vier Schaaren von ersten Integralen zulisst. Je drei von ihnen 
stehen in dem in niichstvorangehender Nummer bemerkten Zusammen- 
hange; je vier, den verschiedenen Schaaren zugehdérende erste Integrale 
haben sechsfach unendlich viele Integralflichen gemein. 

Wenn zwei erste Integrale wieder ein erstes Integral gemein hiitten, 
so miisste dies eine partielle Differentialgleichung 2. O. scin, die 2u zwei 
Schaaren von Gleichungen 3. O. von der Form: 
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eine arb. F'(g,, 9.) = 0, 
eine arb. F'(y,, ¥.) = 0, 


in der am Schlusse der vorangehenden Nummer von den dort betrach- 
teten Gleichungen 2. und 3. O. erérterten Beziehung stehen wiirde. 
Diesen zwei Schaaren Gleichungen 3. O. wiirden die zwei charakteristi- 
schen Richtungen der partiellen Differentialgleichung 2. O. entsprechen. 


20. Die partielle Differentialgleichung 1‘ Ordnung mit einem 
ersten Integrale der Form: 


eine arbitrire Function von (f,,f,) = 0, 


wo f,, f. bestimmte Functionen von z, x, y und den ersten bis den 
n — 1s'°= Differentialquotienten von ¢ nach x, y bezeichnen, fiihrt in 
iihnlicher Weise, wie sich oben, den Fiillen n =3, n= 4 entsprechend, 
fiir die Gleichungen 3. und 4. O. ergab, zu Systemen von zwei, drei, 

- m Schaaren von partiellen Differentialgleichungen n — 1. O., die in 
einer eigenthiimlichen gegenseitigen Beziehung stehen. 

Wenn die Gleichungen n — 1. O. f, =C, f, = C n— 2 und nicht 
mehr charakteristische Richtungen gemein haben, so kann es héchstens 
noch eine Schaar von Integralgleichungen » — 1. O. geben, fiir welche 
dann jene Richtungen nothwendig charakteristische Richtungen sind. 
Jede Gleichung F'(f,, f.) 0 hat mit jeder Gleichung der letzten 
Schaar unbegrenzt unendlich viele Integralflichen gemein. — Wenn 
jene Gleichungen f, = C, f, = C dieselben » — 1 charakteristischen 
Richtungen besitzen, so ist es méglich, dass sie hinsichtlich einer 
Gruppe von » — 2 dieser Richtungen so beschaffen sind, dass sie eine 
Schaar von Gleichungen » — 1. O. mit den genannten » — 2 Rich- 
tungen als (gemeinsame) charakteristische Richtungen zulassen, mit 
denen sie Integralfliichen zu unbegrenzt unendlicher Zahl gemein haben, 
— eine Gleichungsschaar, die also eine zweite Schaar von ersten In- 
tegralen von der, nun linearen, partiellen Differentialgleichung n. Ord- 
nung bildet. Es ist weiter méglich, dass die Gleichungen f/f, = C, 
f, = C hinsichtlich zweier Gruppen von je m — 2 ihrer » — 1 charak- 
teristischen Richtungen von der namlichen Beschaffenheit sind, wie 
es eben hinsichtlich einer Gruppe von ihnen angenommen wurde, oder 
dass dasselbe von drei, vier, sogar » — 1 (der grésstméglichen Zahl) 
Gruppen von je » — 2 der fiir f, = C, f, = C (gemeinsamen) charak- 
teristischen Richtungen gilt. Dementsprechend finden sich drei, vier, 

-m Schaaren von ersten Integralen der linearen Gleichung n. Ord- 
nung. — Je » Integrale der verschiedenen Schaaren haben Integral- 
flichen zur grésstméglichen Zahl gemein. 


Mathematische Annalen. XIII. 7 
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Insbesondere kinnen wir den Fall betrachten, dass gewisse n — k 
dieser Integralgleichungen n — 1. O. eine partielle Differentialgleichung 
‘k. O. als gemeinsames Integral besitzen.*) — Wir sehen, dass diese 
Gleichung k. O. zu irgend welchen k Gleichungen » — 1. O., die den 
tibrigen k Schaaren von Integralen der Gleichung n. O. beziiglich zu- 
gehoren, in folgender Beziehung steht: 

Sie hat mit jeder dieser Gleichungen n — 1. Ordnung k — 1 charak- 
teristische Richtungen und mit je k — 1 derselben eine charakteristische 
Richtung gemein. Zusammen mit je k — 1 der Gleichungen ordnet sie 
jedem thr und diesen Gleichungen gemeinsamen Elemente (2xypq, 2", 
dt, -- +m — 1° Differentialquotienten von 2) einen gemeinsamen charak- 
teristischen Streifen, oder besser, eine yemeinsame charakteristische Reihe 
derartiger Elemente zu. Je zwei solche charakteristische Reihen, die von 
zwei vereinigt liegenden Elementen bestimmt sind, liegen selbst vereinigt. 
Nach diesem Satze bildet man leicht fiir die Gleichung k. O. und fiir 
das von je k —1 der Gleichungen n — 1. O. gebildete System gemein- 
same Integralflichen. Mit allen k Gleichungen n — 1. O. muss die 
Gleichung k. O. Integralfliichen zu einer solchen Zahl gemein haben, 
dass durch dieselben alle Elemente (exypq---n — 2" Diffqu. von 2) 
der Gleichung k. O. herauskommen. 


Durch Anwendung aller Gleichungen » — 1. Ordnung von k — 1 
der & supponirten Integralschaaren wird man in der eben angefiihrten 
Weise alle Integralflichen der Gleichung k. O. erhalten. 

Wie alles dies auszusprechen ist, wenn es nicht k, sondern weniger 
als & Schaaren von ersten Integralen giebt, ist ohne Weiteres klar.**) 
Setzt man k = 2, so sieht man, wenn eine partielle Differentialglei- 
chung 2. O. mit einer partiellen Differentialgleichung » — 1. Ordnung: 
9, = C, (C eine willkiirliche Constante) in einem solchen Zusammen- 
hange steht, dass zu jedem Elemente (exypq --- — 1*° Diffqu. v. 2) 
der Gleichung 2. O. eine Charakteristik***) gehért, die zu derselben 


*) Aus n—k Gleichungen n —k — 1. O. mit einer Integralfliche kénnen 
wir durch Anwendung einer Flachentransformation: f(zxypqr - -- k'e Differentialqu. 
v. z, ZXY)=0, ein System von n —k Gleichungen n — 1. O. mit einer Glei- 
chung k. O. als gemeinsamem Integrale ableiten. 


**) Die Bedingung eines Zusammenhangs der eben beschriebenen Art zwischen 
einer Gleichung k. O.: F=0, und einer Gleichung n — 1. O0.: mg =0, driickt 
sich algebraisch so aus: Von den n —k + 3 Gleichungen: 


—k —k n—k 
et Ee « ie <i Be Pee, SE nt, Sint, 





da"—* da"—*—\dy 
muss die eine Gleichwng eine algebraische Folge der anderen sein. 


***) Unter Charakteristik hier eine charakteristische Reihe von einfach unend- 
lich vielen Elementen (zaypq---n — 15 Differentialquotienten von 2) verstanden. 
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Zeit Charakteristik der Gleichung gy, = C°® ist, in welchem Falle je 
zwei von vereinigt liegenden Elementen bestimmte Charakteristiken 
vereinigt liegen, — und wenn weiter die Gleichung 2. O., hinsichtlich 
der néimlichen charakteristischen Richtungen, auch zu einer zweiten 
Gleichung » — 1. O.: m, = C, (C eine willkirliche Constante) in der- 
selben Beziehung steht, so steht sie nothwendig zu jeder Gleichung 
F (%;, @.) = 0 im ganz der niimlichen Beziehung, so dass jede Inte- 
gralfliche der Gleichung 2. O. als Integralfliche einer der letzteren 
Gleichungen erscheint. Vermittelst der Gleichungen: gp, =C, 9, =C 
werden alsdann die Integrale der partiellen Differentialgleichung 2. O. 
mit Hiilfe von Systemen von x gewdhnlichen Differentialgleichungen 
emit x -+ 1 Variablen hergeleitet. Die zweiten, durch die partielle Glei- 
chung 2. O. ihren Elementen zugeordneten charakteristischen Rich- 
tungen wiirden zu einer ahnlichen Beziehung zwischen der Gleichung 
2. O. und anderen partiellen Differentialgleichungen, etwa der m. Ord- 
nung, fiihren kénnen. 

Dieser Satz ist zuerst von Herrn Darboux aufgestellt worden. 
Auf denselben hat er eine neue Methode zur Untersuchung partieller 
Gleichungen 2. O. gegriindet. (Comptes rendus etc. T. LXX.) 


§ 4. 
Erweiterung auf den Raum von n+ 1 Dimensionen. 

21. Ich wiederhole zunichst das in meiner friiheren Abhandlung 
(in der 46. Nr.) tiber die partielle Differentialgleichung 2.0. mit »+-1 
Variablen und mit einem vollstiindigen ersten Integrale: 

P (Uy, Ug,* ++ Un) =O, 

Auseinandergesetzte. — Indem wir die zweiten Differentialquotienten 
von ¢g als Punktcoordinaten eines Raumes FR betrachten und mit U™ 


eine solche Mannigfaltigkeit in R bezeichnen, die dargestellt ist durch 
ein Gleichungssystem von der Form: 


a . 
da, f(@%, +++ Py >+* Pa) =O, 


d 
da, f( ) =0, 
d 
da, 1 )=0, 
wo unter —s_ eine vollstiindige Differentiation nach 2; verstanden 


wird, und hierauf z, x;, p; als Constanten aufgefasst werden, — oder 
allgemeiner, durch ein Gleichungssystem von der Form: 


7T* 
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Hy my Dy + Mypy. +--+ + MaPin = 0,*) 
ieee ee. ee 

Bn + Par + My Pua + +> > + Ma Pan = O, 
so haben wir die partielle Differentialgleichung 2. O. mit dem voll- 
stindigen ersten Integrale: 
(38) eine arbitrire Function von (u,, u.,°- + Un) = 9, 
als eine gewisse durch » — 1fach unendlich viele M™ erzeugte Punkt- 
mannigfaltigkeit im Raume R zu interpretiren. Die Gleichung dieser 
Mannigfaltigkeit ist so zu schreiben: 











dy diy | My | 
| dx, dx, dx, 
| 
dy dt | a 
(39) da, di, dx, |=0. 
du diy My | . 
| én, daz, dz, 


Sie besitzt stets eine zweite Schaar von erzeugenden M™ (37), 
denn jede der m — 1fach unendlich vielen, durch das folgende Glei- 
chungssystem : 














du, du du __ 
fe, Tee tte ae oO 
dU, dU, du, _ 
dey FA tthe mm 
du, du 


n—1 du, _; 
“a 9 et) tee 
(A,, 4o,++- An—1 variable Parameter bedeutend) 
ausgedriickten Mannigfaltigkeiten schneidet die Mannigfaltigkeit (39) 
in einer durch die eben hingeschriebenen Gleichungen und durch diese: 


du du, 


na du,, 
(40) dx, +4, ax, + +--+ 4,1 da, =0, 


ausgedriickten Mannigfaltigkeit. Und das System dieser  Gleichungen — 


lisst sich auf die Form bringen: 


Py + APye He + An-iPin t+ H, = 9, 
Pa + As Po» +t + An—1 Pon + ft, = 0, 
Pai + Ay Dna + rae + An—1Pan + Lt, = 0, 
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weshalb die fragliche Schnittmannigfaltigkeit eine M) (37) ist; sie ist, 
wie man leicht erkennt, keine der durch das Integral (38) begriinde- 
ten M™), die Gleichungen von der Form haben: 





du. dU du,, is 
da tA de Tot Hae, = 9, 
du dug du,, 

(41) ; me te tO 0, 
du dU du, 
a tet Ter 





Diese zweite Schaar von erzeugenden M™ wiirde fiir die Glei- 
chung 2. O. (39) dieselbe Bedeutung haben kénnen wie die erste 
Schaar (41), so dass es eintreffen kann, dass die Gleichung 2. 0O., 
ausser dem Integrale (38), ein vollstindiges anderes erstes Integral: 


(42) eine arbitriire Function von (v,, ,,--- Un) = 0, 


besitzt. Dass jede in dem letzteren Integrale enthaltene partielle Dif- 
ferentialgleichung 1. 0. mit jeder in dem friiheren Integrale enthalte- 
nen involutorisch ist, folgt schon daraus, dass die beiden Integral- 
schaaren (38), (42) doch dieselben Integralflachen liefern miissen, nam- 
lich alle Integralfliichen der partiellen Differentialgleichung 2. O.; es 
folgt auch daraus, dass von den 2n Gleichungen zweier M): (40) und 
(41), die eine eine algebraische Folge der anderen ist. 


22. Wird auf eine partielle Differentialgleichung 2. O. mit zwei 
distincten vollstindigen ersten Integralen (38), (42) eine Flichen- 
transformation (10) angewandt, so resultirt eine partielle Differential- 
gleichung 3. O. mit zwei distincten vollstindigen ersten Integralen 
der Form: 

eine arb. Funct. (#,, W.,+++ Un) =O, 
eine arb. Funct. (01, 0), - ++ Un) = 0. — 


Diese Gleichung 3. O. ist insofern als eine specielle Gleichung 
3. O. mit zwei distincten vollstiindigen ersten Integralen anzusehen, 
als jene ersten Integrale selbst erste Integrale besitzen. Die allge- 
meinere Gleichung mit zwei vollstiindigen ersten Integralschaaren ist, 
aihnlich wie die genannten specielleren, hinsichtlich ihrer ersten Inte- 
grale von der folgenden Beschaffenheit. 

Durch eine beliebige Mannigfaltigkeit von oo”! zu je zwei un- 
endlich benachbarten vereinigt liegenden Flichenelementen, d. i. durch 
eine M,_1, kann stets eine, oder im Allgemeinen einige, Integral-¥, 
einer partiellen Differentialgleichung 2. O. hindurchgelegt werden, denn 
durch eine Gleichung 2. 0. wird jedem Flaichenelemente der M,_, ein 
Werthsystem der zweiten, eins der dritten etc. Differentialquotienten 
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von z zugeordnet. Durch eine beliebig gewahlte M,_; kann also eine 
Integral- M, eines beliebigen ersten Integrals, etwa u, = 0, gelegt 
werden. Durch die »—1-fach unendlich vielen, dieser J/,_; und dieser 
Integral-M, gemeinsam zugehérenden Werthsysteme von (22;p; pix) 
lisst sich ein einziges erstes Integral der anderen Schaar: 


eine bestimmte 9 (v,, ¥,,° ++ Un) =O, 


legen. Und die eben erwihnte Integral-M,, von u, = 0 ist zu gleicher 
Zeit eine Integral-M,, von » = 0. 

Es ist weiter folgende Bemerkung von Gewicht. Auf einer In- 
tegral-M, einer partiellen Differentialgleichung 2. O. kénnen héchstens 
zwei Schaaren von M,, die zu M,_; zusammengehen, die unbegrenzt 
vielen Integral-M, derselben Gleichung gemeinsam sind, sagen wir, von 
charakteristischen M,, existiren. Es kann nimlich méglicherweise dann 
auf unbegrenzt viele Arten, zu jedem beliebigen Elemente (22; p;pix) 
der gegebenen Gleichung, eine partielle Differentialgleichung 2. O. 
mit einem ersten Integrale der Form (38) construirt werden, die die 
gegebene Gleichung in jenem Elemente beriihrt, — so dass sie diesem 
Elemente dieselben Werthsysteme der dritten Differentialquotienten 
von g zuordnet, wie die gegebene Gleichung. Beide Gleichungen 
miissen dann nothwendig dem besprochenen Elemente (¢2;p;p;,) die 
nimlichen charakteristischen Richtungen zuordnen. Aber fiir eine 
Gleichung 2. O. mit einem ersten Integrale (38) giebt es, wie ich gleich 
zeigen werde, zu jedem Elemente zwei und nie mehr als zwei charakte- 
ristische Richtungen , und daraus schliesse ich sodann auf die Richtigkeit 
des fiir die allgemeine Gleichung 2. O. jetzt behaupteten Satzes. 


Eine Integral-M, einer Gleichung 2. O. mit einem ersten Inte- 
grale (38) ist immer in einer dieser letzteren Gleichungen als ihre 
Integral M,, enthalten. Setze ich nun voraus, dass es M,, also Reihen 
von co! vereinigt liegenden, der Gleichung 2. O. zugehérenden Ele- 
menten (22;p;pix) giebt, aus denen M,_, sich bilden, die unendlich 
vielen Integral-M, angehéren, dass es also charakteristische M, giebt, 
und betrachte ich alle die durch eine solche M, hindurchgehenden 
Integral-M, der Gleichung 2. O., so sehe ich erstens von den M,, 
die durch irgend eine von derartigen M@, zusammengesetzte M,_, hin- 
durchgehen, dass dieselben entweder demselben ersten Integrale als 
Integral-M,, zugehdren, — in diesem Falle muss die beztigliche M,_, 
von Charakteristiken dieses ersten Integrals erzeugt sein, — oder dass 
sie verschiedenen ersten Integralen angehéren. Dann ist die fragliche 
M,-1 in dem Schnitte zweier ersten Integrale: o (u,, +--+.) =0, 
W(u,, +++ Un) =O, enthalten. In derselben Weise ist fiir eine von co"—* 
charakteristischen M, zusammengesetzte M,.2 (den Schnitt zweier 
(somit unendlich vieler) Jf,;) zu rasonniren; entweder ist sie fiir ein 











a ge ee i a. ee ee 





16 


er 


k) 








Differentialgleichungen mit intermeditiren Integralen. 103 
erstes Integral eine charakteristische M,_:, oder sie gehért dem Schnitte 
dreier erster Integrale an, u. s. w. — So dass schliesslich von irgend 
einer charakteristischen M, Folgendes gilt. Entsprechend der Bemer- 
kung, dass unendlich viele durch eine charakteristische M, hindurch- 
gehende charakteristische M,1*) (und M,-2,---M,) der Gleichung 
2. O. entweder demselben ersten Integrale oder verschiedenen ersten 
Integralen angehéren kénnen, muss eine jede charakteristische M, ent- 
weder eine Charakteristik des beziiglichen ersten Integrals sein, oder 
dem Schnitte von » ersten Integralen: u,—C,, up—=C,, +++ Un =Cy 
angehéren. Also finden sich auf einer beliebigen Integral-M,, diese zwei 
Schaaren**) von charakteristischen M,. — 

Wir sehen leicht, wohin dies fiir unsere partielle Differentialglei- 
chung 3. O. fiihrt. Man betrachte eine Integral-M, eines ersten In- 
tegrals wu, = 0, nebst allen denjenigen Integral-¥, derselben Gleichung 
u, =, die sie osculiren nach einer aus charakteristischen MM, be- 
stehenden M,_,***). Diese Integral- M, gehéren, nach dem eben ent- 
wickelten Satze, entweder alle einem und demselben ersten Integrale 
g = 0 der anderen Schaar an, zu welcher u, = 0 nicht gehért, oder 
sie gehéren verschiedenen Integralen dieser Schaar an. Daher, von 
den zwei Schaaren, auf einer Integral-M,, eines ersten Integrals u, = 0 
verlaufender, durch diese Gleichung 2. O. bestimmter charakteristischer 
M, gehirt die eine zu gleicher Zeit einem ersten Integrale p =O der 
zweiten Schaar als Charakteristikenschaar an, die andere dagegen muss 
aus WM, bestehen, die jede in der Schnittmannigfaltigkeit von n ersten 
Integralen der letzten Schaar enthalten sind. Auf derselben Integral- 
fliche, wenn man sie als dem Integrale g = 0 zugehdrig betrachtet, 
liiuft, ausser der schon genannten, fiir die beiden hier in Betracht 
stehenden partiellen Differentialgleichungen 2. O. gemeinsamen Cha- 
rakteristikenschaar, eine zweite Schaar von MV/,, welche die durch die 
zuletzt erwihnte Gleichung 2. O. bestimmte zweite Charakteristiken- 
schaar bildet. — So haben wir nicht weniger als drei Schaaren von U,, 
die simmtlich den Charakter von Osculationsmannigfaltigkeiten zwi- 
schen unendlich vielen Integral-M, der Gleichung 3. O. besitzen. Auf 
jeder Integral-M,, unserer Gleichung 3. 0. giebt es also drei Schaaren 
charakteristischer V,. 


23. Dass eine partielle Differentialgleichung 3. 0. mit einem voll- 
stiindigen ersten Integrale: 


*) Die nur diese charakteristische M, gemeinsam haben. 
**) Jede Schaar aus «”~* M, bestehend. 
***) Dass w,=0 eine Schaar charakteristischer M, (und daher auch zwei Schaaren) 
besitzt, ist eine Folge der Existenz der zweiten Integralschaar g (%, V2, ---v,,) = 90 
der Gleichung 3. O. (Vgl. das Nichstfolgende.) 
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(43) eine arb. F'(u,, %., +--+ Un) = 90, 


ein zweites vollstindiges erstes Integral besitzt, muss, nach dem eben 
Auseinandergesetzten, als eine Eigenschaft der friiheren Integrale hin- 
sichtlich der einen Schaar ihrer Charakteristiken betrachtet werden. Es 
kann nun eintreffen, dass diese Gleichungen 2. O. (43) in Bezug auf 
ihre beiden Charakteristikenschaaren von derselben Beschaffenheit sind, 
so dass sie zu zwei Schaaren von Gleichungen 2. O. von der Form: 


(44) eine arb. F'(v,, v2, --+ Un) =O, 
(45) eine arb. F'(w,, w,,-++ Wa) = 0, 


in derjenigen Beziehung stehen, die eben in Bezug auf die angenom- 
mene zweite Schaar erster Integrale der Gleichung 3. 0. beschrieben 
wurde. Wenn dies wirklich eintrifft, so hat die von der Gleichungs- 
schaar (43) bestimmte Gleichung 3. O. nicht nur die Gleichungen (44), 
sondern auch die Gleichungen (45) als erste Integrale. Diese Glei- 
chung 3. O. hat dann nicht weniger als drei vollstiindige erste Inte- 
grale (43), (44), (45), die zu je zwei gemeinsame Charakteristiken 
besitzen. — Irgend drei Gleichungen der drei Schaaren besitzen Inte- 
gralflichen zur grésstméglichen Zahl gemein. 


24. Als eine einfache Consequenz dieser Auseinandersetzung folgt 
als nothwendige Bedingung fiir eine von  Gleichungen 2. O. begriin- 
dete Gleichung 3. 0., die noch ein anderes vollstiindiges bez. zwei an- 
dere vollstiindige erste Integrale besitzt, dass jene n Gleichungen 2. O. 
im ersten Falle zu jedem Elemente (2x:p;pix) eine und dieselbe charak- 
teristische Richtung, im gweiten Falle eben dasselbe Paar von charak- 
teristischen Richtungen zuordnen miissen. Im letzteren Falle, wo die 
Gleichung 3. O. drei vollstaindige erste Integralschaaren hat, muss die 
Gleichung linear sein. 


25. Ich betrachte zwei Gleichungen 3. O., jede mit zwei voll- 
stiindigen ersten Integralschaaren, darunter ein erstes Integral mit einer 
willkiirlichen Constanten: « = C, das beiden Gleichungen gemein ist. 
Es kénnen nun zwei Gleichungen 2. O. derjenigen beiden Integral- 
schaaren der beiden Gleichungen 3. 0., zu denen u = C nicht gehirt, 
— ich nenne dieselben kurz v bez. w, — ‘eine und dieselbe Charakte- 
ristikenschaar mit « = C gemein haben, oder es kénnen die verschie- 
denen Charakteristikenschaaren von «== C den verschiedenen Integral- 
schaaren v, w als Charakteristiken zugehéren. Im letzteren Falle wer- 
den die verschiedenen Integral-M, der Gleichung « = C°, die eine von 
co"? charakteristischen M, gebildete M,; gemein haben, einem Inte- 
grale v der einen Gleichung 3. O., dagegen verschiedenen Integralen 
w der anderen Gleichung 3. 0. als Integral-M, zugehéren. Im ersten 
Falle aber miissen die Integral-M, von u—C®, die sich nach einer, allen 











n 
- 
ys 


af 


? 


3- 


) 
l= 


; 


i 


t 


\- 


\- 








- 


Differentialgleichungen mit intermediaren Integralen. 105 





hier betrachteten ersten Integralen der Gleichungen 3. 0. gemeinsamen 
charakteristischen M,, osculiren, sowohl in einem und demselben 
ersten Integrale » der einen Gleichung 3. O. als in einem und dem- 
selben ersten Integrale w der anderen Gleichung 3. 0. enthalten sein. 
Insbesondere kann es geschehen, dass in diesem Falle v zu w ganz die- 
selbe Beziehung hat als u zu v (und zu w), — so dass wir dann ein 
System von drei Gleichungen 2. O. vor uns haben, welche Integral-M, 
zur grésstmiglichen Zahl und eine Charakteristikenschaar gemeinsam 
besitzen*). — Es bildet dieses letztere einen charakteristischen Unter- 
schied zwischen diesem Systeme und dem am Ende der 23. Nummer 
betrachteten Systeme von ebenfalls drei Gleichungen 2. O. mit einer 
grésstméglichen Zah! von Integral-M,. 


26. Nothwendige algebraische Bedingungen, die, unser System 
erfiillen muss, gehen aus dem folgenden Satze hervor: Von den 3n 
Gleichungen, die unsere Gleichungen 2. O. fiir die dritten Differential- 
quotienten von 2 liefern, miissen drei eine algebraische Folge der anderen 
sein. Man entwickelt ihn leicht durch folgende Ueberlegung: 

Man kann zwei Gleichungen 3. O. aufstellen, die »—1 erste In- 
tegrale u, = C, u. = C, --+ U1 = C gemein haben, und von denen 
die eine Gleichung 3. O. noch ein erstes [Integral anderer Art v = C, 
die andere Gleichung 3. O. ebenfalls noch ein erstes Integral anderer Art 
w= C besitzt. Nun sollen nach Annahme die letzteren Integrale die- 
selbe Charakteristikenschaar mit den Integralen « gemein haben**), 
wodurch der Fall ausgeschlossen ist, dass irgend drei Integrale wu, v, w 
einer und derselben Gleichung 3. O.‘angehéren kénnen. Fasse ich die 
dritten Differentialquotienten von z als Punktcoordinaten eines Raumes 
R auf, so habe ich die genannten Gleichungen 3. 0. als Flichen in R 
und ein jedes der ersten Integrale als eine gewisse durch n Gleichungen 
ausgedriickte Mannigfaltigkeit in R, — ich bezeichne sie kurz mit M™, 
— zu interpretiren. Nun soll der Schnitt zwischen den von v = C, 
w=C bestimmten M™ dem Schnitte der eben genannten Flachen 
angehdren. Dieser ist anderseits von den oo”—* von F'(u,, +++ U1) =0 
begriindeten M™ erzeugt, und daher, — da nun, zufolge der obigen 
Annahme einer fiir die Integrale u, v, w gemeinsamen Charakteristiken- 
schaar, keine ebene Fliche durch die von diesen Integralen herriihren- - 
den M™ gelegt werden kann, — miissen von den Gleichungen der 
von u = C und den Gleichungen des Schnittes der von v = C, w= C 
herriihrenden M gwei Gleichungen aus den tibrigen folgen. Die An- 


*) Beispiel eines solchen Systems: drei Gleichungen 2. 0. mit «”~® gemein- 
samen ersten Integralen. 

**) Fiir die beiden Gleichungen 3. 0. drei distincte Charakteristikenschaaren 
angenommen. 


* 
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zahl der Gleichungen jenes Schnittes ist 2n—1, denn, — ich setze 
denselben Zusammenhang zwischen v, w wie zwischen u, v voraus, — die 
Integrale v, w gehdren einer und derselben (dritten) Gleichung 3. O. als 
Integrale verschiedener Schaaren zu und die entsprechenden M™) ver- 
laufen also auf einer und derselben Fliche in R und schneiden einander, 
so dass von ihren 2” Gleichungen die eine eine algebraische Folge der 
anderen sein muss; — die Anzahl der Gleichungen der von u =C her- 
riihrenden M™ ist nm. Also ist der Schnitt der drei von u—C, v=C, 
w = C herriihrenden M™ durch 3n—3 Gleichungen dargestellt. Die 
Umkehrung dieses Satzes ist dagegen nicht richtig. Durch Interpre- 
tation der Punktcoordinaten von FR als dritte Differentialquotienten von 
2 ergiebt sich hieraus der behauptete Satz. ; 

Selbstverstiindlich kénnen die Gleichungen u = 0, v =0, w= 0 
in dem hier erérterten Zusammenhange stehen, ohne dass je zwei der 
Gleichungen die oben von je zwei der Gleichungen u = C, v = C, 
w = C festgesetzte Beziehung zu einander haben. Es ist nur ndthig, 
dass in -Bezug auf die gemeinsamen Elemente der drei Gleichungen 
diese Beziehung besteht. 


27. Es kénnen drei Gleichungen 3. O. ein erstes Integral w= C 
gemein haben und ausserdem erste Integrale anderer Art besitzen, die 
in derselben Beziehung zu « = C und zu einander stehen, wie die 
friiheren Integrale v, w zu w und zu einander. Dann bildet u = C° 
mit den drei ersten Integralen der letzten Art jener drei Gleichungen 
3. O. ein soleches System von vier Gleichungen 2. O., das eine alle 
Elemente (2¢2;p;pix) des Systems umfassende unbegrenzt unendliche 
Charakteristikenschaar, d. i. eine Schaar von Streifen, die fiir alle vier 
Gleichungen 2. O. Charakteristiken bilden, und weiter Integralflichen 
zur grosstméglichen Zahl, erzeugt von jenen Charakteristiken, besitzt. 

Fiir ein solches System von vier Gleichungen 2. O. gilt der Satz: 
Die 4n Gleichungen fiir die dritten Differentialquotienten von z, die 
aus den fraglichen Gleichungen 2. O. durch Differentiation hergeleitet 
werden, miissen sich auf 4n—6 von einander unabhingige Gleichungen 
reduciren. 

Vier Gleichungen 2. O., deren erste Derivirte in Bezug auf 
2,,*-**%» in dieser Weise sich reduciren, bilden immer ein System 
mit gemeinsamen Integral-M, zur grésstméglichen Zahl, aber nicht 
nothwendig mit charakteristischen MV, . 


28. Vier, fiinf, --- »—1 Gleichungen 3. O. kénnen in ahnlicher 
Beziehung zu einander stehen, wie oben in Nr. 25., 27. von zwei resp. 
drei Gleichungen angenommen ist. Dementsprechend bekommt man Sy- 
steme von fiinf, sechs bis n Gleichungen 2. O., jedes mit einer alle 
Elemente des Systems wmfassenden Schaar von Charakteristiken und aus 
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diesen zusammengesetzten Integral-M,*). Die fiir. die zugehirenden 
dritten Differentialquotienten von 2 geltenden Gleichungen miissen sich 


auf bez. 5n— 10, 6n— 15, --- set) von eimander unabhiingige 
Gleichungen reduciren. 

Von dem aus » Gleichungen bestehenden Systeme**) ist insbeson- 
dere zu bemerken, dass, — da nun ein jedes dem Systeme zugehirende 
Element (2x;pipix) eine allen jenen Gleichungen gemeinsame Charakte- 
ristik bestimmt, und da je zwei vereinigt liegende Elemente des Systems, 
d. h. ewei, die einem und demselben dem Systeme zugehirenden Werth- 
sysleme von (22%; p:PixPizi) entsprechen, Charakteristiken liefern, die selbst 
vereinigt liegen, — die Integration desselben durch Systeme von x ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen in x + 1 Variablen zu erzielen ist. 

Daher, so oft eins der hier betrachteten Systeme von zwei resp. 
drei etc. Gleichungen 2. O. mit anderen » — 2 resp. n —3 ete. Glei- 
chungen derselben Ordnung zu einem Systeme der jetzt beschriebenen 
Beschaffenheit von » Gleichungen fiihren kann, ist auch immer eine 
Schaar von Integral-M, desselben durch bekannte Operationen zu er- 
halten. — Ob aber zwei oder mehrere Gleichungen 2. O. als Theile eines 
solchen Systems fungiren kénnen, ist eine Frage, die, vermége der erwihn- 
ten Form der nothwendigen algebraischen Bedingungen der in Rede 
stehenden Systeme, auf die von dem méglichen Stattfinden gemeinsamer 
Liésungen gegebener Systeme partieller Differentialgleichungen 1. 0., 
— eine Frage, deren Erledigung bekannt ist, — zuriickzufiihren ist. 


29. Wenn & Gleichungen 2. O. mit einer jeden der n—kK+1 
von einander unabhiingigen Gleichungen 2. O.: 





t= C, Uy =C, +++ Un—eqi = C, 


ein System von k+ 1 Gleichungen 2. O. von der im Anfange der 
vorigen Nummer genannten Art bilden, so bilden sie auch mit jeder 
Gleichung 2. 0.: 

F (uy, tg, ++ + Un—e41) = 9, 


ein Gleichungssystem der niimlichen Beschaffenheit. Denn nun kénnen 
k Gleichungen 3. O. mit den »—k-+1 Gleichungen « = C als gemein- 
samen Integralen und jede mit einer der k zuerst gegebenen Glei- 
chungen 2. QO. als Integral anderer Art aufgestellt werden, — und 
fiir jede dieser Gleichungen 3. O. ist F’(u,, u., + + + Un—z41) =O eben- 
falls ein Integral, das zu dem von den & anfanglichen Gleichungen 


*) Durch Anwendung einer Flichentransformation (10) auf ein involutorisches 
System partieller Gleichungen 1. 0, bekommt man ein specielles System partieller 
Gleichungen 2. O. dieser Art. 

**) Kin solches ist u. A. das System, das gebildet ist von  Gleichungen, die 
ein erstes Integral mit einer willkiirlichen Constanten gemein haben. 
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gebildeten Systeme in derselben Beziehung steht wie ein jedes der wu. 
(Vgl. Nr, 11.) 


30. Ebenso wie aus der partiellen Differentialgleichung 2. O. 
partielle Differentialgleichungen 3. O. abgeleitet wurden, kénnen wir 
von den letzteren Gleichungen zu Gleichungen 4. und héherer Ordnung 
aufsteigen. Wir werden in dieser Weise successive zu dem Satze ge- 
langen, dass es partielle Differentialgleichungen der k'*" Ordnung giebt, 
die jedem ihrer Elemente k charakteristische Richtungen zuordnen, und 
dass es partielle Differentialgleichungen k'*" Ordnung giebt mit einer 
vollstandigen ersten Integralschaar von der Form: 


eine arb. F’'(u,, u., +++ Un) = 0, 


und ebenso solche mit zwei, drei, --- bis k verschiedenen ersten Inte- 
gralschaaren. 

Die ersten Integrale der verschiedenen Schaaren stehen mit ein- 
ander in einem thnlichen Zusammenhange wie die eben beschriebenen 
ersten Integrale der Gleichung 3. O. (Vgl. auch Nr. 20.) — Der zu- 
letzt entwickelten Theorie entsprechend ergiebt sich eine auf Systeme 
von drei, vier, --- Gleichungen k — 1°" QO. sich beziehende; aus ihr 
folgt sodann eine Erweiterung auf den Raum von n+ 1 Dimensionen 
der am Ende der 20. Nummer fiir den Fall » 2 entwickelten Theorie 
partieller Differentialgleichungen k'*' Ordnung. 


Helsingborg, 21. August 1877. 
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Ueber die Auflésung der Gleichungen vom fiinften Grade. 


Von F. Brioscur in Mailand. 


Erster Abschnitt. 


Die Multiplicatorgleichungen bei Transformation der elliptischen 
Functionen.*) 


$1. 

Die Bezeichnungen, von denen wir in diesem Abschnitte Gebrauch 
machen werden, sind diejenigen, deren sich Jacobi in seinen beriihm- 
ten Aufsiitzen im 3'" und 4'** Bande von Crelle’s Journal bedient 
und die sich mit einigen Abinderungen in den F'undamenta nova theo- 
riae functionum ellipticarum wiederfinden. 

Sei » eine Primzahl; U(#) und V(x) bezeichnen zwei ganze 
Functionen von « vom Grade » und »—1; ferner sei: 


p@)—yi=a fa, vy)—/i— By +H. 
Wenn dann die algebraische Gleichung 


(1) U(x) —yV(“) =0,- 

unter v eine Constante verstanden, der Differentialgleichung geniigt: 
dy __,, dx 

(2) vy" olay’ 

so sagt man, dass (1) eine Transformation n'** Ordnung von (2) dar- 

stelle. 


*) In diesem Abschnitte sind diejenigen Resultate enthalten, welche der Verf. 
in folgenden Arbeiten entwickelt hat: 
1) Sulle equazioni del moltiplicatore per la transformazione delle funzioni 
elittiche. — Annali di Matematica, pubblicati da B. Tortolini — 
Maggio 1858. 
2) Sur diverses équations analogues aux équations modulaires. (Lettre a 
Mr. Hermite 31 Juillet 1858.) Comptes Rendus de l’Académie des 
Sciences, Aotit 1858. 
3) Sopra alcune nuove relazioni modulari. — Atti della R. Accademia di Na- 
- poli, 1866. 
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Die a, B sind Functionen der Moduln x, 4, nimlich: 


mite gl tte 
(3) ¢—_ —- 


’ a eee 


1 ? 
und bezeichnet man mit w-den Multiplicator, so hat man: 


omen 
Aus (2) folgt ferner: 


a=Yx-sn(u,k), y=YVa-sn (wu, d) 
und also: 


(4) 2 = Yu-g(a), 2% —Yu-v- vy). 


Die Polynome U(x), V(#) kann man auf zwei verschiedene Weisen 
ausdriicken. Entweder man setzt: 


U(«) = a(Bar* + Bar + --- + Bax + Bn—-1) ‘ 
- 2 2 
©) ¥(e) — B+ Bat + Bett ---+ Beso 4 Beant, 
2 Te 


oder man benutzt: 


mK-+ m'iR’ 


@ = = >» Gs=YVx-sn (28a, x) 


und hat dann: 


(6) U@)=—Be[]@—g2), Ve)—B]] a—o22%, 


wo s=1,2,--- a. Beide Polynome geniigen der partiellen 
Differentialgleichung: 


U , U , 
9? (2) Fae — (n— 1) 9 (2) 9 (@) 22 4 n(w—1) 2 U = 2m (ata) OU 
und man hat daher zwischen drei auf einander folgenden Coefficienten 
By41, B,, By» die folgenden Relationen: 
OB 
(7) 2n(a?— 4) — = (2v+1)(2v+2)B,31+2v(n—2v)aB, 
+ (n—2v-+1)(n—2 y+ 2) B,_,- 


Zwei minder bekannte Differentialgleichungen*), denen ebenfalls die 
Polynome U(x), V(a) identisch geniigen miissen, sind diese: 


[v oo — (Gr ] y*(*) + ve yp (x) p(x) —(2 A, + na?) V*+-v? U2—=0, 


U0 ‘y , 
[uo — (22) ] 9 @ + 0 ee 99a) 2.4, 4-na%) U402 720, 





*) Diese Differentialgleichungen, zu denen man leicht durch einfache alge- 
braische Ueberlegungen gelangt, finden sich in dem Aufsatze Jacobi’s: De 
functionibus ellipticis commentatio (Crelle, Vol. 4, p. 376, Gleichung (20), (21)). 
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wo A, nach der Formel zu bestimmen ist: 


B, 
A, == 


Aus diesen Gleichungen leitet man durch Vergleichung der einzelnen 
Potenzen von « eine Reihe von algebraischen Relationen zwischen den 
Coefficienten B, oder besser den A, her, welche einige Erliuterung 
verdienen. Man hat zuniichst 

0 == An-1 ’ 


2 
wie auch sonst bekannt, da 


es ay 
B= Vu, B,-1 = ah. 
2 
iiberdies kommt: 
vf — 6 (A,?—2 A,) —4aA,—n=0, 


Ay-3 0? — (A\3-+3.4,4,—15.4,) — 8 «A, — (n—3) A, =0, 
2 





2 Ans 0®-+ Ay 0?—2(2.A,2Ay+ 2.4,2—2.4,A,—27 A,)—4e¢(A, A, +9Ay) 
: ’ —(n—2)A,2—2(n — 10) A, = 0, 


und so fort. Aus ihnen kann man die algebraischen Gleichungen ab- 
leiten, denen die Coefficienten A,, A,, --- geniigen. Zum Beispiel, 


wenn » = 3, wo A, =v, A, =O, so giebt die erste der angeschrie- 
benen Relationen fiir v = A, die Gleichung: 
(8) vi'— 6v?—4av—3=0, 


wenn x= 5, wo A, =v, A, =0, so ergeben die beiden ersten Re- 
lationen: 


A? =v(v?—20+5), 4aA, = (v?—2v+5) (v?—4v —-1), 
und aus ihnen folgt: 
(v?—2v-+5) (v?—40—1)? — 16a?v = 0, 


oder: 


(9) (v—1)° — 4(v—1)§ — 16(a®—4) (v—1) — 16(a?—4) = 0. 


g 2. 


Wenn man mit 2%, 2%, %, +++ %—1 die m Wurzeln der Glei- 
chungen (1) bezeichnet, so hat man: 


a=Yu-sn(u,%*), t%=—YVx-sn(u+4va, x), 
so wie ferner aus: 


U(x) —yVia) = BI | @—x, (v=—0, 1,---n—1) 
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(10) vy = >), y=[] x. > 


Das Element hat » + 1 Werthe, welche zu n+ 1 verschiedenen 
Transformationen fiihren: diese Werthe sind: 


= — — 
n? n ? 


ihnen entsprechen (n-++ 1) Werthe von y und von x, und »+1 Werthe 
von A und von uw, die wir folgendermassen bezeichnen wollen: 

Y, Ym; vy Ly, ms 

A, ami by Um. 


(m=0,1,---(m—1)), 


Die n(n—1) Werthe, welche man fiir z,,,, erhilt, indem man 
y=1,2,---n—1, m=0,1,2,---m—1 setzt, zusammen mit den 
nm Wurzeln x, 2, +--+ 2,1, bilden die m? Wurzeln der Gleichung fiir 
die Multiplication. Wenn man also unter S, die Summe der v' Po- 
tenzen der Wurzeln der Multiplicationsgleichung versteht, und unter 
s, die Summe derselben Potenzen fiir die Wurzeln, welche einer der 
n-+ 1 Transformationen entsprechen, so hat man die Beziehung: 


(11) S, + nat = >’ s,, 


wo sich das Summenzeichen auf die » + 1 Transformationen bezieht. 
Aehnlich erhilt man: 


(12) [Ty = 22 


fiir : 
= Yx sn (nu, x). 


Da fir v=1, S, gleich nz ist und s,, wie oben gezeigt wurde, gleich 
vy, so kommt*): 


(13) eta= > Soy, 


eine Formel, in der, wie in den anderen, der Multiplicator u, welcher 
n—1 


der Transformation o = = entspricht, mit dem Zeichen @ = (n—1) 2 
behaftet gedacht werden muss. Man hat: 
uK—ni, fa K = An ; 
setzt man also in (13) « == K und beachtet, dass in diesem Falle: 
y=eVi, Ym = Vm » e=oVx, c= Y)x, 


so kommt: 


*) Diese Formel findet sich in einer Abhandlung von Jacobi im vierten 
Bande yon Crelle’s Journal, p. 191, aber enthilt dort einen Druckfehler. 
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> wt=(e+1)n, 


und da vermége (2), wenn * in +, A in + verwandelt wird, w in 


‘ w+ iibergeht, so kommt ferner: 


> e=(e+tn, 
d. h. der Coefficient des zweiten Terms der Multiplicatorgleichung wird 


Null oder gleich — 2n, je nachdem *—* eine ungerade oder gerade 
Zahl ist. 


Setzt man zweitens in (11) r = 2, so findet sich, da S, = n?z?, 
5, = vy? — 2A;: 


nz? -+- 2? = + {ary -3> A,}. 
Macht man nun «u = 0, so dass x, y, 2 verschwinden, so ergiebt sich: 
> 4, =0, 
und die Formel selbst wird: 
(14) ne? + at— 1S) oty?, 


aus der fiir «= K und nach Verwandlung von x in <. folgt: 


> want). 


Der Coefficient des dritten Gliedes der Multiplicatorgleichung ist also 


ane : : ungerade, und gleich aGe—h , wenn 





gleich — 


"= gerade. 


Differentiirt man weiter (13) nach w, beachtet (4) und bemerkt, 
dass man hat: 





i= 
» Wenn 


d gine 
va = Vx ng (2), 
so erhalt man: 


no(é) + 9(2) = — D> vvly). 
Differentiirt man diese Gleichung noch einmal nach w, so kommt: 
nte(2e*—a) + a(2a—a)—= > D' vty 2y'—B), 
wo die a, B die Werthe (3) haben. Setzt man hier u = K, so folgt: 
De nore 


ee . 
und, wenn x in — geiindert wird: 


a pea’? = n(on?+ 1)x’?. 


Mathematische Annalen. XIII. 8 
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Setzt man weiter x statt x, 4 statt 4’, wobei der Multiplicator mit 
dem Zeichen g genommen werden muss (Fundamenta nova p. 58), so 
hat man: 


DH = n(on?+ ex’, 
eine Gleichung, die, zu den vorangehenden addirt, ergiebt: 
> #8 = n(on?-+1) (#?+0%%). 


Ebenso, wenn man (14) zweimal nach wu differentiirt, und im Resultate 
u = 0 setzt, so erhailt man: 


> wid? = n(n -+-1)x?, 
und durch Vertauschung von x und x und Summation: 
> w= n+). 


Es ist leicht zu sehen, wie der hier gebrauchte Process zu vielen an- 
deren Relationen hinfiihrt. Ich schreibe nur die folgenden beiden an: 


DeVigcotin, Dat =e+ne, 


aus denen folgt, dass die Coefficienten des zweiten Terms derjenigen 
Gleichungen, deren Wurzeln sind: 


(15) (Vu-Vurt), (Vu-Vut), 
in jedem Falle gleich Null sind. 


Um den Coefficienten des letzten Terms zu berechnen, bemerke 
man zunichst, dass die Gleichung (12) fiir w= K ergiebt: 


[]viqas>. 


Differentiirt man jetzt die zweite Gleichung (10) in Bezug auf w und 
setzt wu = 0, so kommt: 
Um = %1,mH2,m**** Ln—1, m » 


und da hier 2,,—sn(4v@,, %), so folgt aus der Maultiplications- 


gleichung: a 
[I= -e[]+/E-, 


und hieraus und aus der eben abgeleiteten Formel: 


IT -=— Qn, 
d. h. der Coefficient des letzten Terms der Multiplicatorgleichung ist 
unabhingig von x und gleich + m oder gleich —n, je nachdem 


"= gerade oder ungerade ist. 








> « ~ * -._ 
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g 3. 


Jacobi hat im dritten Bande von Crelle’s Journal (p. 308) fiir 
die Wurzeln der Multiplicatorgleichung einen Satz ausgesprochen, von 
dem er selbst bemerkt: ,,c’est wn théoréme des plus importants dans la 
théorie algébrique de la transformation et de la division des fonctions 
elliptiques“, und der aussagt, dass zwischen den Quadratwurzeln der 
n-+1 Wurzeln der Multiplicatorgleichung: 


Vu, Vo, Vi, ++ Vint 
art lineare Relationen bestehen. Dieselbe Eigenthiimlichkeit hat Statt, 


wie Jacobi zufiigt, fiir die Gleichungen, welche Au, 4’, --- durch 
* ausdriicken. 
Sei 


so ist bekanntlich: 


VE=>¢, (Kx=>e", /K’= > -1ye, 











. wo g alle ganzen Zahlen von —oo bis +co durchliuft und h alle 
ungeraden positiven und negativen Zahlen*). Man hat ferner: 
VWh= > er", Wu=> a, 
a Sat 
WO dn = é"q" und e=e*". So kommt: 
spits, 1 gs abit iy 
yma = >a, VRukn = >i", 
y= SA", ye = DER, 
d und weiter: , 
VKu =Ven> -. V Kun — q, » 
: (16) VKiv—Ven Da", — VKtinin= Dia”. 
VEXu—Ven >) (-1)90"",  VEtindn= > (Ua. 
Betrachten wir jetzt die doppelt unendliche Reihe: 
si 2% 
st *) Diese zweckmissige Bezeichnung wurde neuerdings von Prof. Kronecker 
m eingefiihrt in seiner Note: Ueber die algebraischen Gleichungen, von denen die 


Theilung der elliptischen Functionen abhiingt, Monatsberichte der k. Akademie 
zu Berlin, 19, Juli 1875, 


8* 
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und bemerken, dass g in ihr alle ganzen Zahlen von — oo bis + co 
durchliuft, so werden wir statt g das Binom gn s setzen kénnen, 
wo s die Werthe annimmt 0, 1, 2,--+--»—1. Dadurch wird die Reihe: 


n—1 2 
a gm? . q”™ x = grr tts, 


und dieser Ausdruck iindert sich nicht, wenn man s in —s verwan- 
delt, da man statt g, —g setzen darf. Es wird daher gleich sein: 


o 


2 # 
> re + 2D, gms q” > gets, 
und setzt man: 
4% VK=> ee , aV¥K= Qqn > get, 


so kommt also: 
n—1 


* o 
(17) Ve= Von "ay, V tm =a, + >, em*. a, 
1 


. . n 1 ° 
Da die a), 4, °*++ @n—1 in der Zahl att vorhanden sind, so be- 


2 
stehen, wie Jacobi angab, att 


Quadratwurzeln der Wurzeln der Multiplicatorgleichung. Auf aihnliche 
Weise erhalt man die Formeln: 


lineare Relationen zwisehen den 





a 
Viimbm = de w+ 23 wntge St 
i 


n—1 


2 - 
V takin = >) (— Meg? +2.D) (—1semeq*™ DS) (egret, 
1 


welche zeigen, dass dieselbe Kigenthiimlichkeit fiir die Wurzeln der 


oo 


Gleichungen Statt hat, die Au, d’'u geben. — Die “3 + linearen Re- 


lationen, welche aus (17) folgen, sind diese: 
> Vim =e Venu, > eu = 0, (m=0,1,---n—1), 


wo r quadratischer Rest von m ist, wenn ™ — ungerade ist, und 
quadratischer Nichtrest im anderen Falle. 


Die Coefficienten der Multiplicatorgleichung und aller anderen Glei- 
chungen , deren Wurzeln die von Jacobi angegebene Eigenschaft haben, 
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— Gleichungen, welche nach Galois’ Ausdrucksweise dieselbe Gruppe - 
haben, wie die Multiplicatorgleichung, oder, nach Kronecker, densel- 
ben Affect —, lassen sich wegen der Formeln (17) als rationale ganze 


Functionen von —— st* Gréssen a), @,,- ++ Gn—1 darstellen. 
2 
Fiir n = 3 Ra 


V2 =aV—3, Vim =a) + 8"a,, (m=O, 1, 2) 
und die Gleichung wird: 
(19) 2e*— 6a22+ bz —3a =0, 
wo 
a= a,(a,>+a,°), b= 8a,° — 20a,3a,5 — a,°. 
Fiir » = 5 hat man: 
V2=a,V5, Vin =a + a, + &a,, (m=0, 1, 2,3, 4), 
und es ergiebt sich als Gleichung: 
(e—a)*’—4a(z—a)* + 10b(¢—a)* — 4c(e—a) + 5b? — 4ac=0, 
(20) =A,’ + 4,a,, b=8ag'a,a,—2a,?a,?a,?+a,> a, — ay(a,°+-4,°), 
ce=80a,°a,?a,” —40a,'a,2a.°+5a,?a,4a,! 
— ¢(32a9*—20a,?a,4-++-5a,7a,”) (a,°+-a°)+- (a,°+a,°)? ° 
Die Multiplicatorgleichung wird, im ersten Falle: 


a=1, b=8(1—2zx?’), 
im zweiten: 


a=1, b=0, c=— 64x?x’?, 


g 4. 


Bezeichnet man allgemein fiir eine Transformation n'* Ordnung 
die Multiplicatorgleichung mit 
f(u, x) =0, 
und erinnert man, dass der Coefficient des letzten Terms von x unab- 
hangig ist, so erhilt man: 
£ 
£f —w pu), 
wo g(u) ein Polynom von an hdherem als (n—1)"™ Grade ist. Fiir 
eine beliebige Wurzel der Multiplicatorgleichung hat man daher: 
aVua 1 ) 
Se = FE Yu) Ve, 
unter ¥,(u) ein Polynom von niederem als dem (m + 1) Grade ver- 
standen. Auf aihnliche Weise kommt: 


oVe yu) Yu, Se = (0) Yu 
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und offenbar geniigen auch die .—* so gefundenen Ausdriicke: 
vy; (u) Ve, ¥,(u) Vu, atiad Yn—1(w) Vu 
2 


dem Jacobi’schen Theoreme. 
Fiir n = 3 hat man einfach: 


’ dVu 
12%x ? ° 
Fiir » = 5 ist: 


f (w, 2) = (w—1)° — 4 (u—1)' + 256 x2x'24n = 0 
und also zunichst: 





= — [wv — Te + 6 (1 — 2?) eu. 


aVe oi - 
f (e) ai = — 256% (1—2x*) /w. 
Beachtet man jetzt die Identititen: 
uf (uw) = 5 (u—1)'(w’?—4u—1); 
(u?—4 yu —1)? (u?— 2 5) — 64 (122)? 
so kommt: 
seo (i— Se"? 1 — 8 tt _?_ 
f () oh pi? 
und setzt man hier 


ar rs , 1 = FF 9 i —e 
Vib = 12842x'? PEE a, Yu” = — 19828? + Vu, 








so ergiebt sich: 


400% x2 2V% __ 390x2x'? Wu +20/e —5 Vu” 


2 ale ; : - 
24 6 ET% Ghd? (14342) Vu —4 (B— Le?) VB p", 


wo die Ausdriicke /u’, Yu” die von Jacobi ausgesprochene Kigen- 
schaft besitzen. Offenbar hat: dieselbe Eigenthiimlichkeit Statt bei 
allen Ausdriicken der Form: 


(22) VM=pVut+aVe+rVe’, 
wo p, g, r Functionen von ~ sind. 
Wie das Folgende zeigt, ist es wichtig, hier zu bemerken, dass 


der Coefficient des zweiten Gliedes in der Gleichung fiir M gleich ist 
dem Producte aus (— 10) in den Ausdruck 


1 
(23) p?— 7 m(g+2pr+8ar), 
wo m= 4'x?x’?, Dieser Ausdruck wird offenbar Null, 1) wenn 
p=q=0; 2) wenn p= 64x?x?, g=— 8x?, r=1; 3) wenn 


p= — 64x?x?, g=—8x?, r—— 1. 








und 


wel 
die 
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Im ersten Falle haben wir, wenn r? = +; 
M = — (u—1)* (u—5) 
und die Gleichung fiir M wird: 
M® — 10m? M* — m' (16—m) M+ 5m = 0, 
welche durch Vergleich mit der allgemeinen Gleichung (20) fiir a, b, c 
die Werthe ergiebt: 
a=0, b= — 8utx't, c= 4'3x5x'5 (1—16x?x'?), 

Die Transformation fiinfter Ordnung der elliptischen Functionen 
bietet. also zwei Reihen von Gleichungen, welche die von Jacobi an- 
gegebene Kigenschaft. besitzen; sie sind beide in der allgemeinen Glei- 
chung (20) enthalten, aber in dem einen Falle ist b 0, in dem an- 
deren a= 0. Es ist bemerkenswerth, dass in beiden Fallen die nicht 
numerischen Coefficienten der Gleichung sich auf einen einzigen redu- 
ciren lassen. 

In der That, wenn } =O, so erhalt man fiir z—a—ay die 
transformirte Gleichung: 

c 
=0, 


ad 


y’ — 4y5—4 —y—4 
und wenn a = 0, so kommt fiir 2 j/b = y: 


y’ + 10y? — 4 y +5 =. 


g 5. 


— ¢n-2so 
Yom * an tem? 


Setzt man 


so hat man die beiden Transformationsformeln: 
BYx—a@ -M(y?—2) —Ya—y - V(z) =0, 
BY/1 — x2. M(l—y2a?)— Yl—ay - Viz) = 0. 
Macht man nun in (1) und in der letzten der voranstehenden Glei- 
chungen u = K, so erhiilt man: 
oe ee a Oe 
Aber aus dem Werthe (6) von V folgt: 


V(x) = BIldn? 2sa, 








und also kommt: 


V (Vi) = 42 B;. Us) = 8 V7B, 
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und hieraus, mit Riicksicht auf den Werth von B: 


n—1 


“Vu = B+ Bx«+B,2+.-- aha: = ada 





(25) 


¢ TY gta Bat coeur s.: + Beat + Be. 


Die nach « oder x genommenen Differentialquotienten von Vu, / u + 
und der anderen analogen Ausdriicke lassen sich offenbar, vermége 


der in Gleichung (7) ausgesprochenen Eigenschaft der Coefficienten 
B, als lineare Functionen dieser Coefficienten ausdriicken; man hat z. B.: 


a—l s¥p 1 n—8 
nx 2 = B,+2B,x+ 3B? +---4+" Buix? 
_ 
Daher bestehen folgende Theoreme: 
1) Die Coefficienten B, B,, B,, --+- lassen sich durch lineare 
Functionen der Quadratwurzel aus dem Multiplicator und 


threr nach dem Modul bis zu der “ ri Ordnung hin ge- 


nommenen Differentialquotienten ausdriicken. 
2) Die aus dem Multiplicator gezogene Quadratwurzel geniigt 
einer linearen Differentialgleichung von der Ordnung at 3. 
Bei der Transformation dritter Ordnung haben wir: 


B= « Vu — 3xx’ fe » By =3x aw 


dx ? 

















und die Quadratwurzel aus dem Multiplicator geniigt daher der linearen 
Differentialgleichung zweiter ee 


2 Ve 4 5x2) V4 nyu mo, 


welche fiir x? ae in die ee Differentialgleichung 
iibergeht: 





3ux 











@Vn , 2 1-28 dVp Vu 
(26) ae +3 ta—p ae tiga =? 
Fiir » = 5 hat man: 
d a Vu 
6B =2(2 ye ote, 








(27) 3B,—=—10x//u + 40x 5% _ xx’? 2 











6B, = 10 fe + © (3—11%%) 7" 4+ 25x .2¥5 


und hieraus vermége der Gleichungen (21): 





? 


Vu =—4x(2Bx+B,), Yu" = — 32x?(B+B,x+B,) - 









und 
(28 


ein 


dei 








or @OFi™| 
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und endlich fiir x? — & 


Vy 1—2— @Vu , 1 49849644 ae Vu , 1 1-2 
C8) “age +? g0—— ae tas g—ee ae + oR aes EO 
eine lineare Differentialgleichung der dritten tlie 

Man bemerke, dass vermége der Relationen (27) und wegen 





B= if die soeben angegebenen Werthe von /u’, /u” zu folgen- 


den Gleichungen fiihren: 
— , lu Vw 
Vu" = — 82 22x"? [Vi +V™], 
Ate Vu — Bu 7 + Vw = 82x2 (120%) [Yu — "I, 
— 64x?x? Yu + 8x2 — Yu” = 32x’? (1—20%)[Va — y=] ; 


wo die ersten Glieder diejenigen Werthe von JM (22) vorstellen, 
in denen fiir p, g, r die Ausdriicke eingesetzt sind; welche (23) zu 
Null machen. Fiir die Gleichungen daher, deren Wurzeln gleich 


sind : 
iw vy’)? - iu)? = Vel 
[V# ss ye) ’ IZ — y**] ’ [Ve ies Ee} ? 
ist der Coefficient a gleich Null. 
Um ein Beispiel fiir die Differentialgleichungen dritter Ordnung 


zu erhalten, welche diesen letzten Gleichungen entsprechen, bemerke 
man, dass fiir 


. > 2/iw Vw 
yen— Pere 
vermége der oben angegebenen Relationen sich ergiebt: 


B+ Byxt+ By=x? yt 
und also wegen der Eigenschaften der B: 








1—26 @Vc | 8 8—53é+4+53E2*dVe 9 1-26 
09) Fer +3 ta) Sets Ba—p dg — 0 Fa Et? 


wo§=x*. Gleichzeitig ergiebt wegen / M = — 4xx' j/t die oben fiir 
M berechnete Gleichung fiir + folgende Werthe: 


4 3 1— 16x2x'2 
8, be gor ee tage 
§ 6. 


Setzt man 
A (a, x) = (x —2*) (l—xa*), 
so hat man vermiége (2): 
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eee dx 
Ay,2)  “ Bex) ° 
Jetzt sei vermittelst zweier Transformationen derselben Ordnung: 
ee dy 
O) FEW AP Ben? Ba 1 Bey? 
so hat man auch 





See 
A(n,} be A(g,h)? 
wo 
as ae 
van sp 


Entspricht dieser letzten Formel eine Transformation der n'" Ordnung, 
so bestehen, den Gleichungen (25) entsprechend, die Relationen: 


n—1 


ve Vv =C+Oh4+C6,R4.- Bs, al 


? 


n—1 
wt /® on 4+C,h? el ae 


wo offenbar die C, C,,--- sich eins aus dem anderen ableiten, wie 
die B, B,,---. Nehmen wir nun insbesondere an, dass die den 
Gleichungen (30) entsprechenden Transformationen von der zweiten 
Ordnung sind, so erhalt man, wie bekannt, die Werthe von /v, Vv, 
indem man in denjenigen doppelt unendlichen Reihen, welche die 
Werthe von /u, Yum darstellen, q in g? verwandelt; d. h. die Quadrat- 
wurzeln aus den m+ 1 Werthen von v befriedigen ett lineare Re- 


lationen, die man offenbar aus den fiir die /u sinha halt, in- 
dem* man in letzteren ¢ durch & ersetzt. Es giebt also eine zweite 
Classe von Gleichungen, welche die von Jacobi angegebene Kigen- 
schaft besitzen. Fiir sie bestehen die Relationen: 


n—1l 


n—1 
(31) > Vin=— 0 Venr, er Vv, =0, 
v0 
wo in der zweiten yr einen quadratischen Rest von » bedeutet, wenn 


—1 ‘ . ; . ian 
"“—~ gerade ist, und einen quadratischen Nichtrest, wenn ; 


gerade ist. Die Unterscheidung dieser beiden Classen von Gleichungen 
verdankt man Hrn. Kronecker. 

Eine beliebige der 18 Transformationen zweiter Ordnung fiihrt 
zur Auffindung solcher Functionen w, welche den neuen Relationen 
geniigen. Sei z. B.: 

2Ve 
aon 1+x’ 





un- 


t= SFr p=1+%, =1+44, 





so kommt: 








und 
von 
jenig 
dene! 
fiir 9 


folge 


und 


sO § 


als 


Da 
so 


un 
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ly 
seals 


a 
%? 





und also befriedigen die Quadratwurzeln aus den (n+ 1) Werthen 
von u yj die Bedinguagen (31). Wir haben bereits im § 1. die- 
jenigen beiden Gleichungen vom vierten und sechsten Grade aufgestellt, 


denen die Werthe von v = u y= gentigen. Bemerken wir jetzt, dass 


fiir n = 3 sich vermiége (25): 
x te = Bx+ B,, 
folgende Formel ergiebt: 
V 28 = — ¢ w—TH+28—8x*) Ya, 

und aus ihr: 

1 

: v= 7, @—)) (u+3), 

so gewinnt man, unter m, y folgende Ausdriicke verstanden: 


9 (u) = [w? —5u+8(1—2%*)] Hu, (wu) = (Ww —5) Hu 
als Gleichung vierten Grades ” u: 


Yv=——— = [p (4) + ¥()]- 
Da nun 
irom ata U, 
so kommt: 
SAF) j Cue + uw? + (4x —5) w + 3 (1— 4x*)) 
und weiter: 


V¥ = sa pw (+2%) oH) + ¥W). 


Das heisst: die Functionen g(u), ¥(u) befriedigen die Relationen (31) 
und alle Functionen, welche diese Kigenschaft besitzen, werden lineare 


Functionen derselben sein. 


Fiir n =5 giebi die, zweite der Gleichungen (25) vermége der 


Werthe (27): 


—64x%?(1—2x*)u yi- uw — 9ut + 2 (13+-4x?) ws —2(17+4+ 20x?) uw? 
+ 7( 34-8x?) w —5( 1—8x?). 


Setzt man hier: 


9 (u) = [u® — 10g! + 35u5 —59p? 4 486 — 154 44x2x’2] Yn, 
9,(u) = (us — Tw?+1le — 5) Vu, P2(u) = (u—3) Vu, 


so erhalt man: 
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yo= ai x) LP (#) + 1(H) + 16x? —,(4)] 


d. h. die drei Functionen p(w), ,(u), g.(u) befriedigen die Rela- 
tionen (31) und alle Ausdriicke, welche dieselbe Eigenschaft haben, 
sind linear aus ihnen zusammengesetzt. 

Man kann noch bemerken, dass zu diesen Resultaten auch die 
Ausdriicke hinleiten, welche den betrachteten quadratischen Trans- 
formationen selbst entsprechen, nimlich: 


- sie 9 

tVh=—F 5) nVi= se 
indem man vermége derselben leicht die Werthe der Verhiltnisse der 
- Gréssen C in Function der B erhiilt. 

Indem wir das Vorangehende zusammenfassen, kénnen wir sagen, 
dass die Transformation der elliptischen Functionen zwei Classen von 
Gleichungen darbietet, bei denen die Quadratwurzeln aus den Wurzeln 
die Jacobi’schen Relationen befriedigen. Zur ersten Classe gehéren 
diejenigen, deren Wurzeln die (n + 1) Werthe sind: 

u, Fy Ss. au Bw, aiken 


* x“ “uu 


zur zweiten die anderen, deren Wurzeln folgende (x -+ 1) Werthe 
haben: 


a ve ‘| ae eer eg ve 33/2 
Pr se CF wv: OF aa. a? av? Sewer 5 


n? 


Zweiter Abschnitt. 


Die Eigenschaften der Jacobi’schen Gleichungen vom vierten und 
vom sechsten Grade. *) 


$1. 

Wie im vorhergehenden Abschnitte bewiesen ist, haben die Wur- 
zeln der Gleichungen (19), (20) vom vierten und vom sechsten Grade 
die von Jacobi fiir die Multiplicatoren bei Transformation dritter 
oder fiinfter Ordnung ausgesprochene Eigenschaft; ich werde also diese 
allgemeinen Gleichungen als Jacobi'sche Gleichwngen bezeichnen. 

Die Wurzeln der Gleichungen vierten Grades: 


(1) f(2) = 24 — Gaz? + be — 3a? = 0 


*) Dieser Abschnitt enthilt die Resultate, welche in folgenden Arbeiten ab- 
geleitet wurden: 1) Sur une classe d’équations du quatritme dégré. Comptes 
Rendus 13 Juillet 1863; 2) La soluzione pid generale delle equazioni del 5° grado. 
— Parte prima. Annali di Matematica, Anno 1867, Vol. 1° 
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befriedigen somit die zwei Bedingungen: — 


(2) Veg + V2; + V%,=—8 V¥—3z2, Ve +e Ve, + e /z, = 0, 
und setzt man 
Ve=a,V—3, Vateyat+eVig=3a,, 
so hat man: 
4=a)(a%+a,*), b= 8a,° — 20a,%a,* — a,°. 
Bezeichnet man jetzt mit /’(¢) den nach z genommenen Differential- 
quotienten der linken Seite von f(z) = 0, so erhilt man leicht: 
3 3 64a — Bb? 
&—Taz+7b=—- 7 r@ ’ 
oder also aus (1): 





d 7 a 
8 64a3— 0?) 4% _ (—ta243 bya. 


Die Ausdriicke von der Art des hier rechts auftretenden Gliedes be- 
friedigen daher ebenfalls zwei lineare Relationen (2), und im Allge- 
meinen, wenn man setzt: 


VZ=pVe+q(#&—Taz+b) ys, 
wo p,q, Functionen von a, b sind, so hat man immer: 
V4 +V%Z,+V2,=—V—38Z, ¥24,4+8&VZ,4+8/2Z,=0 
und die Z, Z, Z,, Z, sind die Wurzeln einer Gleichung vierten 
Grades: 





Z4—6AZ7+ BZ—3A?=—0, 
wo A, B wieder Functionen von a, b sind. 
Man zeigt ferner mit Leichtigkeit, vermége der Werthe, welche 


V2, V% +--+ im ay, a, besitzen, dass folgende zwei Reihen von Aus- 
driicken: 


(e>—5as+b) fz, (e—5a) yz 
und iiberhaupt, unter », q Functionen von a, b verstanden, die Grossen: 
VZ =p (28 —Saz+b) fz + q(e—5a) fz 
der zweiten Reihe von Relationen geniigen: 
VZ,+V4,+V2,=V—32Z, VA+2/4,+ &7Z,=0. 
Diese Resultate finden unmittelbare Verwendung bei einer geometrischen 
Frage, die sich auf die Theorie der terniiren cubischen Formen bezieht*). 


Setzt man in der Gleichung (1) y= //a und dividirt die Glei- 
chung durch a?, so kommt: 


*) Siehe die Note in den Comptes Rendus, welche oben citirt ist, und eine 
Note von Hrn. Hermite — Sur la résolution de l’équation du quatriéme dégré 
— in den Comptes Rendus von demselben Jahre. 
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y' — Oy? + 8my—3—0, 
Aus ihr leitet man wie oben ab: 


b 





wo 8m = — 
aya 


12(1—m?) 419 _ (ys_7y4-6m) Vy, 


und durch nochmalige Differentiation gelangt man zu der linearen 
Differentialgleichung der zweiten Ordnung: 


aVy d G 
12(1—m)21Y _ 16m 419 4 yy —o, 
welche mit (26) [Abschn. I] zusammenfillt, sobald man setzt 
—1—26, y=u. 


§ 2. 
Die allgemeine Jacobi’sche Gleichung vom sechsten Grade ist: 

(2) (e —a)*— 4a(¢—a)* + 10b(2—a)’ — 4e(2—a) + 50? — 4ac=0; 
ihre Wurzeln geniigen den drei Relationen: 

Vnt Vat Vat Vat Va=Vy5z, 
(3) Va te yate Yate Va,+ & e,=0, 

Vint & Va,te Ye, + & fast & V2z,=0, 
und die Coefficienten a, b, ¢ sind (Glch. (20) des Abschn. I) Fune- 


tionen der drei Gréssen a,, a,,@,, welche durch folgende Gleichungen 
gegeben sind: 


(4) Ve=a,V5, V2m =a + ea, + &™a,, (m=0, 1, 2, 3, 4). 


Bemerken wir zuniichst, dass vermége des Werthes von a sich ergiebt: 





da da da 
“day, 7 2a; da, — a, J “day a a, . 
Setzen wir entsprechend: 
db ‘ db db 
da, = 205; “da, = b, ’ da, = b, ? 
1 de = 2e a de a 1 de ae 
5 da, ive 0» 5 da, eae C2, b da, wil “) 


so folgt aus (4): 
‘ aVim aVim dVim iVem 
2 [a Vs - + by aha + 5e, “ 4 ma) Ym 1, 











da db dc 
dVin aVim dVim aVim 
on Age +b i +06 Ae = eae, 
dVim aVimn , -, @Vim dVim ‘ 
a ee ae eee ee 


Multiplicirt man hier der Reihe nach mit a,, a, , a, dann mit b, b,, b., 
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endlich mit ¢,, ¢,, ¢, und summirt jedesmal, so kommt fiir jede 




































Wurzel 2: 
eVe a e+ n et bm a, 
aren (5) 1 y =n = + a’ ae +51 , 
tye =m = ae a + 5a” _ : 
wo 


(6) am = by + od, + ™B,, Vem = Cy + eC, + ane, , 


und 
a,’ + a,a,—4, 2boly + b,e, + bye, = 2I, 
(7) by? + bb, =a, = 2eyag + Ca, + C20, = 2m, 
t: : Cr + ee, =a", Zab, + a,b, + a,b, = 2n. 
=0; ' Offenbar geniigen die Ausdriicke //2’, yz” ahnlichen Relationen wie 


(3) und geben also zu zwei neuen jeeettidinn Gleichungen sechsten 
Grades Anlass, deren Coefficienten Functionen von a, b, ¢ sind, und 
dasselbe kann gesagt werden von dem allgemeineren 





(3) VZ=pye +aVet+rye’, 
wo p,q, r Functionen von a, b, ¢ sind. 
ne- Die Werthe. der Ausdriicke (7) a’, a”,--+- berechnen sich ziem- 
yen lich leicht und sind diese: 
a =8a?b+e, a” = b(4ac—3)*), 
4). l—=a(4ac—b*?), m=c, n = 3b. 
bt: . Setzt man also: 
a m 
h=|m a ; 
| m l a” 
das heisst: 
(9) h=27b'— 3 —25.a°b'+ 40a'b?c + 20a2b c?— 45ab3e— 16ac?, 
so kommt: 


ant eye tee tfye =P, 


(10) onal —pye +f Ve +eVe' =Q, 
tf Ya +e Ve +977 =P, 

e= 40a°b?e + 4abc? — 25a*b! — 3b8e — l6ate’, 
(11) f=4a%be—3ab'—c?, g = 8a*b + ac — 9b’, 
é=3be ~4c+ab?*, p=—4a’?e? — 13ab?e+ 9b. 








wo: 
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Die Werthe von-j/7 , 2’ in Function von j/z leiten sich aus (6) ab 
mit Hilfe der Werthe der Coefficienten a, 6, c unter Benutzung der 
Gleichung sechsten Grades. Man findet: 
2(a°—b) /¢ =[2°—10 az*+35 a?25—61 a®z?+-11be?4+-60a'z—35abz2—25a° 
+29a*b—4c] yz, 
2/7’ =2a? 7 +[2*—9az?+ 27a? 2? —39a8s+9be 
+20at—14ab] /z, 


und aus ihnen, indem man y = z — a setzt und unter /,, f,,--- die 
Functionen versteht: 


(12) f,.=y—4a, Ah=yh, h=vht+10b, =v, h=yh—é4e, 
folgende Formeln: 

e=5at/,, 2=—c—10abf,—5 bf, —4a°f,+ af,—f,, 2’ = —2bef,—b*f,+-cf,, 
2 Vdd” =—(4ac+5b*)f,—2cf,— 4abf,+3bf,, 

2 Yen” =—4ce—bf,+f;, 2 V22'=—15b—2af, —fy. 

Diese letzteren fiihren mit Riicksicht auf die Relationen: 


DSA=-——w%a, Sh—0, S308, S'A=0, Sh=—4e, 


(wo sich das Summenzeichen auf die Wurzeln der Gleichung sechsten 
Grades bezieht) vermége (8) zuniichst zu der Formel: 


>Z= 10.4, 


A=apt+a@+a’r + 2lar + 2mrp + 2npq, 
sodann, fiir Y= Z— A, zu dem folgenden Werthe von Y: 
Y=t+tfAtthatbeh+bh tah, 


wo die ¢, ¢,,---¢, Functionen der a, b, c, p, g, r sind. Vermdge 
dieser Transformationsformel geht man von einer Jacobi’schen Glei- 
chung sechsten Grades zu einer beliebigen anderen iiber. Setzt man 
z. B. in (2) b= 0 und will eine transformirte Gleichung mit A = 0 
erhalten, so braucht man nur, da in diesem Falle: 

A=ap?+ cq + 8a’cqr + 2epr, 
p=q=O0 zu nehmen. Setzt man dann iiberdiess cr? — 1, so wird 
die Transformationsformel : 

Y=f,=y' — 4ay’ 

und man erhialt die Gleichung: 

¥°+ 10BY*—4CY+5BP?—0, 


wo: 


wo: 


B=, C=—4c(c+4a'). 












2h 


2h 


10h 
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§ 3. 
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b 
r Aus den Relationen (12) leitet man mit Riicksicht auf (10) die 
Werthe der nach a, b, ¢ genommenen Ableitungen von j/z, j/2” ab. 
. “Beg man dieselben in Function der a, b, ¢ und der Trinome P, 
R (Gich. (10)) aus, so erhailt man: 
2h—— wy? =16abQ+(12ac—5b*)R, 2h -— = 4(ac—33b*) Q—41bcR, 
2] ane =5P+8a2Q, 2h we -=41abQ+(4ac—9b%) R, 
e 
10h 7 5948a°R, 10h 7 9 P+ 320°Q4 GoabR, 
’ Diese Resultate fiihren weiter zu folgenden Relationen: 
dP dh 
10(h Ge — P Ge) = UP + AR + nk, 
1 dl 
10(h Ge — 0 Ge)=aP+ bO+ mk 
ak dl 
10(h — R oa =a,P+ 8,0+7,R 
wo «,, @,--+ die folgenden Functionen von a, b, ¢ sind: 
a—=—f, B,=——(594+8ef), », = — (9e+32a*p—25ad/), 
' a—=—se, §~,=—(5f+8a2), = — (9p + 32a°f —25abe), 
t—=—g, p~,=——(5e+8a'g), yy, = — (9f+32a’e —25abg), 


und die m, f-+~- durch,(11) gegeben sind. Da nun 


= dh dVz dR 
+22 a a 


so folgt aus der letzten etl (10): 
d 
| 10812 TE = P+ Qt AR 
Setzt man jetzt: 
m = 5 [121la2bc— 1444 b' + 128 ath? — 96a°e—9c*], 
a—=—I15a, b=15(8a3—11b), y = 3(512a°—395a7?b+ 780), 
so erhalt man durch leichte Rechnung: 
10°h [ron Ove 1 om meV? | = aP + pQ+7R, 
und endlich, da: 


10h 





hYz=aP+nQ+wmR, 
durch Elimination der P, Q, R die lineare Differentialgleichung dritter 
Ordnung: 


Mathematische Annalen. XIII. 9 
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101009 4 mee) eB oy | 














10°) = £3 a Bp, Ys _—s 
hi one 
| , av is A andi 
| Vz a en m'| 


Nehmen wir a = 0, so ist h = 27b5 — c', also: 
h— © (1—#) fiir c = 2705, 
und die Differentialgleichung formt sich in folgende um: 
a@Vz , 1 4—7t aVe 1 200—1389¢ dVz M WEL 
ae + 3ia—H a® T 900 ea—t ae + S400 AH —°- 
Macht man hier: ‘\ 
Vz=(1—t)w, 
so wird: 
oa t+3pent(é P+ 2p + 4q)%@ T+ 2(2pq 4+‘ “1 w =0, 
wo: 
1 4—13t 29-41 1 


6 tit’ @ 3600 | t(—2)* 
es lasst sich also w ausdriicken vermittelst zweier hypergeometrischer 
Reihen, welche die Differentialgleichung befriedigen: 


& d 
Ge +04t ta0—9. 


§ 4. 
Dividirt man die Glieder der linken Seite der Gleichung (20) 
[Absch. I] durch: 
(e—a)® (5b*?—4ac), 


und setzt man: 
2 Pe, c 3 a le paddy MB, is 
~ §b®—4ae’ —= pe —dac’ 7 ~~ 5e-4ac’ 


: 58 — dey = —* 


5b?—4ac’ 
so formt sich die Gleichung (20) in eine von eben derselben Form um: 


(13) (€—e) — 4a (E—a)) + 108 (§ —@)3—4y (§— a) + 5~°—4ay—0. 


Da nun fiir den Werth von z,,: 


2m — & = A, A, + Ze”aya, + &™a,? + H™a,? + Zeta, a,, 
so kann man analog setzen: 


Em — ah, + eh, + &"h, + Hh, + eh, 








Mul 
fiin! 


(14 
unc 


(15 
aus 


un 


ul 


Sl 
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Multiplicirt man diese Gleichungen Glied fiir Glied, so erhilt man 
fiinf Gleichuagen, aus denen sich h,, h, - - - h, bestimmen lassen. 
Zu dem Zwecke fiihre man die Bezeichnungen ein: 


(14) Cy = — a, (44)? — a, 43), C,= 2a,a,— a,°, 
Cy;= a, (4a,’—a, a), C, = — (2a,a,?—a,°), 

und leite aus vier dieser Gleichungen folgende ab: 

(15) hol, + h,C, = 9, Igy = hy Cs + h,C,, 


h.C, +h,C, = 0, h, C, = hg C, + h,C,, 
aus denen folgt: 
hy hs = hyh,, hy? = hyh,, 
und also: 
hgh, = hgh,. 
Diese Relationen werden befriedigt, wenn man setzt: 
ho =a,a,, hij =a,?, ha=—2a,a,, h,—=2a,0,, h, —a,?, 
und trigt man diese Werthe in die von €,, ein, so kommt: 
Em — & = (ay a, + aL)? — (tg? or, Hp). 
Durch Einsetzung derselben Werthe in die Gleichungen (15) ergiebt 


sich: 
aC, + a@,0,=0, 2a,0,=a,C, — a,C,, 


oder, unter g eine unbestimmte Grésse verstanden: 
a= @C,, a—=—eC,, 2a,C,;=— e(CC,+C,’). 

Nun hat man identisch: 
(16) C.°C, + CC, + C,°C; + C,°C, = 0, 
| und also: 
4 4. 244 & 4%, SES . 
2 ° C, o i. CG, 

Um den Werth von o zu bestimmen, verwenden wir die fiinfte 
der oben genanuten Gleichungen. Indem wir in sie fiir hy, h,--- die 
eben bestimmten Werthe eintragen, kommt: 


(4a,?— a, a,)* = g? (60*—4a0), 


ay = —_— 


indem: 

(17) C,°C, + C30, + CC, + CC, + 30,C,C,C, = 4ac — 5b’, 
C,C, + C,C, = — 2b. 

Man hat also: 


Q — C, Cs 


~ @V5b®— hac aVb0®—dac ”’ 
und wegen der identischen Gleichung: 

C,°C, + C,°C, + C,?C,? + 50, C,C,C; = 4a,a,¢, 
9* 
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weiter: 


, c 
2 ost eR 

ay? + a, a, = = o 

° “I 5b? —4ac ? 


und also: i 
V Em = a, + ema, + ema. 
Die Quadratwurzeln aus den Wurzeln von (13) befriedigen also 
die drei linearen Gleichungen: 
Viot Vit Viet Vist V&=—V5E, 
(18) Vi, +e VE, + 2 Vint & V& +e Vé,=9, ; 
Vin +e VE, + 8 78+ & VE +e VE, =. 
Eine jede der Quadratwurzeln /§ lisst sich als Function der ent- 
sprechenden )/z darstellen. Man findet leicht: 
(19) 2(a* —b) /5b?—4aec WE=[2* — 10az*4 350225 —59 a3 22+ 902 
+48 a'z—23abe—15a5+ 19a2b —4c] z, 
und offenbar erhilt man den Werth von j/z in Function von /£, in- 
dem man in dieser letzten Gleichung die §, 2-vertauscht, a, 8, y an 
Stelle von a, b, ¢ schreibt und das Vorzeichen des zweiten Gliedes 
umkehrt. - a 4 
Ebenso wie sich aus dem j/z die /7 , Vz” ableiten, erhilt man 
aus dem //£ analoge Ausdriicke j/f’, //&’. Man setze: 
e =8a°B+y, a’ =B(4ay—3B%), A—a(4ay—B"), wy, v= 3B, 
so hat man: 
w/e) air aVé 
eV Fe -Ge + ag + oe 
17/y y ae " a pd 
By § +a + 54-7", 


tye iat? we am 45 pe 


und bezeichnet man der Kiirze wegen i: k den Ausdruck (9), nach- 
dem man in ibn statt a, b, c bez. a, B, y eingesetzt hat, so kommt 
die Relation: 


=, 


Kk h 
UR 4ay)? ™ (5b®— 4ac)" 7 
Die Werthe von //é, //&” als Function von j/z erhalt man leicht mit 
Hilfe dieser letzten Gleichungen. Bezeichnet man mit (j/z) die rechte 


Seite von (19) und mit , (/z), ,(j/z) die folgenden Polynome: 
®, (2) = (8 —Tae?+ 11 az —5a3+7b) fz, 
©, (Vz) = (e—3a) Vz, 












Ce Co 


~ =a  —™ -» 


(2. 






lso 


in- 


Jes 


jan 


mt 


nit 


ite 
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so erhilt man folgende Ausdriicke: 

~ 2(a3—b) (5b?@-4a0)*/¥ =—5abO(y/z)+ (a®—b)[5b0,(/2)+-4c0,(/a], 
2(a°—b) (6b°—4.a0)*/§’=—2a? O(y/2)+2(a*—D[_ a%,(/2)+ b,(/2)], 


und die drei Polynome (j/z), %, (j/z), ®,(/z) gentigen daher drei 
Relationen, welche den Gleichungen (18) entsprechen. 


$ 5. 


Aus dem, was in § 2. bewiesen ist, geht hervor, dass man eine 
Jacobi’sche Gleichung sechsten Grades fiir Z bilden kann, deren 
Coefficienten A, B, C drei Parameter p, g, r enthalten. Die Trans- 
formationsformel, durch welche man von der Gleichung (2) zu der 
Gleichung mit Z gelangt, ist folgende, wie ebendort gezeigt wurde: 


(20) Y=et+tft+thtbht+bhh+4h, 
wo Y=Z—A und die f,, fy,--- die Werthe (12) haben. Die 
t, t,, +++ sind Functionen zweiten Grades von p, qg, 7, namlich: 

t+ A=—ct,+5pw, t,=—p*—10abq?—2ber?—(4ac+5b*\qr, 
(21) t,=—bt,—2qw, t,——4a°q’?— br? —4abqr—pq, 

tz=—at,+rw, t—pr—@q, 

wo der Kiirze wegen w = ap + 3bq + er gesetzt ist. Man hat also: 
(22) > Y¥=44 =6t— Wat, + 30bt, — 4et,, 


woraus sich der Werth von A, wie er in § 2. gefunden wurde, oder 
auch folgender ableitet: 


(23) Aa=w + gq —2eqr+fr, 

wo die g, ¢, f die Werthe (11) haben. Bemerkt man endlich, dass 
das Product zweier beliebiger f sich als lineare Function der f dar- 
stellen lisst, indem man hat: 


f?=h—4ah,, fifo=fs—4af,—10b, fy fs=fs—4Aaf,+4e, 
f?>=f,—4af,—100f,, hih=h- daf; , fof = Aaf,+4ef, —d, 
(24) f,? =—4af,;+10bf,+4cf,—d, fifi=f;—4af,t+4e, hh=-dh, 
fP=10bf;+4cf,—dh,, = fifs=—4afs—d, ffs = 100f,1+-4ef.—df,, 
f2=—4ef,—af,, fifa, fuf;=\0bf,—dfy, 
(wo d=5b?—4ac), so sieht man, dass man fiir Y?, Y*,--- ahnliche 
Ausdriicke, wie fiir Y erhilt und mit ihrer Hilfe die Berechnung der 
Coefficienten B,C, abgesehen von der Linge der Rechnung, keinerlei 
Schwierigkeit bietet. 
Wie in einem der spiiteren Abschnitte auseinanderzusetzen ist, 


134 F. Brroscnt. 


ist es sehr wichtig, den Fall, in welchem A = 0) ist, niher zu be- 
trachten. Die Formel (23) gicht dann zur Bestimmung des Verhiilt- 
nisses zweier der p, g, r die Gleichung: 


w? + gq —2eqr+fr=—0, 
aus der man fiir w= 0, r =—g die folgenden ableitet: 
q=e+8, p=f—o, 


wo, wie in § 2., n=3b und O= + fP&— fg = +)—ah ist. Die 
drei ersten Relationen (21) und die (22) werden also: 


t——ch, t=—bh,  h——at, 2at—3bt, + ct —0, 
und demnach der Werth (20) von Y einfach: 
(25) 2aY=uP+ vQ, 
wo: 
= 2af,+3bdf,, ° 

(26) Q—2af, — 2a*f, — 2abf, — cf, —2ac, 

bbe} 

i =v. 


Man bemerke, dass 


aSp=0, Se=o, 


und daher > Y = 0 unabhiingig von den Werthen von uw und v ist. 
Diese letzteren haben die Werthe: 


| u = 2(4a8—n)h — : [ 40? (2ae+ng) _ (2ne+a’y)], 


(27) 3 
v =2ah — (2ae+ng). 


Setzt man die angegebenen Werthe von p, q, r in (8) ein, so erhilt man: 
(8) YZ—=fyet+sVitgVe —2(nfz—ay2), 


und wegen der letzten Gleichung (10) und der beiden ersten (5): 


YZ — 22 [9 Tt _ 5 (e40) 414). 


a 


Jetzt bemerke man, dass man, unter f(z) das erste Glied der Gleichung 
(2) verstanden, folgende Gleichungen hat: 


fe) & = — 10 [(¢—a)>+b], f'(2) i mt 


und also: 


29) YZ—=— De. ay (oy +2(e+8)y+2a(e-+8)+549), 








wo 
Gl 
de 


ul 








e- 
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is eects, @ ane sn. . af 2) ; ; 

wo, wie vorher, y= ¢—a und f'(z) = dz Sesetzt ist. Diese letzte 

Gleichung fiihrt nun leicht zur Bestimmung des Werthes von B. In 

der That, setzt man: 


U=— ylgy’+2(e+8)] , 
. bg + 2a(e+ 0) ? 
und bemerkt, dass: 
[[vz—-2V, [[ve=w-nys, 
so erhiilt man: 


(30) B — 2 " 5p : h? IT(x—U) 


ew Fe” 


und die Untersuchung ist also zuriickgefiihrt auf die Aufsuchung der 
Gleichung fiir die U, welche aus der Gleichung fiir die y durch Trans- 
formation hervorgeht. 


Man berechnet: 
[[ro=—4.5-2R, 
[]@—0 =4@—yreow-y), 

wo rechter Hand: 

V = 160 a°(a®—b)h + bg + 6ag*e — l6a°’gey — 32 ag’, 

W = 2a(40(a'— b) (2ae—3bg) + 8agy— 25g’|. 
Hier bedeuten g, ¢ die Ausdriicke (11) und w hat den Werth 

= 32 a> — 35a*b + 3c. 

Der Werth (30) von B nimmt also folgende einfache Form an: 


B=" (V—6W). 


Bezeichnet man mit B,, B, die zwei Werthe von B, welche dem dop- 
pelten Vorzeichen von 6 entsprechen, so ist: 


B,B, = “[V? + ah W?), 
woraus sich durch kurze Berechnung ergiebt: 
(31) B, B, = £™ (128 a%—4ac+b*). 


Dieses Resultat, welches den Zusammenhang zwischen dem hier be- 
trachteten particuliiren Falle und den interessanten Untersuchungen von 
Prof. Klein iiber das Ikosaeder*) klarlegt, liisst sich leichter aus dem 


*) Vergl. diese Annalen Bd. XII, p. 503 ff., bes. p. 535, Gleichung (13). 
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anfanglichen Werthe von’ )/z ableiten. Bezeichnet man nimlich mit 
Z,, Z, die beiden Werthe von Z, welche dem zwiefachen Vorzeichen 
von @ entsprechen, so kommt unmittelbar: 


VZ,Z,—  a—2). 


Diese letzte Relation bietet nun auch ein ziemlich einfaches Mittel, 
um zu dem Werthe von C zu gelangen. In der That, man hat ver- 
mége derselben : 


Te 
(5a—z) a Zz,’ 


und also: 





Setzt man jetzt: 
© = 128 a°) — 4ac + b? =~ /(5a), 


w = 256 a° + 120a%> —¢ = +f’ (5a), 


o = 4[w? — 25 a (32a + 3b) O], 


so kommt: 

5 

:0° D> ans -—wO+ ae, 

5 j € ‘ q > ‘ ‘ a¢ 9 

50? >) capi 25 (28.094 30/0? 44.4 (64.04 250) wO — (B2a*b—c)@, 


Sq: >’ ri 53 5a(32ac—70*)0* 8 (Ba%e—2a**-+-be)wO-+2 (ac—*)o, 


5 a2 2 Lm 4 9 ¢ ¢ ‘ € 2 > 2 
; 0 ayer 5 (68a? b—-c)@2—(128.a%- 12. ac-+- 250?) wO+ 16ab29, 


rn ie 30 (24.9 b)O2—4a(64a3+ 190) wO+32a2be, 


Sq: >) 212F __ 50a@?4240?wO+be, 


(5a— 2) 
und also, wenn man unter A, 2’, 4”, uw, w, w” die rechten Seiten dieser 
Gleichungen versteht: 

a’ B® 2 ’ ” ’ ” 

C= peor PPA + Pa rh" + gre + pr + page’), 

wo p, q, 7, wie oben, die Werthe besitzen: 
. b » 
p=f—3—79, q=e+d, r=g. 

Bemerken wir schliesslich, dass 


dz dz 
a9 wes 

so folgt noch, dass der Werth von A bei denjenigen Jacobi’schen 
Gleichungen , deren Wurzeln durch 
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VZ—pyitqe +r 


gegeben wird, keine Terme in pq, pr enthilt. 


§ 6. 

Wie im ersten Abschnitte bewiesen ist, kann man eine J acobi’sche 
Gleichung, fiir die A = 0 ist, immer mit Hiilfe elliptischer Functionen 
lésen. Setzt man nimlich in der Jacobi’schen Gleichung Z= Y )/B, 
so kommt: 

Cc 
Y*'+ 10 Adee 4 Y+5=0, 


und vergleicht man dies mit einer der betr. Gleichungen, die sich bei 
der Transformation fiinfter Ordnung der elliptischen Functionen ein- 
stellen, so hat man eine Relation, aus der der Modul x bestimmt wer- 
den kann. Betrachtet man z. B. die Gleichung, deren Wurzeln sind: 


[V2 + 2] 


und fiir die wir die Werthe gefunden hatten: 


4? , 1 — 16 #2x'2 
duit = Sat, Y om 49. = 
Am0, Be aoe.) Ome. teen 
so kommt zur Bestimmung von x: 
C3 (1—16 #?x’2)8 
> 4 nx? ? 


und die Wurzeln der Jacobi’schen Gleichung fiir Z sind dann durch 
die sechs Werthe des Ausdrucks gegeben: 
Z= re x? (en-2@ — en-4o\ 
S -4@ cn-2@ 
Ich werde nun zeigen, dass dieselbe Higenschaft bei jeder Ja- 


cobi’schen Gleichung Statt hat, was auch a, b, ¢ sem mdgen. Be- 
merken wir zuvorderst, dass fiir 


VZ—=pye+aqye+rye 

1) A=0O wird, wenn p, q, r einer quadratischen Gleichung ge- 
niigen, deren Coefficienten Functionen von a, b, ¢ sind, 

2) sich Z als Function von z mit Hiilfe eines Polynoms vom fiinften 
Grade ausdriickt, in welchem die Coefficienten quadratisclfe l'unctionen 
von p, g, r sind. Macht man in diesem Polynom den Coefficienten 
von 2° zu Null, dessen Werth als 


t;=pr—@ 
bestimmt war, so sind die Verhiltnisse p: q: 7 gegeben und man hat 
eine Gleichung vierten Grades in z, mit Hiilfe deren man ¢ als Function 
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von Z bestimmen kann. Hiermit ist also gezeigt, dass eine J acobi’- 
sche Gleichung fiir z immer mit Hiilfe der elliptischen Functionen ge- 
lést werden kann, was auch a, b, ¢ sein mégen. 

In dem besonderen Falle, den wir im vorigen Paragraphen be- 
trachteten, ist es niitzlich, auf beide Lésungen Z,, Z, gleichzeitig 
Riicksicht zu nehmen, insofern ihr Product sich sehr einfach durch z 
ausdriickt. In der That hatten wir: 


(32) s=a[5— 4 /2,2,]. 

Ich will nun mit M,, N,; M,, N, die Werthe von B,, C,; B,, C, 
bezeichnen, sobald man in der betreffenden Gleichung a = 1, b = 0 
setzt, wie das bei der Multiplicatorgleichung und den anderen analogen 
Gleichungen der Fall ist. Aus den im vorigen Paragraphen gefunde- 
nen Werthen von B, C ergiebt sich dann: 


M, = 2 ¢§ (e+ 16) [4 (3¢+64) + (c+64) fe + 16], 
M, = 2 § (e+ 16)* [4 (3e +64) — (c+ 64) /ce+ 16], 


mM; 2Q¢ / . 
i= tet(e + 16) [e+ 17-324 8-15 e+ 16], 
My are 
N, = tet (e+ 16) le + 17-32 — 8. 15 ec + 16). 
Sei jetzt, wie bei der Multiplicatorgleichung ¢ = — 4°x*x’?, so kommt: 


M, == 435 416 5’ 22 (l —2x?)5, 
M, — 435 4922 x” 16(1 —2x?)§, 
N, = 4°8x?4x' 56 (1 —2x*)! (16 — 16x?-+ x4), 
Ny == 459x656 4! 24 (1 —2 x?) ( 14-14%? + x1). 
Setzt man also: 
Ce; iN; Ce Ne 
B} — “MS? B,» ont M,° ? 





so hat man zur Bestimmung der zweierlei Werthe von x, die wir x, 
und x, nennen wollen: 


Pe iciel S. Abe. . Be end SME TEP . 





—_— * n° 2 . BS 4 un? 8 


Ks seien jetzt U,, U, die Werthe von Z,, Z,, welche der Multipli- 
eatorgleichurg entsprechen, es sei ferner z=p, 2=—w', 2 =u" 
(siehe Abschnitt I.), so geben die Gleichungen (28): 


VU, = — 2-45. x2x'4(1—2x?) [V2 — Vu |, 


VU, =—2- 49. etx¢?(1—2%) U " —y*|, 








sO 


ul 








2 vs 
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wo in der ersten x =x, und die 4, w entsprechend zu nehmen sind, 
in der zweiten x =, zu setzen ist. Bemerkt man jetzt, dass: 


4, _ YU; 4, _ Us, 
B,” M,” ? B,* My,” ’ 


/ 2,2, —y® ‘= Be VU, U; 


und also vermége (31), (32): 


gun a— > / e 0 / My Hy at 201 _ at ; [see-Sp_ oust a] 


Quen? Ldn-4doa, dn-2o, enc:4@, cnce-2@,}’ 








so kommt: 


wo jede der Gréssen @,, @, die im ersten Abschnitte angegebenen 
Werthe hat und in die Formeln fiir K, K’ statt x eingesetzt werden 
muss %,, %,. 

Selbstverstindlich kann man diesem letzten Resultate verschieden- 
artige Formen geben. 


Dritter Abschnitt. 


Die Erniedrigung der Jacobi’schen Gleichung sechsten Grades.*) 


§ 1. 

Bekanntlich ist eine der wichtigsten Eigenschaften der Modular- 
gleichungen diejenige, welche Galois in seinem beriihmten Briefe 
an Chevalier angab, und die darin besteht, dass der Grad dieser 
Gleichungen fiir die Transformationen der Ordnungen 

5, 7, 11 

um eine Kinheit herabgedriickt werden kann. Bewiesen wurde diese’ 
Angabe Galois’ zuerst durch meinen verehrten Freund, Prof. Betti, 
in einer Abhandlung, die in den ersten Monaten des Jahres 1853 in 
den Annali di Matematica di Tortolini veréffentlicht wurde, und spater 
wurde sie der Ausgangspunkt der bekannten Untersuchungen von Hrn. 
Hermite iiber die Gleichungen fiinften Grades**), Hr. Hermite 
vervollstindigte die Entdeckung von Galois und gab ihr eine noch 
gréssere Wichtigkeit, indem er zeigte, wie man die Erniedrigung, deren 
Moglichkeit allein festgestellt war, wirklich erreichen kann. 


*) In diesem Abschnitte sind die beiden Noten verwerthet, welche ich im 
Juni und September 1858 in den Annali di Tortolini unter dem Titel veréffent- 
lichte: Sulla risoluzione delle equazioni del quinto grado. 

**) Sur la resolution de l’équation du cinquiéme dégré. Comptes Rendus de 
l’Académie des Sciences 1858, 
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Seien, wie vorher, z, 2, --- 2, die Wurzeln emer Jacobi’schen 
Gleichung sechsten Grades, und sei demnach: 
V2=aV5, Ven=a,+ ea, + e'a,. 


Da f5 = 1+ 22+ 2¢, so erhiilt man aus diesen Relationen die 
folgenden beiden: 


Vij + V2 =—2(+8)a,+a,+ a, 
Ve, + V2, = 2a, + (+8) (a,+4@,) , 


und also: 

(Yeo + V2) Ve, + V2) (P+ 2) [—4 ag? 2 ay (a+) + (a, + 4,)"] 
und ebenso: : 
(Ve — V2) (Ve, + V2, ) = (e+ 8") [—4.4g? 249 (ay-+ a) + (a,+-4,)"]. 
Da ferner: 

Yi,—Ve,—('-)(@,-a), V~e—Vm=(e—#) (aa), 


so erhalt man: 


Va + V2) Va +V%) Va —V¥4)=P(G+Q+Qa+), 

(V2, —V2) (Va, — V4) Va +V¥a)=a(G+ C, + C, + C;), 
wo: 

P=E@+A\ (HH), a= E—A) (+8) 
und die C,, C,, C,, C, die Werthe (14) des vorangehenden Abschnittes 
besitzen. Nun ist pg = — //5; also kommt: 
(@—29) (2 —#3) (4 —4#) = (Q+C,+0,4+6,)/5, 
und setzt man jetzt: 
% = Vi [(¢—#9) (@2—#3) (4,—4,)]", 
so ergiebt sich: 
%H=GO+tG+0,+¢;. 

Aber wenn man in C,, C,, -- + statt a,, a, einfiihrt «"a,, &”a,, 80 


entstehen: 

aCy, #°C,, &C,, &C,, 
wihrend gleichzeitig ein beliebiges z,, in zn, tibergeht. Bezeichnet 
man also mit y, den Ausdruck: 


Gye Vi [(e—2,) (Zr+2 ae 2y43) (244—#41)]*, 


so ist: 
(1) Ye = OC, + OPC, + °C, + °C; 


Die Yo, ¥;,-*- Y, sind daher die Wurzeln einer Gleichung fiinften 
Grades, deren Coefficienten rationale Functionen der Coefficienten 











on 


S 
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der Jacobi’schen Gleichung und der vierten Wurzel aus ihrer Discri- 
minante sind. Bezeichnet man diese Gleichungen mit: 
y+ ry! + Poy? + Psy? + PAY + Ps =, 
so hat man ohne Weiteres folgende Relationen: 
p=0, 
Py = — 5(Q,O,+-C,C,), 
Ps = 5 (CPO, + 6,70, +6, C; + °C), 
Py = — 5(C8C,+-C3C,+ C2 C,4+C,3C,+ C,C, C,C,—C,? C,°—C,? C,"), 
und hieraus mit Riicksicht auf die Gleichungen (16), (17) des zweiten 
Abschnittes : 
Po=10b0, pr=O0, py =—5(9V?—4ac). 
Man hatte ferner: 


[Tro=—-4#-5-2R, 
T[y=8v—%. oder p, = — 8 /—h. 


Die Gleichung fiinften Grades daher, deren Wurzeln yy), y;, °° + Y4 
sind, ist diese: 

(2) y® + 10 by + 5(9b?—4ac)y —8Y—h=)0, 

wo h den in Gleichung (9) des zweiten Abschnittes angegebenen Werth 
besitzt. 


Nehmen wir jetzt an, dass z, 2, --- die Wurzeln einer der 
Jacobi’schen Gleichungen seien, welche aus der Transformation der 
elliptischen Function entspringen und b = 0 haben, so wird die an- 
gegebene Gleichung: 


y> — 20acy — 8cyce+ l6a=0, 


und also: 


es P 
und, wenn man y= 2 j/4ac, w= qs sett: 


a —52—/22t® 9. 
“u 


In diesen Gleichungen sind a, ¢ und also w Functionen des Moduls 

— sobald namlich a als numerischer‘ Coefficient betrachtet wird —; 

wenn also vermége der sogenannten Jerrard’schen Transformation 

eine beliebige Gleichung fiinften Grades auf die Form gebracht wird: 
2 —5a2—4MU=—0, 

so hat man zur Bestimmung des Moduls x die Gleichung zweiten Grades: 

pw? + 32(1—2M*)p + 256 = 0. 
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‘ir die Multiplicatorgleichung z. B. hat man a=1, w=c=—4'x? x’? 
und also: 


und dadurch x als Function von M. 


und also fiir eine beliebige Wurzel z der Jacobi’schen Gleichung: 


Setzt man hier: 
so erhilt man nach einigen Reductionen: 
wo b = 5b? — 4ac. Die Grosse w hat, den Wurzeln der J acobi’schen 


Gleichung entsprechend, 6 Werthe, die man mit Riicksicht auf die 
Formeln des Abschnittes II.: 


s ee Ue i 
c aewetl, Tn ie 
in folgender Form schreiben kann: 
qq (w—12ac—5b*) = — (a(e—a) + alf—a). 


Von ihr ausgehend stellt man leicht die Gleichung sechsten Grades auf, 
der w geniigt. 

wo: 

es ist also: 


Bezeichnet man daher mit r, s die Ausdriicke: 


so kommt: 


und setzt man jetzt: 


F. Brioscar. 





Vu + 16 = 4(1—2x?) ™ 


Die Erniedrigung der Jacobi’schen Gleichung sechsten Grades ’ 
fiihrt also zur Auflésung der Gleichungen fiinften Grades, sobald man ( 
letztere auf die Jerrard’sche Form transformirt voraussetzt. 

f 
§ 2. ‘ f 

Erinnert man, wie sich die a, b aus den a, a,, a zusammen- 
setzen, so erhilt man aus den Werthen von C,, C,, - 

C,C, C,C, = (5a,?— a) (a — a,?) (2b — (5a,?—a)? (a—a,?)], 


5? C0, C, C,C, = (¢e — a)? (5a—a) [10 b — (2 — a)? (5a —a)]. 


52,0, C, C, = w, 


+ (w—12ac—5b*) = — e(e—a)— —**_, 


Aber aus den Gleichungen (1) ergiebt sich: 
5C, — (aty), 5 C, sa (ay), 5 C, = (a’y), 5C, = (ay), 
(ay) = Yo + ay, + ay, + aby, + atyy ; 
5? w = (ay) (ay) (ay) (aty). 
T= YoYy + YU Y2 + Ys + Y3Ys + Yio > 
S = YoYo + Yrs + Ys41 + YUY3 + Ys Yo » 
5w=—4-5?-b+4rs, 








f, 
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WY = Yor Yo + YY Ys + Ys? Ys + Ys Ya? Yo + YY 
+ YoYo? Vy + YoY Ys + YY? Ys + Yr Ys? Yo + Ys YoYo » 
rs = 15(4ac—9b?) — y, 


so erhilt man vermége (3) die Relation: 


wo: 


(4) ae eH —8R 4 cea) + ““. 


Analog hat man fiir 
=r—s 
folgende Gleichung: 
, ‘ 1 
— g? eS 8b? —<— 3 ac + Te => dzé, 


und vermége des Werthes von &: 
(5) Sye Pm TH Tae — Mate + 5 (aD). 


Die Gleichungen sechsten Grades in ~ und in g, deren Wurzeln 
Functionen der Wurzeln der Gleichung fiinften Grades (2) sind, bilden 
fiir letztere Gleichung diejenigen Resolventen, welche fiir eine beliebige 
Gleichung fiinften Grades von Malfatti, Ruffini und Hrn. Cayley 
berechnet worden sind. Allemal wenn in einer Gleichung fiinften Gra- 
des die Coefficienten des zweiten und des vierten Gliedes fehlen, so 
bestehen, wie» bei der Gleichung (2), die Relationen, welche soeben 
fiir die Functionen w, gm und zg angegeben worden sind; die Wurzeln 
einer Gleichung fiinften Grades daher, in der die betreffenden beiden 
Terme fehien, lassen sich, wie die Wurzeln der Gleichung (2), durch 
die Wurzeln einer Jacobi’schen Gleichung und also durch elliptische 
Functionen ausdriicken. 


? § 3. 

Man verdankt Hrn. Hermite die directe Zuriickfiihrung einer be- 
liebigen Gleichung fiinften Grades auf eine solche, bei der die Summe 
der ersten Potenzen und die Summe der dritten Potenzen der Wurzeln 
verschwinden. In einem von ihm an Hrn. Borchardt gerichteten 
und im 59'* Bande des Journals fiir Mathematik veréffentlichten Briefe 
(Sur linvariant du 18'*™° ordre des formes du cinquieme dégré ete. 
p. 304] hat derselbe eine Function der Wurzeln einer Gleichung fiinf- 
ten Grades angegeben, welche zehn paarweise entgegengesetzt gleiche 
Werthe besitzt und daher Wurzel einer Gleichung fiinften Grades ist, 
deren Coefficienten rationale Functionen der Coefficienten der gege- 
benen Gleichung fiinften Grades und der Quadratwurzel aus ihrer Dis- 
criminante sind. Er bemerkt ferner, dass in dieser Resolvente fiinften 
Grades das zweite und das dritte Glied fehlen, wahrend die Coefficien- 
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ten der iibrigen Glieder rationale Functionen der Invarianten der gege- 
benen Gleichung und der Quadratwurzel aus ihrer Discriminante sind. 
Dieses Resultat, welches mit Riicksicht auf das am Ende des voran- 
gehenden Paragraphen Gesagte und andere erst in einem folgenden 
Abschnitte zu entwickelnde Verhiltnisse besonderes Interesse hat, will 
ich durch wirkliche Bestimmung der Coefficienten der reducirten Glei- 
chung vervollstandigen. 

Es seien 2, 2, %,, %,, 2, die Wurzeln der allgemeinen Gleichung: 


f(x) = a,x + 5a,24+ 104,25 + 104a,2° + 5a,4-+4,=—0, 
und es mégen mit X,, X,, X,,--- folgende Ausdriicke bezeichnet sein: 
X= [ (01) (04) (32) + (02) (03) (14)] [(01) (02) (43) + (03) (04) (12)] 

[ (01) (03) (42) + (02) (04) (31)] ete., 
wo (rs) = 2, — a, ist und die X,, X,, --- aus X, entstehen, indem 
man die Indices der Wurveln x um eine Einheit vermehrt. Benennt 
man dann mit y, ¥,, Y., -*- die Wurzeln der reducirten Gleichung 


und mit A das Product der Quadrate der Differenzen der Wurzeln 2, 
so hat man fiir ein beliebiges y: 


Y¥, = a,* —— X VO 
Yo = 40" (et) (02) (08) (4) 
und die reducirte Gleichung erhilt die Form: 
y+ Ly+ MAy+ Ny =—0, 
wo LZ und M Invarianten der 12'" und der 16' Ordnung sind und 
N die von der 18'" Ordnung. 
Unter den verschiedenen Transformationen, deren der angegebene 
Werth von y, faihig ist, hebe ich folgende zwei hervor. Es sei C(x) 


die cubische Covariante von f(z), so hat man, abgesehen von einem 
Zahlenfactor: 


X, = C(a), 
und also fiir eine Wurzel der reducirten Gleichung: 
C(a,)VA 
a 


Zweitens, wenn man setzt: 


(01234) = (01) (12) (23) (34) (40) 


und 

u =a,"(01234), wu, = a,?(03412), u, = a,?(14023), 
(6) ee = a2(20134), ty —a,2(31240), uw, — a,2(42301), 
sowie : 

® = a,2(02413), v= a2(04231), v, = a,2(10342), 
(7) . = a2(21403), v= a,2(32014), v, = a,2(43120), 
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so hat man: 
Yo = U (Uy Uy — Us tty) + 0 (V1 03 — 0%), 
Y, = U (UUs — UyUg) + ¥ (V,0,—V3 0), ete. 
Zu diesem Resultate kommt man, wenn man bemerkt: 
1) dass identisch folgende Relationen bestehen: 
UUyU, = UV, U,V, etc., 
2) dass ferner identisch ist: 
U (Uy Us — Uy Uy) = V (V3V,—,V,) ete. 
Setzt man also: 
=5!A, t=55B, j=—5"2C, Ja 5*R, 
wo A, B, C, R die Invarianten 4", 8%", 12%", 18%" Grades der 
Form f sind, wie sie Clebsch und Gordan in ihrem Aufsatze in den 
Annali di Matematica, Serie 2, Vol. 1, 1867, definirt haben, so wird 
Hermite’s Reducirte die folgende: 


y> — =o 3Li+ 16j)y> — = (Lj—#)dty — 12J0% = 0, 


wo d=a,2VA und also 5°90? = 7? — 1287. Es ist deutlich, dass 
man die Wurzeln dieser Gleichung mit denen der Gleichung (2) zu- 
sammenfallen lassen kann, wenn man die a, b, ¢ in der Weise be- 
stimmt, dass: 


b= — + + (Gli +16j), 
9b? —htac= — © (j—*®, 
V—h= =< Jd, 


was immer méglich ist. Die Reducirte von Hermite kann daher, 
wie die Gleichung (2), nach Anleitung des § 6. des vorangehenden 
Abschnittes mit Hiilfe elliptischer Functionen aufgelést werden, und 
dieselbe Eigenschaft besitzen somit die allgemeinen Gleichungen fiinf- 
ten Grades. 


Vierter Abschnitt. 
Die Resolventen von Malfatti, von Ruffini und von Cayley*). 
§ 1. 


Wir haben im vorigen Abschnitte bewiesen, dass durch die Er- 
sitieatitl der J acobi’schen Gleichung sechsten Grades eine Glei- 


*) In diesem Abschnitte reproducire ich zum Theil den Inhalt folgender Ab- 
handlung: Sulla risolvente di Malfatti per le equazioni del quinto grado (vorge- 
legt dem Istituto Lombardo di Scienze am 9. April 1863). 


Mathematische Annalen. XIII : 10 
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chung fiinften Grades mit vier Gliedern entsteht, mit Hiilfe deren man, 
sei es durch die Transformation von Jerrard oder durch die reducirte 
Gleichung von Hermite, die allgemeine Gleichung fiinften Grades 
durch elliptische Functionen auflésen kann. In diesem Abschnitte 
wollen wir uns mit einigen Versuchen beschiiftigen, die man zum Zwecke 
der Auflésung der Gleichungen fiinften Grades nach Analogie mit den- 
jenigen Processen, die bei Gleichungen niederen Grades von Erfolg 
waren, gemacht hat; ich meine das Mittel der Resolventen oder Hiilfs- 
gleichungen. Ich schicke einige Erlaiuterungen voraus iiber die Theorie 
der Substitutionen. 

Man bezeichnet, wie bekannt, als Substitution diejenige Operation, 
vermége deren man von einer Permutation mehrerer Gréssen zu einer 
anderen iibergeht. Ich will annehmen, dass die Anzahl der Grissen, 
mit denen man operirt, eine Primzahl » ist, und werde die Gréssen 
selbst mit 

Begs My °° * Baus 
bezeichnen. Da N—1-2-3.---m die Zahl aller ihrer Permutatio- 
nen ist, so wird allgemein N die Zahl der verschiedenartigen Substi- 
tutionen sein, sofern man mit zu ihnen die Substitution Zins zahlt, 
welche jede Grésse an der Stelle belisst, die sie gerade einnimmt. 

Es bezeichne jetzt y(v) eine Function, welche die Kigenschaft be- 
sitzt, dass. ihre Werthe fiir » —0, 1, --- ~—1 eben diese Zahlen in 
geiinderter Reihenfolge reproduciren. Man kann dann eine auf die 
Lo, Ly, -*+* Lp», ausgeiibte Substitution durch das Symbol: 


dy 
(ey) 
Ly (vr) 
v 
(, ( ») , 


oder auch nur durch die Function ~(v) bezeichnen. 

Die Werthe von o(v) fiir »—0,1,---(m—1) mégen nun 
Uo, Wy, °** Ya. genannt werden; da sie in veriinderter Reihenfolge 
dieselben Zahlen 0, 1, --- (m—1) angeben, so hat man fiir sie fol- 
gende Eigenschaften: 

1) Wenn ¥, nicht =0 (mod. ), so ist y"-*==1 (mod. ), und 


n 


immer hat man, was auch y, sei: w” = , (mod. n). 


2) Bezeichnet man mit m eine nicht durch (x —1) theilbare Zahl, 
so wird: 


oder kiirzer durch: 


vr ym... + y™=0 (mod. n). 


Hieraus folgt, dass die N Substitutionen, welche bei einer Prim- 
zahl n méglich sind, alle in folgender Weise dargestellt werden kénnen: 








rh 
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1, v(v) =ayv™? + ayv™ > + +++ ansv + Gn» (mod.-n)-; 

: wo die @, @,, --- ganze Zahlen sind,. die -zwischen 0 und 7 liegen. 
a Die so definirten Functionen ~(v) lassen sich leicht in die Form setzen: 
e (1) v(v) = eOv+p) + B (mod. n), 

\- wo 

4 O(v) =v? 4 qv F qv 4... gaa (mod. i) 


“4 und die Function O(v) die reducirte Form der Substitution u(B ge- 
aks nannt werden soll. 2 


Die a, B, p, Gs, +++ Gn-s Sind wie die a,, a,, --- ganze Zahlen; 


2 nur kann @ nicht = 0 (mod, ”) sein. — Bei dieser Reduction ist vor- 
F ausgesetzt, dass a, nicht 0 (mod. ») ist; sollte aber 
: Ay = A, = A, = ++ + = As-1 — 0 (mod. n) 
sein, so dass %(v) die Gestalt hat: 

Y(v) Say"? + asg1V™* 3 + ++ ++ aye (mod. n), 
‘i so wiirde man setzen kénnen: 
wv (v) = a,0,(v + ps) + B; 
‘ wo (mod. 7). 

0, (v) lates + arr + pts + Qn—s—3, sV 
: Bildet man das Quadrat der Functionen ~(v) und summirt die 
. Werthe, welche v= 0,1,-+-(mw—1) entsprechen, so muss der Coef- 


ficient von v"—! = 0 (mod. ”) sein; man hat daher: 


2 dy An—s + 2G, Gna eee + 2 Gin—5 An—1 a. ay 0 (mod. »). 


2 2 2 


Sind also in der Function y(v) die Coefficienten a), a,, ++ + Qn—s 


2 
gleich Null, so ist es d,s; ebenfalls; es giebt also keine Substitution, 
2 


. ‘ n—1 
welche durch eine Function ~ vom Grade 


2 

Bemerken wir jetzt, dass in dem Ausdrucke (1) a die Werthe 
1,---(m—1) und die 6 und p die Werthe 0,1, ---(mw—1) anneh- 
men kénnen, so folgt, dass jeder reducirten Function O(v) eine Zahl 
n?(n—1) von Substitutionen y(v) entspricht, ausgenommen den Fall, 
in welchem die Function © linear und daher die Zahl der zugehdérigen 
Substitutionen (m—1) ist. Bezeichnet man also mit M die Zahl der 
7 verschiedenartigen reducirten Functionen O(v), so hat man fiir die 
Gesammtzahl aller Substitutionen ~(v) folgende: 


n(n—1) + (M—1)n?(n—1) = N, 





dargestellt werden kénnte. 


woraus: 


Ba Se ee, 


n 
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und also: 
fir n=—5, M=—2; fir n=7, M—18; fir n—11, M=—32990 ete. 


Beschrinken wir uns auf den Fall » = 5, und erinnern, dass der Grad 
des Polynom’s © nicht grésser als m —2 sein kann, und dass keine 


n es > ‘ *~—1 
Substitution besteht, der eine reducirte Form vom Grade — ent- 
sprigjt, so sehen wir, dass die einzigen zuliissigen reducirten Kormen 
diese sind: 


O(v)=r7+q,v, 9,(v) =v (mod. 5). 


4 
Da aber ausserdem in Ps 0*(v) = 0 (mod. 5) der Coefficient von v4 
. iad 


gleich 2q, wird, so muss auch noch g, = 0 (mod. 5) und daher in 
diesem Falle O(v) = v* (mod. 5) sein. 

Die 1-2-3-4-5 Substitutionen eines Systems von 5 Buchstaben 
leiten sich also aus folgenden zwei Symbolen ab: 


(1) ¢ rs 3) —— + s) , 


wo a die Werthe 1, 2, 3, 4 und die p, B die Werthe 0, 1, 2, 3, 4 
annehmen kénnen. Das erste Symbol giebt Anlass zu 20 Substitutio- 
nen, das andere zu den iibrigen 100. 

Die Ausdriicke fiir die reducirten Formen wurden: bei » = 5 von 
Prof. Betti gefunden, bei » = 7 von Hrn. Hermite. 


Wenn eine Substitution die Eigenschaft hat, bei einer gewissen 
Anordnung der » Buchstaben dem ersten Buchstaben den m'", dem 
zweiten den (m-+1)'** etc. entsprechen zu lassen (m> 1), so nennt man 
eine solche Substitution eine cyclische. Die n Substitutionen, welche 
man erhilt, wenn man in (1) p—O, 1, 2, ---(m—1) setzt, sind 
ebenso viele auf 

aO(v) + B 
ausgeiibte cyclische Substitutionen, sofern man die Substitution Eins 
mit einrechnet. Betrachten wir eine ganze rationale Function der n 


Buchstaben x, x,, --~- und wenden auf sie die cyclischen Substitutio- 
nen yv-+i1,v+2,---v+n—1an. So mogen 
fy fis fos t+ fat 


die Werthe sein, welche die gegebene Function f successive annimmt. 
Offenbar hat eine beliebige symmetrische Function dieser » Functionen 
die Eigenschaft, ihren Werth nicht zu aindern, wenn man eine belie- 
bige der cyclischen Substitutionen auf sie anwendet. Daher nennt 
man derartige Functionen cyclische Functionen. Die Zahl der ver- 
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schiedenen Werthe, deren eine c¥clische Function fihig ist, kann nicht 
grosser als 1-2-3---(m—1) sein. 

Man nennt Product zweier Substitutionen die dritte Substitution, 
welche, auf eine gegebene Anordnung der Buchstaben angewandt, das- 
selbe Resultat giebt wie die nach einander ausgefiihrte Anwendung der 
beiden ersten. Bezeichnen S, 7 die beiden gegebenen Substitutionen, 
so sei ST ihr Product, d. h. diejenige Substitution, welche entsteht, 
wenn man -zuerst die Substitution S und dann die Substitution 7 an- 
wendet. 


Sei fiir » = 5: 

S—ev+ 6B, T=av; S8,—a,+8,, T,=a,v (mod. 5), 
so hat man: 

TT, =aa,v, 

ST, =aav+ 6B, 

TS, = a(a,v°+8,), 

SS, =3aa,B,?r? + 2a6,°>+ B, 
ausgenommen den Fall, wo 6, = 9, und also: 

SS, = aa,>v + B. 


(mod. 5), 


Ist jetzt 
a, a, Rq, a, a, NRq, 
so wird 
aa,, ae,® Rq, aa,*, aa,, 3aa,p,? NRq, 
und daher geben die Substitutionen: 


av, av? + B, 
in denen a Rq, « NRq, Producte, welche dieselbe Eigenschaft haben. 
Von solchen Substitutionen sagt man, dass sie conjugirt sind und dass 
sie eine Gruppe bilden. Die Ordnung einer Gruppe oder eines con- 
jugirten Systems ist die Zahl der Substitutionen, welche dasselbe um- 
fasst; in dem eben angefiihrten besonderen Falle sist die Ordnung 
offenbar : 
5(2+ 10) =3-4.-5. 

Als Index der Gruppe bezeichnet man die Zahl, welche entsteht, 
wenn man die Gesammtzahl aller Substitutionen N durch die Ordnung 
der Gruppe dividirt. Dieser Index ist im vorliegenden Falle: 

1-2-3-4-5 
aa 
und die Function von 5 Buchstaben, welche der Gruppe entspricht, 
hat also 2 Werthe. So hat Hr. Kronecker gefunden, dass fiir »—7T7 
ein System conjugirter Substitutionen existirt, dessen Ordnung gleich 
7(3-+21) =4-6-T ist; der Index dieses Systems ist also gleich 30, 
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das heisst: es giebt Functionen von 7+ Buchstaben, welche 30 Werthe 
haben *). 


Sei » = 5 und bez. 
a Rq a, NRq ler“ NRq a, Rq 
or 
a NRq «a, Rq a Rq a, NRq, 
so ergiebt sich: 
aa,, «a> NRq; «aa, aa,, 3au,8,? Rq, 
und ferner, wenn 
a, a, NRq; a, a, Raq, 
in analoger Weise: 
aa,, «a,® Rq; aa,*, aa,, 3aa,B,?> NRq. 

Wendet man also auf eine cyclische Function von ftinf Buchstaben 
die Substitutionen (v), (4v), (3 v3 + B,), (2v*-+ B,) an und bezeichnet 
eben mit diesen Symbolen die entstehenden neuen Functionen; setzt 
man dann: 

(2) w=(v)—(4r);  u%,—(Br°+8,) — (27+ 8,), 
so werden sich die Functionen w, wu), u,, +--+ uw, vermége der Sub- 
stitutionen : 
av, ev+ 6B, 
wo a Rq, « NRq, untereinander mit oder ohne Vorzeichenwechsel 
vertauschen; durch die Substitutionen aber, in denen a NRq, « Rg, 
werden die sechs anderen Functionen entstehen: 
(3) v= (2v)— (3), op — (409 + B) — (0 + 8). 
Setzt man also: 
(4) U=tut tym + tu + buy + buy + tay, 
wo die ¢, é, --- unbestimmte Gréssen sind, so folgt: 
1) dass die Substitutionen 
(vy), (3v>+ 8) 
zu sechs Functionen fiihren, niimlich zu U und den folgenden: 
Uy = ty + tou — tu, + tu, + tu, — tu, , 
| U, = tu, + hu — thu, + tu, + tu, — tym, 
(5) U, = tu, + thu — thus + ty + teu, — tu, 
| Us, = tts + tou — tu, + toy + buy — tytty , 
U, = tu, + thu — tu, + tu, + tu, — tus , 


*) Monatsbericht der Akademie zu Berlin, April 1858. — Comptes Rendus 
de l’Académie des Sciences, Novembre 1863. 
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2) dass die Substitutionen 
(4v), (2v°+ B) 


zu denselben Functionen U, U,,--- mit umgekehrtem Vorzeichen 
fiihren, 
3) dass die Substitutionen 


2»), (+6); (3), (40°48) 
zu sechs Functionen + V, -+ Vo, --- fiihren, welche aus den v, »%, v,, 
++ zusammengesetzt sind, wie die U, U,,--- aus den w, us, u%,°--> 
Endlich folgt, dass eine symmetrische Function der sechs Aus- 
driicke U?, U,?, --+ nicht mehr als zwei Werthe haben kann, und 
sich also durch die Coefficienten der Gleichung, deren Wurzeln 2z,, 
%,,-°++ sind, mit Hiilfe von Quadratwurzeln ausdriicken lisst. 
Wir werden im niichsten Abschnitte eine Anwendung dieser Resul- 
tate kennen lernen. 


§ 2. 
Indem wir nun die Gleichung fiinften Grades betrachten: 
(6) y+ Way?+5py+y7=—0, 


und dem von Malfatti eingeschlagenen Wege folgen (siehe dessen 
Abhandlung: De aequationibus quadrato-cubicis disquisitio analytica, 
Atti dell’Accademia dei Fisiocritici di Siena vom Jahre 1771), berech- 
nen wir diejenige Gleichung, welche von Malfatti selbst, von Ruf- 
finiund von Lagrange Resolvente genannt wurde, weil sie den Hiilfs- 
gleichungen entspricht, die bei den Gleichungen von niederem als dem 
fiinften Grade die Auflésung vermitteln. Man bezeichne mit y, y,, - - - 
die Wurzeln der eben angegebenen Gleichung und setze: 
Y=m+pt+qtn, 
y, =em+ &p + eq + e'n ete. 
Fiihrt man dann die Benennungen ein: 
g=mn, h=pq; r=—=mq+n'p, s=—mp’?+ nq, 
t= mp+n'q, u=mg+ np’, 
so hat man folgende Beziehungen: 
7 spies er r+s=0, t+u+3gh—4e?— 6, 
@ 5(g—h) (r—s) —m’—p?’—qg—n=y. 
Setzt man weiter: 


gh=v, &=m'q, &=np, 4=mp, m=nq", 


wodurch: 





152 F. Brroscnt. 


Eth=—r, &S=—9: atm =s, mM =—h, 
so wird: Rit 
g=—a+/yae—v, 


hAa=>— a — Var Oy 
plagl rv dal, 
2 2 


/ aed 
No ‘ 


d. h. die g, h sind Functionen'von v und die €,, £3; 4, 4. sind Fune- 
tionen von r und »v. 


Aber aus den Werthen von £, 9 folgt unmittelbar: 


[— r+ Vr? — tho| , 


w= 


5/-2, 5 Fo eg 5 y2a. 
o* y =x £ ne" — VW en. 
m = j/ 1 ion “as - dees eg? eee he? 


es hiingt also die Auflésung der vorgelegten Gleichung fiinften Grades 
von der Aufsuchung der Werthe der r und der v ab. Zeigen wir zuniichst, 
dass auch die r Functionen der v sind. 

In der That, aus den Werthen von ¢, u folgt: 





ht+gu=rs=—r; tu=hr+ 9s? — 49h? = — 2ar* — 4v’, 
und hieraus: 

2ht=—rtu; 2gu——r—u, 
wo: 





u=Yrit Serv + 160°, 


Die dritte der Relationen (7) fiihrt daher zu einer ersten Gleichung 
zwischen r und », nimlich: ‘ 


wa = v(4a?— B) — 3v? — ar, 


wo 4=ya? —v. Durch Wegschaffung des Wurzelzeichens folgt 
hieraus: 


r+ 2a(7v—8a?+ B)r? + v[25v? — 4002v + 6Bv + (4a?—B)?] —0. 
Bemerkt man ferner, dass 

m+ n—=_(GF+t); p+e=— 7 (+n), 
so findet man eine zweite Gleichung zwischen r und v: 


ar® — (250° —40e? v+ Bo+ 16a!—20a?B)r — ylv=0. 


Es lisst sich also r in Function von v und von den Coefficienten der 
gegebenen Gleichung ausdriicken, und eliminirt man r aus diesen bei- 
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den Gleichungen, so erhilt man eine Gleichung zwischen v und diesen 
Coefficienten, welche die gesuchte Resolvente vorstellt. Diese letztere 
hat eine sehr merkwiirdige Form. Setzt man nimlich: 


w= 250, t=v — 25a’, 
so ist das Resultat der Elimination: 
[x + 5(3a?+B) c? + 5 (15a!—20?B-438%) ¢ 

+ 5 (25a°— 35a! B+11 a? B?— p’—ay?) P?+Dr=—0, 
wo D die Discriminante von (6) ist, also: 

D = I? — 128, 
unter J, J die Invarianten verstanden: 
I= ~ [1608 (3a?+) + 7%), 
J = 26? (9a? —B) (a? —B)? + 120 By? — a By? — Wary? 
Setzt man endlich t = — z?, so kommt: 
0 = x° — 5(3a°+ 6) x! + 5(15at— 20°B+36?)2? 
+ 2/D— 5(25aé —35a4B + 11 «2B? — B>—ay?). 

Dies ist die Resolvente von Malfatti, welcher Ruffini zwei schéne 
Abhandlungen widmete (Atti della Societa Italiana delle Scienze, 1806) 
und die sich nicht von der durch Cayley berechneten Resolvente 


unterscheidet*). In der That, bezeichnet man mit f die allgemeine 
binire Form fiinfter Ordnung und setzt: 


(8) 


s= 2a t=—G6hro H=Ft,» K=Fs—26H), 


so liisst sich die eben angegebene Gleichung folgendermassen schrei- 
ben, unter s, ¢, H, K die ersten Coefficienten der eingefiihrten Co- 
varianten verstanden: 


ay’ x°—5ay'sa'+-5a,? (3s?—2 K) a®+a,2a VW D—5(s*-2 sK—HI—16#)=0, 
wo J, wie soeben, die Invariante vierten Grades bedeutet. Diese 
Gleichung zeigt, dass die Eliminationsmethode von Malfatti sich 
auch auf eine Gleichung fiinften Grades, in der kein Term feblt, an- 
wenden lisst, was eben Cayley ausgefiihrt hat. 

Erinnert man sich an die Functionen der Wurzeln y,, y,,--+ der 


Gleichung (6), welche im letzten Paragraphen des vorigen Abschnittes 
aufgestellt und mit 7, s bezeichnet wurden, so hat man ohne Weiteres: 


*) Philosophical Transactions Vol. 151. 
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1 
t= 25 (r —8), 
eine Relation, welche, wie ebendort gezeigt wurde, zu einer Um- 
formung der Jacobi'schen Gleichung fiihrt, die nicht ohne Interesse ist. 


§ 3. 
Sei z eine beliebige Wurzel der Jacobi’schen Gleichung, und 
unter a, b, c, d= 5b? — 4ac mégen die gewohnlich so bezeichneten 
Gréssen verstanden sein. Ich setze dann: 


X = — 2° + Taz? — 1la®z + 5(a®—6). 
Die Gleichung sechsten Grades fiir X hat die Eigenschaft, dass 
die Coefficienten des zweiten und des vierten Terms Null sind, sie 


hat also die Gestalt der im vorigen Paragraphen berechneten Resol- 
vente. Die Gleichung fiir X ist folgende: 


X°+5-4(ac—3b?) X!+ 5.4? (15b4'— 13. ab?e+3 ac?) X° 
+ 43(c}— aid?) X+-5-4[(b? — ac)? (2b? —ac)—bh| = 0, 
wo h den in Glch. (9) Abschn. I] angegebenen Werth hat. 
Diese Gleichung kann man mit der Malfatti’schen Resolvente 
zusammenfallen lassen. In der That, setzt man die Coefficienten der 
vierten und der zweiten Potenz einander gleich, so ergiebt sich ohne 


Weiteres: 
a=b, B=—9b*?—4ac, 

und da vermége dieser Gleichungen: 

43(b?— ac)? (2b? —ac) = — 2a! + 35e!B — 1102p? + B, 
so hat man durch Vergleich des letzten Coefficienten: 

y= — 4-h, 

und die Gleichheit der Coefficienten der ersten Potenz ist durch diese 
Bestimmungen an sich erreicht. Die Werthe von a, B, y sind, wie 
man sieht, identisch mit den Coefficienten der Gleichung fiinften Gra- 
des, welche wir im vorigen Abschnitte durch Erniedrigung der 
Jacobi’schen Gleichung erhielten. 

Da nun die Gleichung in X und also die Malfatti’sche Resolvente 
(8) durch elliptische Functionen aufgelést werden kann, so folgt wie- 
der, dass jede Gleichung fiinften Grades von der viergliedrigen Form 
(6) und also eine beliebige Gleichung fiinften Grades durch elliptische 
Functionen gelést werden kann. Wir haben dieses Resultat hier nur 
durch Transformation der Jacobi’schen Gleichung erreicht, ich werde 


jetzt zeigen, dass die Jacobi'sche Gleichung selbst Resolvente einer 
allgemeinen Gleichung fiinften Grades ist. 
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Vorab finde noch eine Bemerkung ihre Stelle iiber diejenige 
Function der Gleichung fiinften Grades (6), welche wir oben mit 
ry —s bezeichnet haben. Erinnert man sich der Auseinandersetzun- 
gen des § 1. iiber die Substitutionen von 5 Buchstaben y,, y,,---Yy,, 
so sieht man leicht, dass die in Rede stehende Function cyclisch ist 


und bei den Substitutionen (”) unverindert bleibt, sobald « quadra- 


tischer Rest von 5 ist, wiihrend sie nur ihr Vorzeichen aindert, wenn 
« quadratischer Nichtrest ist. Die symmetrischen Functionen der sechs 
Ausdriicke, welche man durch die Substitutionen: 


v v — 9 « y 
(,) ((a»)s + 8)? (6 = 0, 1, 2,3, 4), 
erhiilt, sind daher zweiwerthige Functionen der Wurzeln y,, y,,--+Y, 


und also ausdriickbar durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung 
und die Quadratwurzel aus ihrer Discriminante. 


Fiinfter Abschnitt. 


Ueber die Kronecker’sche Resolvente*), 


$1, 

Man verdankt meinem beriihmten Freunde, Prof. Kronecker, den 
gliicklichen Gedanken, die Auflésung der Gleichungen fiinften Grades 
unmittelbar von der Jacobi'schen Gleichung sechsten Grades abhingig 
zu machen. In einem an Herrn Hermite gerichteten Briefe vom 
6. Juni 1858, der in den Comptes Rendus de ]’Académie des Sciences 
veréffentlicht ist, gab er freilich nicht explicite den Zusammenhang an, 
der zwischen der von ihm gefundenen Art der Auflésung und den 
Jacobi’schen Gleichungen besteht; aber die Form der Resolvente, 
welche er gab, und die Ausdriicke fiir ihre Wurzeln konnten darauf 
leiten. Damals selbst seit einiger Zeit mit Untersuchungen iiber die 
Jacobi’schen Gleichungen beschiiftigt, konnte ich daher im November 
desselben Jahres dem Istituto Lombardo die Arbeit vorlegen, auf die 
ich hier zuriickkomme, ynd in der ich die Methode zur Auflésung der 
Gleichungen fiinften Grades, welche ich die Kronecker’sche nenne 
(im Gegensatze zur Hermite’schen, die in der Erniedrigung der Mo- 
dulargleichung besteht) in einer etwas allgemeineren Form, als die 
im genannten Briefe gegebene ist, auseinandersetzte. Ich muss iibrigens 
hinzufiigen, dass Herr Kronecker spiiter, im Juni 1861, eine diusserst 


*) In diesem Abschnitte reproducire ich die Note: Sul metodo di Kronecker 
per la risoluzione delle equazioni del quinto grado; Atti del Istituto Lombardo 
di Scienze e Lettere, November 1858. 
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interessante Note iiber denselben Gegenstand verdffentlicht hat, aus 
der zweifellos die Allgemeinheit seiner Untersuchungen hervorgeht*). 

Erinnert man die Auseinandersetzungen des ersten Paragraphen 
des vorigen Abschnittes, die sich auf die cyclischen Functionen der 
Wurzeln einer Gleichung fiinften Grades bezogen, welche wir mit 
U, U,,-+- U, bezeichneten, so ist deutlich, dass eine symmetrische 
Function der sechs Ausdriicke: 


e= U?, a = U,?, ----8,=— U,?, 


eine zweiwerthige Function der Wurzeln der Gleichung fiinften Grades 
sein wird und also durch die Coefficienten der Gleichung fiinften Grades 
und die Quadratwurzel aus ihrer Discriminante rational ausgedriickt 
werden kann, dass ferner diese Eigenschaft ungeiindert bleibt, welche 
Werthe auch die ¢, ¢,,--- haben mégen. Nehmen wir jetzt also an, 
dass die U, U,,--- das eine oder andere Tripel von Bedingungsglei- 
chungen erfiillen: 


Uy + U,; + U,+ U; + U, = U V5, 
U,+2@0U0,+8U,+¢ U,+8U,=—0, 
U+8U0,+¢« U,.4+80,+280,=—0, 
U, + U, + U,+ U; + U0, = — Uyd, 
Ute U,4+2 U,4+8U,4+8U,=0, 
U+#U,+80,+0,+2¢ U,=0. 

Substituirt man in diese Gleichungen die Werthe (4) (5) von U, U,,---, 


wie sie im vorigen Abschnitte gegeben worden sind, so findet man 
sofort, dass in beiden Fallen sein muss: 


fi=t—tj=—4—t, 


und iiberdiess im ersteren Falle ¢ = ¢, /5, im anderen t= —4,//5. 
Die sechs Functionen (1) also, in denen die U, U,, --- folgende 
Werthe haben: 
OU =—x(ufd+u, +u, +u. tu, +4), 
U,=—x(u +u,Y5—4, +u, +4, — u,), 

(2) U,=x(u —u, +u,7~5—u, +4, +4), 
U,=x(u +u —% + ty V5 — ts + %), 
U;,=x(u +u, t+u, —u, +4 Y5—xu,), 
U,=x(u -—-wu +u, +u, —u, +4u,/5), 


*) Monatsbericht der Berliner Akademie, 27, Juni 1861. 
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(wo * eine beliebige Grosse bedeutet), sind Wurzeln einer Jaco bi- 
schen Gleichung sechsten Grades, in welcher die a, b, ¢ zweiwerthige 
Functionen der Wurzeln der gegebenen Gleichung fiinften Grades und 
also rationale Functionen ihrer Coefficienten und der Quadratwurzel aus 
ihrer Discriminante sind. Die Gleichung in z ist daher eine Resolvente 
der Gleichungen fiinften Grades , insofern, wie schon Herr Kronecker 
bemerkt hat, die Kenntniss aller Werthe einer cyclischen Function 
die Kenntniss der fiinf Wurzeln auf rationalem Wege nach sich zieht. 

Betrachten wir jetzt zwei verschiedene Functionen U, die mit 
P, Q bezeichnet sein sollen, und setzen: 


V2 = P+ P®, 
wo p eine unbestimmte Grésse ist, so kénnen wir p so bestimmen, 
dass die Bedingung a = 0 erfiillt ist und sich also die Jacobi'sche. 
Gleichung auf die Form reducirt: 
2° + 10623 — 4c2+ 50? =0, 

die man durch elliptische Functionen auflést, wie im zweiten Ab- 
schnitte bewiesen wurde. Oder auch, wie in § 6. desselben Abschnittes 
bewiesen ist, man kaun aus den Werthen der Coefficienten a, b, ¢ 
der Jacobi’schen Gleichung, deren Wurzeln die (1) sind, die Coeffi- 
cienten B, C der Jacobi’schen Gleichung in Z ableiten, fiir welche 
A=0. In dem einen und dem anderen Falle ist die Jacobi’sche 
Gleichung eine Resolvente der allgemeinen Gleichung fiinften Grades. 


§ 2. 

Es seien 2%, %,,--°+2%, die Wurzeln einer Gleichung fiinften 
Grades, und es werde angenommen, dass die cyclischen Functionen 
derselben, welche wir mit u, u,,--- a, bezeichneten, diejenigen seien, 
die in den Formeln (6) des dritten Abschnittes genannt sind, Func- 
tionen, die tibrigens dieselben Kigenschaften besitzen werden, welche 
wir fiir die w, u),--- im § 1. des vorangehenden Abschnittes abge- 
leitet haben. Da die Functionen u,v ((6), (7) des dritten Abschnittes) 
den folgenden Relationen unterworfen sind: 


> u=2 (w+), > o=2u, 


und den weiteren, die sich aus diesen durch die Substitutionen 
(543 4 a) ergeben, so findet man, unter g, 6 die Ausdriicke ver- 
standen : 

Q ? “¢ 
die Wurzeln der entsprechenden Jacobi’schen Gleichung vermége der 
(1), (2) in folgender Form: 


V5—1 2% 
= — — 6= ) 
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Ve=o(ut+ov), V2, = 6 (uy + 0%), >>> V2, = 6 (Uy +er,). 
Die Werthe der a,b,c lassen sich in diesem Falle leicht ausdriicken 


in Function der drei Invarianten /, i, j vom vierten, achten und 
zwolften Grad, welche wir schon im § 3. des dritten Abschnittes be- 


trachteten. Setzt man nimlich 6 = V's + 5, so erhilt man: 
a=l—3dy5, 
2.43 : = er 
b= 35 [3i(l+-50/5)— 454], 
cm — 548.5 (L585), 


wo 0, wie im citirten Paragraphen, die Discriminante ist und man 
also hat: 
53d? = 7? — 128%. 


§ 3. 


In diesem Paragraphen werde ich kurz zeigen, wie aus den be- 
sonderen Kigenschaften der cyclischen Functionen von fiinf Buchstaben, 
die wir w, v nannten ((6), (7) in Abschn. III), der schon im zweiten 
Abschnitte fiir die Jacobi’schen Gleichungen in Z hervorgehobene 
Umstand hervorgeht, zwei Parameter zu enthalten*). Bemerken wir 
zu dem Zwecke, dass aus der unter (2) angegebenen Form der U, U,,--- 
folgende Darstellung fiir die Wurzeln einer Jacobi’schen Gleichung 
hervorgeht. Unter (2%, 2,,---%,) verstehe man eine cyclische 
Function der Wurzeln einer Gleichung fiinften Grades, welche bei der 


. . Vv . . 
Substitution ( + nur ihr Zeichen wechselt. Dann setze man: 


z 1 © 
(3) VZ= > [> + 209, 
wo das Zeichen 4 die Summe der Functionen @, g,, - - - , bedeutet, 


welche aus g vermége der Substitutionen (; oh a) entstehen (6 = 0, 


1, 2, 3, 4). Der Ausdruck Z und die fiinf anderen, die aus ihm 
durch eben diese Substitution entstehen, sind dann die Wurzeln einer 
Jacobischen Gleichung. 

Diess vorausgesetzt bemerken wir: 

1) dass die geraden Potenzsummen der Functionen uw, v sich als 


*) Siehe meine Note: Sur une classe de résolventes de I’équation du cinquiéme 
dégré in den Comptes Rendus de )’Académie des Sciences. 1866. 
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rationale Functionen der Coefficienten der Gleichung fiinften Grades 
und der Quadratwurzel aus ihrer Discriminante darstellen. Man hat z. B.: 


> wt =1— 38, Dr =14 38, 
> = 10104 1389, Sot = + (P+ 1010+ 1382) ete. 


2) dass die ungeraden Potenzsummen der Functionen wu, v sich 
als rationale Functionen der Coefficienten der Gleichung fiinften Grades, 
der Quadratwurzel aus der Discriminante, der «, v selbst und ihrer 
ungeraden Potenzen ausdriicken. So hat man: 


> =—w— w+ ; (I—30)u+ 3 (l— 9d)o, 
> =— wv +4304 2 (46) u— 2 438), 
w= 20 4+ 205— 5 @—3)u3— 5 1 oe? + 5 (3 0)2u 
+4 (—38) (I—d)o, 
>) = 20 — 2 6) 5 430)094 5 1438) +8) 0 
—F0+30)%s, 


und analog die weiteren Formeln, die aus diesen durch die Substitution 
(3 v3 + B) hervorgehen. 


3) dass die siebenten Potenzen von w und von » und daher die 
ungeraden Potenzen héheren Grades sich in Function der Coefficienten, 
der Quadratwurzel aus der Discriminante, der w, v und ihrer dritten 
und fiinften Potenzen ausdriicken. Man hat niimlich folgende Formel: 


wi=(L_3d)u?—2[(L-8)?4-4 0? Ju8p-xu-t 5 (I4-6)24-442]d0— (1-30) dv? dv 
und ahnlich fiir v7, wenn man nur 0 in — 6 verwandelt und wu mit v 
vertauscht. Dabei ist: 
52 (x—41d°) = £ (3li-+16)). 
Setzt man also: 
g=—auv'+ be’ +ecH4+ dvi+eu+fr, 


so kann man den in den Relationen (3) ausgesprochenen Bedingungen 
geniigen durch eine schickliche Wahl der unbestimmten Coefficienten 
a, b, ec, d, e, f. Nun fihrt eine leichte Rechnung zu dem Resultate, 


dass die allgemeine Form von /Z folgende ist: 
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VZ—=p(u+ er) +4(u— (2 +3)o*— 3 (e+2)(1+ 075) ul 
+ r[(@-+1)u*-0— 5 (e-+2)(I-075) vf (29-+3) (I-30) (4-075 yu), 


die nun in der That zwei willkiirliche Gréssen p:q:r enthilt. Die 
Eigenschaften dieser Functionen uw, v fiihren also auf einem neuen 
Wege zu einer der wichtigsten Kigenthiimlichkeiten der Wurzeln der 
Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades. 


Mailand, im October 1877. 
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Ueber gewisse Determinanten. 
Von 
A. Voss in Darmstadt. 


In einer Arbeit tiber die Haupttangentencurven der windschiefen 
Fliichen (diese Annalen Bd. XII) habe ich zum Schluss einige Satze 
erwihnt, welche sich auf das Verschwinden gewisser Determinanten 
beziehen. Dieselben lassen sich von einem allgemeineren Gesichts- 
punkte aus betrachten, dessen Darlegung den Gegenstand der folgenden 
Note bildet. 

Die Determinanten, welche hier betrachtet werden sollen, ent- 
stehen, wenn man die nicht verschwindende n-reihige .Determinante 
P 3 (4; @o *** Ann) mit beliebigen Gréssenreihen g;,, D., (i= 1-- +n, 
k=O, 1-+-+-r) r+ 1-fach vertical und horizontal rindert. Jede 
soleche Determinante kann durch geeignete Multiplication mit der Ad- 
jungirten der a;, in eine andere verwandelt werden, welche an Stelle 
der a;; tiberall die Einheit, an Stelle der a;, Nullen enthilt, wobei 
die ®;, durch lineare Combinationen derselben ersetzt werden. Wir 
betrachten daher der Einfachheit halber die Determinante: 


1-- 0 Pio * Pir | 


(1) Drpi =| 9 ++ 1 Qno- Par, 
Dip ++ Oy O + 0 


| 
| 


DO, ++ D,, O - 0 | 


welche, abgesehen von dem Factor -+-1, auch in der Form der r + 1- 
reihigen Determinante: 


Ago gi te Ao, 
(2) Dror =| , 
| 
| Ayo aes Arr 
geschrieben werden kann, wenn man setzt: 


Mathematische Annalen, XIII. 
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sn 
Aix = > Pe Gri: 
s=1' 

Wir wollen die 9, 9, als k'* Differentialquotienten von Functio- 
nen g;, ; einer Variabeln 4 voraussetzen. Sind die g;, 9; rationale 
ganze Functionen von beziehungsweise gleichen. Graden n, v, so gilt 
der Satz: 

Die Determinante D ist eine Invariante in Bezug auf lineare 
Substitutionen von 4. 


Um dies zu beweisen, mache man zuniichst die mg, ® homogen in 
4,, 4.. Die Determinante enthilt dann nach einer sehr einfachen Re- 
duction nur partielle Differentialquotienten nach 4,, 4, von der re" 
Ordnung, und die erste Horizontalreihe von (1) wird z. B.: 


yo. .98> Se. ... Em. 
@4,” 0a,"—aa, Pra 


Geht nun durch die Substitution: 


Ay = yy My + Mou, 

Ay = Oy hy PF oft 
mit der Determinante: 

A = (0444 Oy — yy Way) 
gi (4, 4,) iiber in gj (u, w.), und bezeichnet man den k, + k, = rt 
partiellen Differentialquotienten : 





gh th(g’) 
Ons" dus™ 
durch: 
ae 
so ist: nine 


k 


k ' 
, a a ‘| @ a g 
(4) P = [2 a+ = % a,,| [2 G19 Oh, ea | Pi 


k,\ sk 
1 2 kimr, 11 _ kote 0 
a ao, a Qo, DP; 
Po (") ) it a 2 aa ‘iit nr) r — (n+ rs) ‘ 


1 =01--- 
T)=O1-++ ky’ 


k+kh=r. 


Setzt man r,-+7,—=s und den Coefficienten von ;, ,_, i (4) gleich: 


6) ie 


3,r—3? 
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so ist die r + 1-reihige Determinante L der Coefficienten (5) gleich*): 


qzet. 


Multiplicirt man D mit Z zweimal in geeigneter Weise (indem 
man niimlich Z nach links hin mit » Diagonalgliedern s versieht und 
die iibrigen Stellen durch Nullen ersetzt), so entsteht die Identitit: 


(6) D4 = D,p4id"’), 


Aus dem Theorem (6) geht die Invarianteneigenschaft der in der 
genannten Arbeit betrachteten Ausdriicke unmittelbar hervor, wenn man 


die ©; = g; setzt. Besteht ausserdem die Identitiit > 9? = 0, so ist 
die zweirethige Determinante: 


| Lay Dee 
oe 2 > 
| Se te SCazy 


wie man leicht findet, identisch Null, wihrend: 


@ »,= —(2Gr)] 


ist. Demnach besitzen in diesem Falle auch die Ausdriicke: 


> (3E) st aL > Ge) 


die Invarianteneigenschaft, wie aus ve ccciongl 
@ 2-2 GE 


Wir wollen jetzt wieder ein allgemeineres Functionssystem oy, ® 
voraussetzen. Wenn D,4, identisch Null ist, so lassen sich Zahlen: 


ky ky +++ ky, 


Uy Hy, +++ Mp 





hervorgeht. 


finden, so dass: 


b, Deoth Dogz Fe aie +h > ge ee 


: <A 2 oe ee eee ewer 9 a a = 8) 
ky ® + + ky av oar ? 





(8) 








*) Es ist dies dieselbe Determinante, welche Herr Sylvester benutzt hat, 
um die Invarianteneigenschaft des von ihm als Catalecticante bezeichneten Aus- 
drucks zu erweisen. 


11° 
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% DS votm oe 4... 4% So 72 =, 


(8) : 
eve re ee yi feo F® _9 
“~ 2) aw? + TM aa” jar 7 
Setzt man: 
ao, 
am hoe 
(9) s=0,1,---9, 


O 9; 
b= Dae 
so ist nach (8): 


D930, Degen 0,--- De Ze =o, 


(10) Or 


Dro=0, Se —0,... d's re oil 
(11) >t =0. 2 


Differentiirt man die Gleichungen (8) und multiplicirt dann beziiglich 
mit den k,---k,, *)-++%,-, 80 entsteht: 


- ato > atte 
(12) k >t att + x, > #2 fre ss 0, 


in welcher Gleiching man auch x,=—k, voraussetzen kann. 





Setzt man wieder g; = 9; voraus, so hat man: 


(9a) a= > k, hah 





(11a) >e=0, 


und die Gleichung (12) liefert: 


(13) 2% —0. 


Die fortgesetzte Differentiation der Gleichungen (8) liefert kein der 
Gleichung (13) analoges Resultat, sondern nur die Identitiit: 


&—k) > = urs én 
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Ks sei nun: 


I. r=—n—1. In diesem Falle ist die Determinante D, das 
Quadrat von: 


0 iin 
(14) » (9 5t -:: er) 


Das System der z, welches die  Gleichungen (10a) befriedigt, 
wird auch die Gleichung (13) befriedigen. Differentiirt man die Glei- 
chungen (9a), so ergiebt sich: 


n—1 
Dd'dep=0, dds 2% =0,--- Sas as a®, 


woraus: 
dz; == hg. 


Das heisst die 2; sind constanten z2;° proportional, und man hat in diesem 
Kalle die Identitit: 


(15) > agi =0, 


die 2;° befriedigen aber nicht die Gleichung: 


> =, 


I]. Es sei r=n— 2. Aus den Gleichungen (J0a) und (13) er- 
geben sich die folgenden: 


as mx: ew wp _ 
Dep no,... Ss Kz a0, BuF sz ao, 
> e=0. 
Die dz befriedigen wieder die Gleichungen: 
y a" 
ine 6,>-> ae antl 
Sasy—o,.. Sars 


und sind durch dieselben proportional mit den 2; bestimmt. Demnach 
besteht wieder die Gleichung (15), aber so, dass ausserdem: 


(16) > = 


Und infolge der Gleichung: 
Mz? = ks ci 
zz ah ° 


aM 26 dk, Dk atl 
n= ji <* = se rr ? 


verschwindet die Determinante (14) ebenfalls identisch. 





s=0,1,---n—2, 
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Ill. Es sei endlich r—=n—3. Die n—1 Gleichungen: 
a" » 
> 29=0,--. Se —— ial ye= 
haben jetzt die einzige Lisung: 
a Dt +4 ? 


welche ausserdem nach (13) die Gleichung: 
n—2 
7 2 fate | = 0 
on 
befriedigt. 


Betrachtet man daher das System der z, welches zu unendlich be- 
nachbarten Werthen: 
A+da, p+ SP aa,--- 


ehért, welches durch £ bezeichnet werden mége, so muss dasselbe 
? 5”? 


den Gleichungen: 
Seno 


a" @ 
O=— De (ot fra), - 0m De(F +r 54) 
geniigen. Dies ist aber wieder das System der z selbst. Daher sind 


auch hier noch die § den z proportional, also die letzten Constanten 
gleich anzusehen, und man hat: 


Na — Dk £2, 
ate PM a9 
ora = TD 
r4 — Dh a art O- pas ’ 
aus welchen Gleichungen das identische Verschwinden der Determi- 


nante: 
og a” 
> (9 $¢ --- 2 $e), 


d. h. das Verschwinden aller ersten Unterdeterminanten der Determi- 
nante (14) hervorgeht. 


Die » — 2 Gleichungen: 


> ye =, + > =e 





s=0,1,---n—83, 





besitzen aber nicht nur die singuldre Lisung 2, sondern ausserdem noch 
eine einfach unendliche Zahl anderer y, welche nicht die Bedingung 


aV=0 
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erfiillen. Jede derselben aber befriedigt die Gleichung: 


P. yz=0. 
In Folge dessen verschwindet die Determinante: 
dp @ it 
> (au 9 9 5t Se Fe). 
Aber das Quadrat derselben ist gleich: 
f dy a )\" 
12) [44 fe | Drs; 
woraus, wenn D,_4 nicht verschwindet: 
ao a 
> dy oer =. 
Die dy; befriedigen also wieder dasselbe System von Gleichungen, 


wie die y selbst. Demnach ist das lineare System der y als ein con- 
stantes zu betrachten, es existiren zwei lineare Identitiiten mit constanten 


Coefficienten: 
- ae R= 0 ? 


Zz y? pi = 0, 
welche den Gleichungen: 


> s = 0, >) 40% =0 
gentigen. 


Fiir sechs homogene Variabele sind in der genannten Arbeit diese 
Kigenschaften der Determinanten D geometrisch interpretirt und im 
Anschluss an jene Auffassung bewiesen worden, doch schien es, da 





sie unabhiingig von der dort vorausgesetzten Identitat > v = (0) 
gelten, nicht iiberfliissig, sie hier unter allgemeinerer Form darzustellen. 


Darmstadt, im Juli 1877. 





Ueber vier ‘Tangenten einer Raumcurve dritter Ordnung. 
Von 


A. Voss in Darmstadt. 


Da durch je sechs Punkte im Raume sich im Allgemeinen eine 
bestimmte Raumcurve dritter Ordnung, R,, legen liisst, so wird es 
oo® solcher Curven geben, welche drei gegebene Gerade beriihren. 
Diese oo* Schaar wiirde, so scheint es, zu einem System von oo! Tan- 
genten Veranlassung geben, woraus zu schliessen wiire, dass im Allge- 
meinen eine endliche von Nuil verschiedene Zahl von Jf, existirt, 
welche vier gegebene Gerade zu Tangenten haben. Auch ist ja die 
Bedingung, vier gegebene Gerade zu beriihren, genau so viel einfachen 
Bedingungen Aquivalent, als man iiberhaupt einer R, auferlegen kann. 

In der That aber ist jenes System von Tangenten nur ein drei- 
fach wnendliches; d. h.: je co' Curven haben die nimliche Gerade zur 
Tangente. 

Man erweist dies leicht durch Betrachtunger, welche der Geometric 
der linearen Complexe angehéren. Mit jedem linearen Complexe, C,, 
ist eine reciproke Umformung des Rauwmes verbunden, welche darin 
besteht, dass einer Geraden thre conjugirte Polare in Bezug auf den 
C, zugeordnet wird; die Geraden des letzteren selbst gehen dabei in 
sich iiber. Formt man daher ein Liniengebilde in Bezug auf eine 
Reihe linearer Complexe um, so erhilt man eine Schaar von Gebilden, 
welche dem ersten theils reciprok theils collinear entsprechen. — Man 
betrachte nun irgend vier Tangenten einer F,. Dieselben gehdren 
einem Biischel linearer Complexe an. Formt man in Bezug auf das- 
selbe das Tangentensystem der R, um, so ergiebt sich eine einfach 
unendliche Schaar von R,, welche die niimlichen vier Tangenten haben*). 


*) Die ,,Gruppe‘t der Geraden, welche iiberhaupt durch Umformung in Bezug 
auf das Biischel «, + 46, = 0 aus einer Geraden y hervorgehen kénnen, besteht 


aus den Erzeugenden eines Hyperboloides, die mit «, B, y zu derselben Schaar 
gehéren. 
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Hieraus folgt: Evxistirt iiberhaupt eine R,, welche vier gegebene Gerade 
zu Tangenten hat, so giebt es einfach unendlich viele. 


Diese Schaar von Raumcurven bildet die Gesammtheit der Haupt- 
tangentencurven einer windschiefen Fliche sechster Ordnung mit zwei 
dreifachen Geraden und vier Riickkehrgeneratricen. 

Denn jede Gerade, welche die beiden gemeinsamen Treffgeraden 
des Tangentenquadrupels und die R, trifft, muss bei simmtlichen Um- 
formungen des Raumes in sich selbst iibergehen. Die Gesammtheit 
derselben bildet aber eine Fliche der genannten Art. Und auf dieser 
ist die R, nebst allen aus ihr durch Umformung hervorgehenden eine 
Haupttangentencurve, da sie Curve eines C, ist, dem die F'liiche an- 
gehort*), 

Je vier Tangenten einer FR, sind also ihrer Lage nach nicht von ein- 
auder unabhingig. Man betrachte nun irgend eine der R,, welche 
drei Gerade zu Tangenten haben. Jede Erzeugende der namlichen 
Schaar des Hyperboloides dieser Geraden trifft vier Tangenten der 
Curve. Formt man dieselbe um in Bezug auf das zweifach unendliche 
System der linearen Complexe, welche mit den drei Geraden in Invo- 
lution liegen, so geht das Hyperboloid in sich selbst iiber; aus den 

. vier Tangenten der Curve aber, welche eine Erzeugende d treffen, wird 
je eine zweifach unendliche (vierfache) Schaar von Geraden, welche 
Tangenten transformirter Curven sind und ebenfalls d treffen**). Die- 
selben ordnen sich in lineare Biischel, welche zu je vier von einem 
Punkte der d ausstrahlen. Es ist hieraus zu schliessen, dass die Ge- 
sammtheit der Geruden, welche mit drei gegebenen ein Tangentenquadrupel 
von R, bilden, einen Complex vierten Grades ausmacht. 

Um dies aber noch genauer nachzuweisen, kann man sich mit 
Vortheil der liniengeometrischen Darstellung des Tangentensystems der 
R, bedienen***). 

Die Gleichungen: 


Ox; = a + 4d; + Ged? + 4d;A3 + eA", 


in welchen unter Anwendung der Bezeichnung: 


*) Nach den Formeln, welche ich in einer Arbeit iiber windschiefe Flichen 
(diese Annalen Bd. VIL) gegeben habe, sind die Haupttangentencurven von wind- 
schiefen Fliichen sechster Ordnung der genannten Art ebenfalls von der sechsten 
Ordnung, jede derselben hat aber im vorliegenden Falle die Eigenschaft, in zwei 
R, zu zerfallen. 

**) In dieser zweifach unendlichen linearen Schaar von C, befindet sich die 
einfach unendliche Schaar der Erzeugenden anderer Art, welche letzteren also 
als transformirte Raumcurven erscheinen. Denn jede Gerade des Raumes formt 
sich in Bezug auf einen speciellen C, um in dessen Axe. 

***) Vogl, zur Theorie der windschiefen Flachen Math. Ann. VII. p. 115 ff. 
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(aa) = (Ub) = (da) = (ce) = (ab) —=(ad) = (ac) =(be}=(be) = (de) = (de) =(ce)=0, 


*zu nehmen ist, definiren die Liniencoordinaten x; jener Tangenten. 
Aus ihnen folgt fiir irgend zwei derselben 2 und y, mit den Para- 


A, Voss. 
> aids = (ad); 


(ae) = 6 (cc) —=—4 (bd) 


metern 4, pu: 


(2) 


Aus (2) ergiebt sich sofort, dass je vier Tangenten a, b, c, x der 


96 (xy) = (ae) (A — w)*. ' 


folgenden Beziehung geniigen miissen: 


(3) 


Demnach bilden die Geraden x, welche mit den gegebenen a, b, ¢ 
Tangentenquadrupel einer R, ausmachen, einen Complex vierter Ord- 





V/(ab) (ca) + V(ac)(bx) + V(be)(az) =0. 


nung, dessen Gleichung in (3) gegeben ist. 


Andererseits kann man unter Voraussetzung einer Gleichung von 


der Form (3) die ganze Schaar der R, bestimmen, welche die ent- 
sprechenden vier Geraden beriihren. Sei nimlich: 








V(zy\ae) +) (axyey) +V(ayex) =0, | 


so handelt es sich darum, in der rechten Seite von (1) die Coefficien- 


ten b;, ¢, d; so zu bestimmen, dass die obigen Relationen zwischen 


ihnen und den a;, e; bestehen und den Parametern 4,, 4, etwa die 
Tangenten 2;, y; eutsprechen. Dazu nehme man: 


so dass: 


4, = __ fen 


— (ey)’ 


(wy)(ae) py 
(ex) (ey) = (Ao 4,)', 


und bestimme die ¢; bis auf einen willkiirlichen Parameter aus den 
Gleichungen : 


(ac)=0, (ec) =0, (cx) — A,?(ex)=0, (cy) —A,? (ey) =0, 6(cc) (ae). 
Da von diesen Gleichungen eine quadratisch ist, so erhailt man zwei 
Systeme von Werthen ¢;, welche sich in Bezug auf das Biischel 
linearer Complexe conjugirt verhalten, denen die Geraden a, ¢, x, y 
angehoren. 


Endlich findet man die b;, d; aus den Gleichungen: 


wobei: 


4D; Ay A, (A,2— Ag?) = A,8; — Ag? v; — 6Ay2A,2(A, — Ay). Ci, 
4d;Ay A, (Ay2—A,2) = Ay 4; — Ay vi — 6 Aq Ay (Ap—Ay) Gi; 
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x; (ae) — (az)e; 


ee ee oe a) 
ES 
ao (ey) aj. 


Eine eigentliche Discussion des Complexes (3) wiirde bei dessen sehr 
speciellem Charakter hier zu weit fiihren. Es sollen im Folgenden daher 
nur diejenigen Kigenschaften derselben hervorgehoben werden, welche 
in Bezug auf die Gruppirung der R,-Schaaren von Interesse sind. 


Setzt man: 
(bce) (ax) = X, (ac) (bx) = Y, (ab) (cx) = Z, 
X+Y+Z=u, XY+ YZ+Z2X=0, 
so ist die Gleichung des Complexes in rationaler Form: 
(4) (40—u?)? — 1288X¥ YZu=—f/=—0. 


Die Geraden a, b, c bestimmen ein Hyperboloid H; alle Erzeugenden 
erster Art derselben schneiden die a, b, ¢ und sind singulére Gerade 
des Complexes; der Complexkegel jedes Punktes derselben besteht aus vier 
ebenen* Biischeln. Ferner sind auch a, b, ¢ selbst Gerade des Com- 
plexes. Daraus folgt, dass alle Tangentenbiischel von H lings jener 
é Geraden a, b, ¢ dem Complexe angehéren. Ausser jenen Geraden sind 
aber noch zwei andere Erzeugende zweiter Art, und mit thnen alle 
Tangentenbiischel von H, lings derselben, Gerade desselben. Jene Er- 
zeugenden zweiter Art sind nimlich in der Form: 


(5) a= ha + ub + ve; 
enthalten, wo: 
(6) (ab) Aw + (ac) Av + (bec)uv = 0. 


Soll eine der Geraden (5) der Gleichung (3) geniigen, so muss noch 


die Gleichung: 


(7) V(ab) ip + Vac) dv + Vbejuv =0 
bestehen. Aus (6), (7) ergeben sich zwei Werthsysteme der 4, uw, v; 
mithin zwei Erzeugende zweiter Art h,, h,. Diese letzteren mégen 
als ,,Hesse’sches Paar“ zu den Erzeugenden a, b, c bezeichnet wer- 
den; sie schneiden in der That auf jeder Erzeugenden erster Art zwei 
Punkte H,, H, aus, welche die Hesse’sche Covariante zu den ent- 
sprechenden Punkten A, B,C bilden, die durch a, b, c bestimmt sind. 
Ermittelt man nimlich aus (5), (6), (7) die Coordinaten h,, h,, 
so wird der lineare Complex: 


(h,x) + 6(h,xz) = 0 
die Geraden a, b, ¢ enthalten, wenn o der cubischen Gleichung: 
oe+1=—0 
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geniigt, woraus leicht hervorgeht, dass die Geraden h,, h, das 
Hesse’sche Paar des Tripels a, b, ¢ bilden*). 

Ks ist schon (siehe Anm.) bemerkt worden, wesshalb in dem Com- 
plex vierten Grades auch die Erzeugenden erster Art als Gerade auf- 
treten miissen. Auch die beiden Hesse’schen Erzeugenden (zweiter 
Art) kénnen nicht Tangenten von wirklichen Raumcurven sein**), sie 
haben aber die Eigenschaft, dass alle Tangentenbiischel von H lings 
derselben Tangenten von R, sein kinnen. Die besondere Rolle; welche 
sie spielen, wird durch den folgenden Satz noch niher erliutert: + 

Alle R,, welche drei gegebene Gerade beriihren, haben die Eigen- 
schaft, dass zwei ihrer Tangenten das Hyperboloid jener Geraden in 
Punkten der beiden Hesse’schen Erzeugenden der letzteren beriihren. 
Der wesentliche Inhalt dieses Satzes ist schon dann erwiesen, wenn 
man zeigt, dass von den Tangenten einer R,, die drei Erzeugende 
eines Hyperboloids beriihrt, nur noch zwei das letztere beriihren kénnen, 
da alle anderen R, aus jener durch Umformung abgeleitet werden. 
Verlangt man aber, dass die Gerade: 

a = a; + 40,4 + 6 ea? + 40,43 + 6A, : 
zugleich Tangente des Hyperboloides der drei Geraden a,, ¢;, x; (diese 
letztere den Werthen der 2; fiir 4 = 4, entsprechend) sei, so erhiilt 
man die Bedingung: 

2 — dd, +a? —0. 
Damit die Erzeugende: 


@ (ex) ai + O2(42) 6; + @3(€a)%i, (0,2. +020;+030, = 9), 
von einer dieser Tangenten geschnitten werde, ist zu setzen, 


012 02:@=2:—1+iy3: — [i+iy3}, 
was in der That auf das Hesse’sche Paar fiihrt. 
Man bemerke ferner, dass fiir X — 0 die Gleichung (4) sich auf 
(¥Y — Z)*=0 reducirt. Das heisst: Legt man durch einen beliebigen 
Punkt P und eine der Geraden a, b, c, etwa a, eine Ebene EF, so 
wird der Complexkegel von P die Ebene E unduliren lings derjenigen 
Geraden, welche den Schnitt der Polare von P in Bezug auf das 


*) Setzt man: 
(ab)e; + (cb)a; + (ac)b;=p,, 
(be)a, — (ba)c;=4u,, 
(ba) ¢; — (ac)b; =; , 
(ac) b; — (be)a,=w,, 
so ist: 


h,=p,— 3(ab)e, +iV3u,. 
**) In der That fiihrt auch die obige analytische Bestimmung der R,-Schaar 
auf einen Widerspruch fiir die Quadrupel a, b, c, hy oder a, b, c, he. 
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Hyperboloid mit der Geraden a in Verbindung mit P setzt. Endlich 
ist jede Gerade einer der drei Congruenzen: 


X=Z, Y+4xX=—0, 
Z=Y, X+4Z =0, 
Y=X, 2+4Y=0 
eine Doppelgerade jedes Complexkegels, dem sie angehdrt; jede Gerade 
einer der drei folgenden Congruenzen: 
X=Z, Y—16X=0, 
Z=Y, X—16Z=—0, 
Y=X, Z—16Y=0 


einfache Kante derselben. Demnach existiren drei Paare von Er- 
zeugenden «,, &3 B,, B.3 ¥1, Y2 der zweiten Schaar von der Art, dass 
fiir jeden Punkt P die Geraden, welche von P ausgehend das Paar 
a, oder B, oder y treffen, Doppelkanten des Complexkegels von P sind, 
und drei andere Paare A,, A,; B,, B,; [,, [, der nimlichen Schaar, 
deren drei Treffgeraden einfache Strahlen desselben bilden*). 

Auf diese Bemerkungen gestiitzt, erhilt man leicht die Schnitt- 
curve vierter Ordnung des Complexkegels eines beliebigen Punktes P mit 
der Polarebene des letzteren in Bezug auf das Hyperboloid H: 

Jene Polarebene niimlich schneidet H in dem Kegelschnitte K, als 
dessen Tangenten sich alle Erzeugenden von H aus auf jene Ebene pro- 
jiciren. Die Projectionen von a, b, ¢ beriihren K in drei Undulations- 
punkten A, B, C jencr Curve, welche in ihnen zugleich K beriihrt. Die 
Verbindungslinien von A, B, C mit den Ecken des Projectionsdreieckes 
der a, b, ¢ schneiden sich in einem Punkte O, dessen Polare in Be- 
zug auf K dem Hyperboloid H in zwei Punkten H,, H, begegnet, welche 
das Hesse’sche Paar bestimmen**). 


*) Unter Anwendung der obigen Bezeichnungen ist: 
a, = 2p, — (ac)b, + V8 w,, 
6; = 2p; — (be) a, + V8 »,, 
+ aaaae 2p; — (ab) C; - V8 w,, 
A, = — 8p;+ 9(ac)b, +4V3 u,, 
B,; = — 8p; + 9(be)a, + 4V3 %» 
}, = — 8p, + 9(ab)e, +43 w,. 
**) Bezeichnet man den Punkt O als Centrum des Tangententripels der Pro- 
jectionen der a, b, c, so hat man den folgenden Satz: - 
Jede Tangente eines Kegelschnittes schneidet drei feste Tangenten desselben 
in Punkten, deren Hesse’sches Paar durch die beiden Punkte gebildet wird, in 
denen sie von den beiden vom Centrum des Tangententripels auslaufenden Tan- 
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Hiermit sind schon 14 Punkte der Curve vierter Ordnung bekannt, 
welche jedenfalls véllig bestimmt ist, wenn man noch die drei doppel- 
ten und drei einfachen Punkte hinzunimmt, welche sich ergeben durch 
die Schnittpunkte der Tangenten von K in den Punkten, in denen 
derselbe von den Paaren «,, a; B,, B.; 71,7253 Ay, Ao; B,, By; T,, 7, 
getroffen wird. Die Gleichung jener Curve in der Polarebene ist iibrigens, 
wenn man mit z,=—0, z,—0, 4,—0 die der Projectionen der 
a, b, e bezeichnet: 

[a,?x,? + a,?a,? + a;?x,? — 2a,a, 2,2, + 2a,a,",%, — 2a,a, 2,03)? 
= 1284, a,a, 4, %,%,[a,%, + a,%, + a3%;], 
unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen: 
G,%,—@,%,=0, a,%,—a,%,=—0, a,x, —a,x,=—0, 
die Verbindungsgeraden der Punkte A, B, C mit den Ecken des 
Projections(coordinaten)dreiecks darstellen. 

Die reciproke Construction liefert die Complexcurve in einer be- 
liebigen Ebene. Der Complex ist hiernach véllig construirt und kann 
zur Lésung einer ganzen Reihe von Fragen dienen, welche sich auf 
die Bestimmung von Raumcurven dritter Ordnung durch elementare 
Bedingungen im Sinne des Herrn Schubert beziehen*). Es sei hier 
uur noch bemerkt, was nach dem Vorigen selbstverstiindlich ist, dass 
im Anschluss an die Auffassungsweise des Herrn Lie jener Complex 
zu Charakteristiken jene co® Raumcurven dritter Ordnung hat, und dass 
seine co? Integralfliichen jene Flichen sechster Ordnung sind, von denen 
oben gesprochen wurde. 


Der covariante Complex Zz (35) = 0, welcher mit f=0 die 


singuliren Geraden ausschneidet, kann mit Hilfe von f—=0 in die Form: 
Q = [9u + 12uv + 244X YZ) XYZ 
gebracht werden. Und da: 


xyz — fm (1s'-+40), 
so sind die einzigen singuliren Geraden, welche von einem beliebigen 


Punkte P ausgehen, die drei Doppel- und die drei Undulationskanten 
des betreffenden Complexkegels. 


Darmstadt im Juli 1877. 


genten getroffen wird. Und ebenso bilden die drei Beriihrungspunkte eines Tan- 
gententripels ein cyclisch-projectivisches System mit den Durchschnittspunkten der 
Polare des Centrums des Tripels mit dem Kegelschnitte. 

*) Als ich vor lingerer Zeit Herrn Schubert gegeniiber die Resultate der 
vorstehenden Betrachtungen erwiihnte, theilte mir derselbe mit, dass er sich be- 
reits im Besitze aller Zahlenrelationen der fraglichen Art befinde. 
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Ueber die Hesse’sche Curve. 
Von A. ‘Brit in Miinchen. 


1. 


Verhalten der Hesse’schen Curve in einem vielfachen Punkt 
der Grundcurve. 


Wenn man die Gleichung einer algebraischen Curve in Carte- 
sischen Coordinaten x, y nach der Dimension ihrer Glieder anordnet: 


(ag) = fP + f° +f? +f? + --- =O, 
wo f®) die Summe der Glieder x-ter Dimension bedeutet, so ist jede 
Covariante von f als Summe von simultanen Formen der biniiren Bil- 
dungen /“), f®,--- darstellbar. Denkt man sich dieselben ebenfalls 
nach dem Grad geordnet, so gewahrt die symbolische Rechnung das 
Mittel, um die einzelnen Glieder, von der nullten Dimension anfangend, 
aufzustellen und ihr Bildungsgesetz anzugeben. Aber auch ohne diese 
Rechnung wirklich durchzufiihren, kann man die Covarianten bestimmen, 
aus denen sich jene Glieder zusammensetzen, und hierin liegt eine be- 
queme Handhabe zur Beurtheilung des Verhaltens der Hesse’schen 
Curve in der Umgebung eines singuliren Punktes von /. 
Fiihrt man niamlich statt der Variabeln x, y homogene Variable 
%,%_%, ein und schreibt: 


f(a %_ 2) = f «ah FO. ok 4 FO. gk? 4. ee ESM a", 
(wo die Summe 2 sich von x =O bis x =~ erstreckt), !setzt man 
ferner : 





of? po, Of _ pm 
> §" 
so lisst sich die Hesse’sche Determinante, wenn wieder x, = 1 ange- 
nommen wird, in der Form anschreiben: 


=fo =f Z(n—x) f 


H—=| 2fy 2fe Z(n—#) fy 


Z(n—x)f” TZ(n—x)f% TZin—x)(n—2x—1)f™ 
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Ich behaupte nun, dass sich — abgesehen von den Gliedern, welche 
fy und f, enthalten — die Determinante H aus Gliedern von der Form: 


7. . + i: “_ ery fe, 
je multiplicirt mit einer Function fo, , linear mit ganzzahlige n Coeffi- 
cienten zusammensetzt. Dieser Differential-Ausdruck lisst sich kiirzer 
als ,,zweite Ueberschiebung“ der Form f™ iiber die Form / bezeichnen 
und lautet, bis auf einen Zahlenfactor, in der tblichen symbolischen 
Darstellung folgendermassen : 


(kl)? k*-2 P—-2, , 

wo: 

( = ke = (k, 2, +k, 2,)* 
ist, 

f? = , 
und (kl) = k,l, — 1,k,. 
H zerfaillt in zwei Theile, von deren einem: 

>» (%) Zh | | 
2 (n—x) (n—x—1) f®- | " 


(x) (x) |? 
at 6h | 
die aufgestellte Behauptung oumittelbar gilt. Denn die Determinante 
hat den Werth: 
(x) pl) | | 2) 9p | | fl) gl) 
> fir fis | zz{|@ fis fii 12 | 
| : | 7 
(x) (x) | (%) (a) (a) 4%) 
* (fe 22 | abe I fis 22 | | fis fog 
(wo in der Doppelsumme x von 4 verschieden ist). 
Ebenso erkennt man in dem anderen Theil eine dreifache Summe 
von Ausdriicken von der Form: 


(x) (x) ¥ | 
il 12 bre: 
1 ) 4 ae 7 
«3 (x— 1) fs eo . 2 —= (k lL) ( (k m) k., : d me 
(u) ) 
lf fp oO | 


In dieser Summe treten diejenigen Glieder, fiir die 2 von w verschie- 
den ist, doppelt auf. Nach einer bekannten Identitiit ist aber: 

2(Kk1) (km) l, mz = R (km)? + ke (lm)? + m. (kl)?, 
und demnach ist die vorstehende Determinante immer als Summe von 
Ausdriicken von der Form: 


(kt) ke—* E—* me 
darstellbar, wenn nicht x oder 4 gleich Null oder Eins ist, d. h. wenn 
nicht eine der eingehenden Functionen / oder f ist. Dasselbe gilt 
demnach auch von H, und damit ist die Behauptung erwiesen. 
Die Glieder, aus denen sich H zusammensetzt, besitzen also die 
Eigenschaft, in symbolischer Form: 
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1) zwei Klammerfactoren (wie (kl)), 2) drei Symbole (wie k) 
zu enthalten. Es ist hiernach leicht, das System der Formen, aus 
denen sich die Glieder der 0., 1., 2. --- Dimension zusammensetzen, 
aufzustellen. 

Sei in symbolischer Darstellung: 


, P , 72 3 8 73 
f™ = Az = Az;5 f%—B—b,? —b7 ; f' aoe, =Sees5 
f° = ds; f =e; ++, 


so sind die Glieder, welche f® und f“ noch enthalten, nach dem 
Grad in den x geordnet, die folgenden: 


(ba) (ba’) (ba)(bU’)b, (ba)(be)ce (ba)(bd)d, - 
(ca) (ca’)ee (ca)(cb)eeb, (ca)(Cc’) Cyl, --- 
(da)(da’) dz (da)(db) db, --~ 


(ea) (ea')ex 


(bv) f° (be ce-f (bay d-f%  (berez- f 


(c€) ext, f (cd) cede f --- 


(DD) +a, (be) ee. de (bd) dz- dz 
(ce) Ce €, + de 
Die tibrigen Glieder bestehen nach unserem Satz aus zweiten 
Ueberschiebungen und sind die folgenden: 
(bby be? (bb) = (UU YP - de (UY (MU)? 8 
(be) ce-Dz (be)? ez-¢,? (be) cede (be) cee 
(bay de-b,” (bdydi-c (bd)de- dt 
(ce)*cecy:b; (be) e-b: (be) e2- ce 
(cecal a? (OF) 0E 
* (ed) c,d2-b2  (ce’)* ered 
(ed)” a a 
(e e) Cy C2 be 
(dd Bd2.08 -.- 
Man schiliesst aus dieser Tabelle auf das Verhalten der Hesse’- 
schen Curve in der Umgebung eines Schnittpunktes mit der Grund- 
curve. Ist f =—0, geht also die Curve f durch den Eckpunkt 
“L, = X%, =O des Coordinatendreiecks, so geht die Hesse’sche Curve 
ebenfalls hindurch, wenn (ba) (ba’) =0 ist, d. h. wenn a, Factor 
von b,? ist, oder wenn die conische Polare des Punktes 2, = x, = 0 
in zwei Gerade zerfiallt. 


Mathematische Annalen. XIII. 12 
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Ist f = f = 0, hat also fim Punkt x, = x, = 0 einen Doppel- 
punkt, so besitzt die Hesse’sche Curve daselbst einen eben solchen mit 
denselben Tangenten, denn das Glied niedrigster Ordnung von H wird*): 

(bb')” be". 


Und allgemein, sind die Glieder O0' bis (4 —1)'** Ordnung von /: 


fO = fY = fm... =—fe-n0— 0, 
so werden die Glieder O0' bis (3x—4)'* Dimension von H: 
Ho = HY —... — Hee —0, . 


und das erste nicht verschwindende Glied reducirt sich auf: 
H°*® oe (kK) Bk. k", 


wo k die symbolische Form fiir f”) ist. Man hat also den Satz: 

Die Hesse’sche Curve einer Curve f hat in einem x-fachen Punkt 
der Grundcurve**) einen (3x—4)fachen Punkt, von welchem x Tan- 
genten mit denen von f zusammenfallen, wiihrend die 2% — 4 tibrigen 
sich durch die Hessesche Determinante der jene x Tangenten bestim- 
menden bindren Form darstellen lassen. 


4 


— 


Ersetzbarkeit einer Curve durch die Hesse’sche Curve in einem 
Doppelpunkt der Grundcurve. 


Die Auffassung der terniiren Form als Summe von biniiren eignet 
sich, wie Néther (Math. Ann. VI, 352) gezeigt hat, auch zur Unter- 
suchung der Eigenschaften einer Curve » = 0, vermége deren w auf 
die Form ag + Bf (wo m undf gegebene, « und f noch unbestimmte 
terniire Formen sind) gebracht werden kann. 

Man betrachtet das Verhalten von w in der Niihe der einzelnen 
Sehnittpunkte von m mit f, wobei es geniigt, nachdem man den An- 
fangspunkt des Coordinatensystems iy einen solchen Punkt verlegt 


*) Dieses Glied verschwindet fiir (bb’)?}= 0, d. h. wenn die Tangenten des 
Doppelpunkts zusammenfallen. Dann erhiilt H einen dreifachen Punkt, dessen 
Tangenten sich aus (bc)?¢,-b),2 =0 berechnen (Riickkehrpunkt), wenn nicht die 
Covariante (bc)*c, identisch verschwindet, wobei denn zwei von den drei durch 
c3 = 0 bestimmten Wurzeln mit den beiden gleichen von b2 = 0 iibereinstimmen. 
Die Hesse’sche Curve hat alsdann einen vierfachen Punkt, von dem wieder zwei 
Zweige mit denen von f tibereinstimmen. Setzt man b,2=«,°, so erkennt man 
aus der Entwicklung, dass diesem Fall ein Selbstberiihrungspunkt entspricht. 

**) Die Tangenten dieses x-fachen Punktes kénnen alle bis auf eine zusammen- 
fallen; mit je m zusammenfallenden Tangenten von f vereinigen sich 2m — 2 
Tangenten der Hesse’schen Curve. Fallen alle zusammen, so erhiilt die Letztere 
einen (3%—3)-fachen Punkt. 
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hat, die Eigenschaften der Anfangsglieder der Entwicklung von ag + Bf 
nach aufsteigenden Dimensionen von x, und 2,: 


PO YO... == (a+ alt...) (p+ pM...) 

+ (BO BO+...) (FOLFM +...) 
zu untersuchen. Diese Identitiéit iindert bei linearer Transformation 
der Variabeln ihre Form nicht, demnach sind die gesuchten Beziehun- 
gen zwischen f, m, w projectivischer Natur und werden sich insbeson- 
dere bei der bindren Auffassung als Gleichungen zwischen simultanen In- 
varianten der bindren Formen po p®@)... f f2)..- pO y® -.- darstellen. 

Kehrt man die Fragestellung um und verlangt die Eigenschaften 
einer Function gm zu kennen, welche, wenn f und w gegeben sind, 
obiger Identitit geniigt, so ergiebt sich das Bediirfniss einer neuen 
Ausdrucksweise; wir wollen dann sagen, dass ,,die Schnittpunkte der 
Curve » =0 mit f durch einen Theil der von »—O mit f ersetat 
oder vertreten werden kénnen.“ Dies mége auch auf die in einem ein- 
zelnen Punkt von /f vereinigten Schnittpunkte tibertragen werden, 
wenn in der Niihe desselben die obige Gleichung erfiillt ist. 

Die Curve g = 0 kann selbstverstiindlich f nur in solchen Punkten 
treffen, in denen ~ =O schneidet, also, wenn die Hesse’sche Deter- 
minante Factor von w ist, soweit dieser Factor in Frage kommt, nur 
in Wendepunkten und singuliiren Punkten von f, und zwar in den 
ersteren einfach. Das Verhalten von @ in den Letzteren ist dagegen 
noch nicht véllig bestimmt, was hier fiir den Fall, dass der singulire 
Punkt ein Doppelpunkt ist, noch niber untersucht werden mige. 

Haben in 2, = 2, = zugleich f und w einen Doppelpunkt mit 
denselben Tangenten, ist also (/O = /f™ = y%—y%—0, und 
f®= v®, so ist m, pi), --- dadurch zuniichst nicht weiter bestimmt. 
Ebensowenig ist dies mit pm), m®, ---, der Fall, wenn man g=—0O 
annimmt, oder mit g®, go, wenn po = gp) — 0 gesetzt wird, 

Denn im letzteren Fall hat man: 


we?) = 0c) p@) +. BOF; vw) = x gp) +- p f® 4 a) @@) a BOF, 
welche Gleichungen fiir «) =O durch beliebige g®, p®  erfiillt 
werden. 

Hat man jedoch g® = g) = g® = 0, so ist nun g™ nicht mehr 
vollig willkiihrlich annehmbar. Denn durch Vergleichung der Glieder 
gleicher Dimension erhilt man: 

we) == BOF; ye) = pore + 0c(0) ep) +. BMF; 

py) <= se +- 0c ep) a BOFO + oe) (3) + Bef, 
Gleichungen, in denen man sich die Formen gy) und f saimmtlich 
gegeben zu denken hat, w®, f@ conform der ersten Bedingungsglei- 
chung; ferner werde, mit Riicksicht auf die Anwendung auf die 
Hesse'sche Curve: 
12* 
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yw = (a,%,+4,2,)f° + af, 
Wo a,4,a, Constante sind, angenommen, die iibrigen y“ und / be- 
liebig. Dann folgt fiir die Coefficienten von: 


GP) = Ho 2° + H, 272, + YP, 2, 2,7 + 9," 2,5, 
die Bedingungsgleichung : 


Q fr fr? 0 
9,” f,® f,® fo 
9 fr fr f,@ 
9, f,% 0 f,% | 
wo die zweite Verticalreihe die Coefficienten von f™, die dritte und 
vierte die von f® enthalten. g ist nicht niher bestimmt. 

Diese Gleichung wird der geometrischen Deutung zugiinglich, 
wenn man in dieselbe die Wurzeln $i 1 der Gleichung f®=0 statt 
der Coefficienten einfiihrt; dann lisst ‘sich namlich die mit (€m) multi- 
plicirte Determinante mit Hilfe bekannter Siitze auf die Form bringen: 


9B) F(n) — FB) —™(9) = 0. 


8) 
Der Quotient 2 © stellt aber das Product der Abstandsverhiltnisse 


der drei Tangenten des dreifachen Punktes von @ von den beiden 
Tangenten des Doppelpunktes von f dar; der Werth dieses Productes 
muss also gleich dem fiir die Wurzeln von f® —0 sein, welche die 
Schnittpunkte der cubischen Polaren von f (fiir den Punkt 2, =—27,—0 
als Pol) mit der Geraden 2, = 0 bestimmen. 

Die oben fiir ~ gemachten Voraussetzungen werden u. A. erfiillt, 
wenn die Hesse’sche Determinante Factor von wy ist. Man hat also 
den Satz: 

Die Hesse’sche Curve H einer Curve f kann in einem Doppelpunkt 
der Letzteren eine andere Curve @ ,,vertreten“‘, wenn diese tiberhaupt 
nicht oder nur ein- oder zweimal hindurch geht. Besitzt m in diesem 
Punkt drei Zweige, so miissen die Tangenten derselben einer Be- 
dingung geniigen, wenn H die Curve g in dem Punkt vertreten soll. 
Es muss niimlich das Product der drei Doppelverhiiltnisse, welche man 
aus den drei Tangenten des dreifachen Punktes von und den drei 
Strahlen nach den unendlich fernen Punkten*) der cubischen Polare 
von f, genommen in Bezug auf die beiden Tangenten des Doppelpunkts, 
bilden kann, gleich Eins sein. 


— 7 


*) Man iiberzeugt sich leicht davon, dass man statt der unendlich fernen 
Geraden jede beliebige nehmen kénnte, indem das Product der Abstandsverhilt- 
nisse der Schnittpunkte von den beiden Tangenten des Doppelpunkts eine con- 
stante Grésse ist. 
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Ich fiige die Bemerkung zu, dass die vorstehenden Gleichungen 
auch erfiillbar sind, und demnach der vorstehende Satz auch ausge- 
sprochen werden kann fiir y® = py =.-.-=0, d. h. wenn an Stelle 
der Hesse’schen Curve das Tangentenpaar von f im Doppelpunkt 
gesetzt wird. 

Wir wenden uns nun zu einer Anwendung der vorstehenden Be- 
trachtungen. 


3. 
Die Hesse’sche Curve der rationalen Curven vierter Ordnung. 


Die Gleichung einer rationalen Curve vierter Ordnung lasst sich 

auf die Form bringen: 
O = F(X, Hy) = Wy? Hy? dyy 4+ Hq? Ly? dyy + Hy? Hq? dy, + 2047p X3 dys 
f 2ay? XX, dy, + 245? #1, F_dyo, 
oder, nach Dimensionen von 2,, x, geordnet: 
O=f=a,?- f+ 2, -fO+f, 
wo: 
[OHH dyF 2H, Fd 27 dy,5 fO=2ZX, x, (dag, + ds, 2); 
[4 == x,?2,7 dys. 

Die Hesse’sche Determinante H von f kann in x, = x, = 0 jede 
Curve g = 0 ,,vertreten“, die daselbst einen dreifachen Punkt hat, 
fiir dessen Tangenten das Product der Abstandsverhiltnisse von den 
zwei festen Tangenten des Doppelpunkts gleich dem der drei Wurzeln 
von /®) =O ist. Nimmt man insbesondere eine solche Curve gm = 0, 
fiir welche die Tangenten des dreifachen Punktes die Wurzeln der 
Gleichung f*) =O selbst sind, so ist jene Bedingung erfiillt. Dies 
ist der Fall mit dem Product: 

yg = 4,x,2,-D 
der Verbindungslinien der drei Doppelpunkte und einem durch dieselben 
gehenden Kegelschnitt: 

D = 4445, dz + XH, dy dy, + XL, %_d5, dy, = 0, 

dessen Tangente in #, = 2, =O sich aus: 

Ms, + &,d,, = O 
bestimmt. Aber aus Symmetriegriinden erfiillt das Product pm jene 
Bedingung auch in den Doppelpunkten 2, = x2, = 0 und #,=2,=0, 
und demnach ist das ganze Schnittpunktsystem des Products x, x,z,-D 
— mit Ausnahme der zwei weiteren Schnittpunkte, welche D=0 ausser- 
halb der Doppelpunkte von f besitzt —in dem von H mit f enthalten. 
Multiplicirt man also H mit einer linearen Function G, welche, gleich 
Null gesetzt, eine Gerade durch jene zwei Schnittpunkte darstellt, so 
muss die Identitit bestehen: 









182 A. Barut. 






Ueber die Hesse’sche Curve. 


G-H+f-C=2,2,2,-D-T, 
wo C = 0 die Gleichung einer Curve dritter Ordnung, [ = 0 aber die 
Gleichung eines Kegelschnitts ist, der diejenigen Schnittpunkte von H 
mit f enthalt, durch welche x,z,2,D nicht hindurchgeht, d. h. die 
Gleichung eines durch die sechs Wendepunkte von f und die zwei noch 
unbeschiftigten Schnittpunkte der Geraden G mit f gehenden Kegel- 
schnitts, des ,, Wendekegelschnitts“‘, wie ich ihn an einem a. O. genannt 
habe (d. Annalen, Bd. XII, p. 104). 

Die Bemerkungen des vorstehenden Paragraphen ergeben: also 
ohne weitere Rechnung den Satz, dass die sechs Wendepunkte einer 
rationalen Curve vierter Ordnung auf einem Kegelschnitt liegen. Aber 
man beweist mit Hilfe derselben noch eine andere elegante Eigenschaft 
dieser Curven. 

Wenn niamlich (§ 2. a. E.) riicksichtlich des Verhaltens in den 
Doppelpunkten die Hesse’sche Curve mit ihrem Tangentenpaar ver- 
tauschbar ist, so muss fiir das Product ¢,t,¢,t,¢,1, der sechs Tangen- 
ten in den drei Doppelpunkten eine der obigen analoge Identitit be- 
stehen: 

G.t,t,t,t,t,t, + f-C’ =2,2,0,-D-N, 
wo G, D, f die vorige Bedeutung haben. Man schliesst hieraus, dass 
die sechs Punkte, in welchen die Tangenten an die Zweige der drei 
Doppelpunkte die Curve noch weiter schneiden, mit den zwei weiteren 
Schnittpunkten des durch die Wendepunkte gehenden Kegelschnitts (1) 
auf einem Kegelschnitt (N) liegen. 

Endlich liegen auch die vier weiteren Schnittpunkte der Tangenten- 
paare t,t,t,t, von zweien der drei Doppelpunkte mit denselben auf 
einem Kegelschnitt (A). Denn man kann (§ 2.) in einem Doppelpunkt 
von f jeden beliebigen Doppelpunkt einer Curve (hier 2,”) durch 
die Hesse’sche Curve oder das Tangentenpaar derselben ersetzen, 
woraus dann die Identitat foigt: 


t,t, t,t. — f+ const. = a? A. 


Miinchen, im November 1877. 
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Ueber die Vertheilung der Elektricitat auf Leitern, welche 
aus heterogenen Theilen bestehen. 


Von D. BosyLew. 


(Hierzu zwei lithographirte Tafeln.) 


Allgemeiner Ueberblick. 


Die Theorie der Volta’schen Siiule beruht auf dem folgenden, 
als durchs Experiment bestiitigt angenommenen, Satze: 


Wenn irgend ein Leiter aus zwei heterogenen Theilen A und B 
besteht, entweder aus zwei verschiedenen Metallen, oder aus zwei un- 
gemischten Massen verschiedener Fliissigkeiten, oder endlich aus einem 
Metalltheile und einer Fliissigkeit, welche alle dieselbe Temperatur 
haben, so ist, Gleichgewicht der Elektricitiit auf dem Leiter voraus- 
gesetzt, auf dem Theile A die Potentialfunction eine constante Grosse 
C(A), und ebenso eine constante Grésse C(B) von anderem Werthe 
auf dem Theile B. Diese Constanten werden elektrische Spannungen 
genannt. Ihre Differenz: C(A)—C(B), welche als elektrische Differenz 
zwischen A und B bezeichnet wird, ist eine Grésse, die nur von der 
Natur der Kérper A, B und ihrer Temperatur abbingt. 

Daraus folgt, dass bei der Beriihrung von zwei verschiedenen 
Kérpern die Thitigkeit einer gewissen, die neutrale Elektricitat schei- 
denden, Kraft erregt wird; diese Kraft nennt man elektromotorische 
Kraft*). 


*) In ,,Treatise on Electricity and Magnetism’ von Maxwell ist dieser Satz 

in folgender Form ausgesprochen: 

The Potentials of Different Substances in Contact 
246. If we define the potential of a hollow conducting vessel as the potential 
,of the air inside the vessel, we may ascertain this potential by means of an 
»electrometer as described in Part I, Art. 222.“ 

»lf we now take two hollow vessels of different metals, say copper and zinc, 
»and put them in metallic contact with each other, and then test the potential 
,of the air inside each vessel, the potential of the air inside the zinc vessel will 
»be positive as compared with that inside the copper vessel. The difference of 
»potentials depends on the nature of the surface of the insides of the vessels, 
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Unter dieser Benennung versteht man jedoch nicht nur diese 
Kraft, sondern im Allgemeinen solche, welche auf die elektrischen 
Quantitiiten wirken kénnen, nimlich: 

a) elektromotorische Kriifte elektrostatischen Ursprunges, 

b) elektromotorische Kriifte, welche bei Beriihrung (Contact) 
heterogener Kérper erregt werden, und 

c) elektromotorische Kriifte elektrodynamischen Ursprunges. 


Aus diesem Grunde glaube ich die Krifte (b) mit einem beson- 
deren Ausdruck: ,die galvanischen Krifte“ bezeichnen zu diirfens 
Dieser Grundsatz der Theorie der Volta’schen Siule in der oben 
gegebenen oder in der citirten Form von Mascart enthilt implicite: 
Hypothese I: In einem zusammengesetzten Leiter, welcher aus 
heterogenen Theilen besteht, kann die Elektricitét im Gleichgewtchte sein. 
Zum Gleichgewicht der Elektricitit ist es nothwendig, dass die 
elektromotorischen Kriifte in jedem Punkte innerhalb des Leiters sich 
' im Gleichgewichte befinden; seien X, Y, Z die Componenten der 
galvanischen Kraft, welche auf die Einheit der positiven Elektricitat 
in einem Punkte (2, y, z) wirkt, und V die Potentialfunction aller in 
dem Leiter befindlichen Elektricitiitsquantitiiten, so werden die Gleich- 
gewichtsbedingungen durch folgende Gleichungen dargestellt: 
dV dV , dV 
x —=- =(9); Y— — a= (); Z4—— 7 = 0; 
es muss demnach die galvanische Kraft innerhalb des ganzen Leiters 
eine Potentialfunction haben; ich will sie G nennen. Die letzten For- 


meln zeigen dann, dass die Summe (G+ V) auf dem ganzen Leiter 
ein und denselben constanten Werth hat. 


»being greatest when the zinc is bright and when the copper is coated with 
oxide,“ 

»lt appears from this that when two different metals are in contact there 
»is in general an electromotive force acting from the one to the other, so as to 
make the potential of the one exceed that of the other by a certain quantity, 
»This is Volta’s theory of Contact Electricity. Seite 299, Vol. I. 

In dem Werke von Mascart: ,,Traité d’électricité statique’', Bd. Il, S. 337, 
ist derselbe Satz so ausgedriickt: 

»Pour traduire lidée de Volta dans le langage actuel il suffit d’admettre 
»que le contact de deux corps établit entre eux une certaine différence de po- 
»tentiel. Chacun des deux métaux est & un potentiel constant dans toute son 
»étendue; mais, au passage d’un métal 4 l’autre a travers la surface de contact, 


»il se manifeste un changement rapide de niveau électrique. Ce changement, 


»sans étre absolument brusque, ce qui serait contraire au principe général de 
,continuité dans les phénoménes physiques, s’effectue dans une étendue inappré- 
»ciable, et la variation du potentiel est indépendante de la valeur absolue du 
»potentiel sur chacun des métaux. C’est la lhypothése fondamentale dont tous 
»les phénoménes peuvent se déduire;.. . .“ 
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Daraus muss man schliessen, dass die Potentialfunction (Spannung), 
welche in dem oben angegebenen Grundsatze der Theorie der Volta’ - 
schen Siule vorkommt, und welche, wie dort vorausgesetzt wurde, ver- 
schiedene Werthe an verschiedenen Theilen eines und desselben Leiters 
hat, nicht die Summe (@-+- V) ist, sondern einen andern Werth hat. 

‘Versteht man unter dem Worte ,Spannung“ nur die Potential- 
function der auf dem Leiter vertheilten Elektricitiitsquantititen, so 
wird dabei hypothetisch vorausgesetzt, dass im Innern eines jeden 
Theiles A und B die galvanische Kraft verschwindet und eine merk- 
liche Grosse nur in der niichsten Nihe ihrer Oberfliichen erreicht. 

In einem Leiter, welcher aus verschiedenen Theilen A, B, C, --- 
zusammengesetzt ist, muss man die fussere Oberfliche von den Fli- 
chen, in welchen die verschiedenen Theile A, B, C, --+ aneinander 
grenzen, unterscheiden. Ich will die letzteren ,,Grenzflichen“ nermen 
und mit den Symbolen S(AB), S(BC), «++ bezeichnen. 

Die Grenzfliichen erscheinen auf der iusseren Oberfliche des Leiters 
als geschlossene Linien; diese Linien 2 (AB), 2 (BC) werde ich 
»Grenzlinien“ nennen. 

Wenn die galvanische Kraft in der nichsten Nihe der Oberfliiche 
eine merkliche Grosse hat, so fragt es sich, ob diese EKigenschaft nur 
den Grenzflichen oder auch den iiusseren Oberflichen zuzuschreiben ist? 

Diese Frage kann man muthmasslich nur dahin beantworten, dass 
die galvanischen Krifte wahrscheinlich zu denjenigen Kraften gehéren, 
welche nur in einer unmessbar-kleinen Entfernung von ihren Aus- 
gangscentren eine merkliche Grésse besitzen; die wahrscheinlichste 
Lage dieser Centra, von welchen die Wirkung der galvanischen Krifte 
ausgeht, befindet sich lings der Grenzflachen. 

Diese Voraussetzungen fasse ich in Form der folgenden Hypothese: 

Hypothese II. Die galvanische Kraft geht von den Mittelpunkten 
aus, welche liings der Greneflichen vertheilt sind; diese Kraft hat eine 
merkliche Grisse nur in solchen Punkten innerhalb des Leiters, welche 
von der Grenzfliiche nicht mehr als um einen unmessbar-kleinen Abstand 
t entfernt sind. Denken wir uns zu beiden Seiten jeder Grenzfliche 
zwei andere ihr parallele Oberflichen construirt , welche allenthalben von 
der Grenzfliiche wm t entfernt sind, so werden diese Oberflichen eine 
Schicht abgrenzen, innerhalb welcher die galvanischen Krafte wirken 
und eine merkliche Grisse haben. Die Dicke 2 dieser Schicht ist un- 
messbar-klein, und wir werden sie weiter als eine unendlichkleine Grosse 
behandeln. 

Ausserhalb dieser Schicht wirkt die galvanische Kraft nicht. Wenn 
wir uns daher die Riume dieser Schichten aus dem Leiter ausgeschlossen 
denken, so muss die Potentialfunction V an allen iibrigen Stellen des 
Theiles A, innerhalb desselben und auf seiner dusseren Oberfldche, eine 
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constante Grésse C(A) haben; ebenso muss die Potentialfunction inner- 
halb und auf der iiusseren Qberfliiche des Theiles B, die Schichten 
S(AB) und S(BC) ausgeschlossen, eine constante Grosse C(B) 
haben u. s. w. 

Innerhalb der Schichten ist die Potentialfunction V veriinderlich, 
wahrscheinlich in continuirlicher Weise. . 

In Betreff des Zusammenhanges der Gréssen C(A), C(B), C(C),--- 
wird in der fundamentalen Voraussetzung der Theorie der Volta’schen 
Siiule, wie oben erwihnt, folgende Hypothese angenommen: ‘ 

Hypothese III: Die Differenz der Spannungen zweier aneinander- 
grenzender Kérper A und B, welche eine in allen ihren Theilen gleiche 
constante Temperatur haben, hiingt nur von der Natur der Kérper 
A, B und ihrer Temperatur ab; diese Differenz wird ,, Elektrische Dif- 
ferenz“ zwischen A und B genannt und soll mit dem Symbol A| B 
bezeichnet werden. 

Diese Hypothese muss so verstanden werden, dass die elektrische 
Differenz giinzlich unabhiingig ist, sowohl von der Grésse und Gestalt 
der Kérper A, B, als auch von der Form und Grosse der Grenzfliiche, 
ebenso auch davon, ob die Kérper mit irgend welchen anderen Koér- 
pern in Beriihrung treten, oder ob endlich diesen Kérpern irgendwelche 
elektrische Ladung zugefiihrt ist. 

Unter Annahme der Hypothesen I, II und III lisst sich beweisen, 
dass die freie Elektricitét auf der iiusseren Oberfliiche und innerhalb 
der Schichten vertheilt sein muss. 

Um die Vertheilung der Elektricitiit auf der fusseren Oberfliche 
eines Leiters von endlichen Dimensionen zu finden, geniigt es, die 
Lage der Niveauflichen der Potentialfunction im jiussern Raume zu 
kennen; zur Bestimmung der Vertheilung der Elektricitiit innerhalb 
der Schichten jedoch miissen die Gréssen der Componenten X, Y, Z 
der galvanischen Kraft innerhalb dieser Schichten gegeben sein. 

Die Form und Lage der Niveaufliichen kann nach bekannten Me- 
thoden bestimmt werden: 

A) wenn wir mit Sicherheit wissen, dass die Elektricitiitsquan- 
titiiten mit endlicher Dichtigkeit vertheilt sind, und 

B) wenn ausserdem die Grisse der Potentialfunction in allen 
Punkten der diusseren Oberfliiche gegeben ist. 

Denn wenn wir iiberzeugt sind, dass die Dichtigkeit der Elektri- 

citiitsquantitiiten nirgends unendlich gross ist, so lisst sich beweisen, 
a) dass die Potentialfunction V innerhalb des fiusseren Raumes 
der Differentialgleichung A, V = 0 geniigt, 
b) dass die Potentialfunction V nebst ihren ersten Derivirten 
innerhalb des iusseren Raumes stetig, endlich und in jedem 
Punkte einwerthig ist, und 
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c) dass in einer unendlichgrossen Entfernung K die Potential- 


function wie “E verschwindet und ihre ersten Derivirten 
Ke 

Es ist aber bekannt, dass die Bedingungen a, b, c, B) vollig 
geniigen, um den Ausdruck der Potentialfunction in dem ganzen iiusse- 
ren Raume zu bestimmen. 

In dem uns vorliegenden Falle sind wir aber durchaus nicht be- 
rechtigt anzunehmen, dass die Elektricitiitsquantitaiten in allen Punkten 
des Leiters eine endliche Dichtigkeit haben; denn sobald wir voraus- 
setzen, dass die Schichten unendlich diinn sind, so miissen wir auch 
folgern, dass die Potentialfunction auf der iiusseren Oberfliiche lings 
den Grenzlinien endliche Spriinge erleide. 

Wollte man die Dicke 2+ der Schichten als nicht unendlich 
klein annehmen, so werden die Gréssen der Potentialfunction auf den 
Giirteln T(AB), T(BC)*).----- der iiussern Oberflichen, welche die 
Schichten aus ihr herausschneiden, unbekannt. Ausserdem kann in 
dem fiusseren Raume, aber nur in der niichsten Umgebung jeder Grenz- 
linie 2(A.B), Y(BC), --- (d. h. in den Punkten des iiusseren Rau- 
mes, welche von den Grenzlinien nicht weiter als um t entfernt sind), 
die galvanische Kraft eine soweit merkliche Grésse erreichen, dass sie 
die Lage der Niveaufliichen in der Nihe der Grenzlinien verindert. 

Wenn man hingegen fiir die Dicke der Schichten einen unendlich 
kleinen Werth annimmt, so muss man, wegen des endlichen Sprunges 
der Potentialfunction auf der iiusseren Oberfliche, erwarten: 

1) dass die Elektricitiit auf dem Leiter an irgendwelchen Stellen 
eine unendlich grosse Dichtigkeit habe; da aus der Theorie 
der Potentialfunction bekannt. ist, dass bei der Vertheilung 
der Elektricitiit mit einer endlichen Dichtigkeit die Potential- 
function allenthalben endlich sein muss, 

2) dass im fiusseren Raume in den niichsten Umgebungen jeder 
Grenzlinie solche Stellen vorkommen, an welchen die Poten- 
tialfunction oder ihre Derivirten Stetigkeitsunterbrechungen 
erleiden. 

An allen iibrigen Stellen des aiusseren Raumes kann die Potential- 
function den Bedingungen (a, b, c) geniigen und auf der fusseren 
Oberfliiche des Leiters die ihr zugeschriebenen Werthe haben. 

Eine solche Function habe ich fiir einen kugelférmigen Leiter 
bestimmt, welcher aus zwei Theilen Zn und Cu**) besteht, die auf 
der iiusseren Oberfliche in einem Kreise aneinander grenzen. 


wie 





*) T(AB), T(BC), --+- bedeuten die hohen Kanten der Schichten. 
**) Zn bedeutet Zink, Cu bedeutet Kupfer. 
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Im Folgenden wird nun in § 1. gezeigt, dass die Function V des 
Punktes m (sphirische Coordinaten @, gy, y), welche durch die Summe 
von zwei Oberfliichenintegralen (Ausdruck 4) dargestellt wird, in dem 
Raume ausserhalb der Kugel (Kugelradius R) folgende Kigenschaften hat: 

a) sie geniigt der Differentialgleichung A, V = 0; 

b) fiir @ > R ist diese Function sammt ihren ersten Derivirten 
stetig und endlich; 

c) fiir @ = oo verschwindet die Function wie - - und ihre erste 
Derivirte nach @ — wie a . : 

B) Wenn der Punkt m auf der fusseren Oberfliiche des Zn liegt, 
so wird V = C(Zn); liegt m auf der iiusseren Oberfliiche von Cu, so 
wird V=C(Cu). 

C) Auf der Grenzlinie L, L’ ist die Function vieldeutig, dergestalt, 
dass diejenigen Niveauflichen der Function *V, deren Parameter zwi- 
schen den Grenzen C(Zn) und C(Cu) liegt, alle durch die Grenzlinie 
gehen. 

Die Function V wird als eine Summe (13) dargestellt, deren zwei- 
tes Glied eine Function U enthilt, welche durch die Reihe (14) aus- 
gedriickt ist. 

Die Function U geniigt den Bedingungen (a, b,c) in dem iiusse- 
ren Raume, 

B’) sie hat eine constante Grésse (+ 1) auf der fiusseren Ober- 
fliche des Zn und (—1) auf der iiusseren Oberfliche 


des Cu; 
C’) auf der Grenzlinie ist sie vieldeutig, so dass alle ihre Niveau- 
flichen, deren Parameter zwischen + 1 und — 1 liegen, 


durch die Grenzlinie gehen. 


Um die letzte Kigenschaft (C’) der Function U zu beweisen, theile 
ich den ganzen dusseren Raum in drei Theile A, 8, ©, und zwar so, 
dass 2{ — zwischen der dusseren Oberfliiche des Zn und einer Kugel- 
calotte, welche durch die Grenzlinie L, Z’ und das Centrum geht, liegt; 
% — zwischen dieser Oberflache und der ebenen Fliche, in welcher die 
Kreislinie L, L’ sich befindet, © — zwischen dieser Fliche und der 
Oberfliche des Theiles Cu. 


Es wird bewiesen, dass im Raume &% — U = = — M; im Raume 
$—U= _# — M, wo M ein bestimmtes Integral (30) ist; im 
Raume © — U = — . M’, wo M’ ein anderes bestimmtes Inte- 


gral (39) bedeutet. 


Da im § 3. einige Differentialquotienten von M und M’ bekannt 
sein miissen, so entwickele ich im § 2. die Differentialquotienten von 
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M und M’ nach den Coordinatenparametern, welche die Lage des 
Punktes m im Raume bestimmen. 

Vorliufig wihle ich ein passendes Coordinatensystem. In den 
§§ 2. und 3. werde ich dasselbe System, welches Herr Mehler in 
seiner Abhandlung tiber die Vertheilung der statischen Elektricitaét in 
einem von zwei Kugelcalotten begrenzten Kérper (Crelle J. Bd. 68, 
Seite 134— 150) anwendet, als das fiir meine Untersuchung vortheil- 
hafteste gebrauchen. Im Anfange des § definire ich die Bedeutung der 
drei Coordinatenparameter y, g und @ dieses Systems. 

Die aiusseren Oberflichen der Theile Zn und Cu sind die Niveau- 
flichen der Function U; zugleich stellt jede eime Coordinatenoberfliche 


q = const. vor; daher verschwinden die Differentialquotienten a 





und —- auf diesen Oberflichen. 


Der Eigenschaft (C’) gemiiss gehen alle Niveauflichen der Function 
U, deren Parameter zwischen + 1 und —1 liegen, durch die Grenz- 
linie LZ, LZ’. Durch dieselbe gehen ferner auch alle Coordinatenflichen 
q= const. In § 2. wird dann bewiesen, dass auf der Grenzlinie die 
Differentialquotienten = und le verschwinden. 
In § 3. zeige ich, dass V als eine Summe (69) von drei Gliedern 
dargestellt werden kann. Die zwei ersten Glieder bilden die Potential- 
function der Elektricititsquantitiiten, welche auf der iusseren Oberfliche 
des Cu mit der Dichtigkeit 6, und auf der fiusseren Oberfliiche des 
Zn mit der Dichtigkeit 6, vertheilt sind; das dritte Glied der Summe 
(69) ist: 
Zn\ Cu Q 


’ 


4x 
a(} 
aS _ fu da) 


bedeutet. Dieses Integral ist ausgedehut tiber alle Oberflichenelemente 
dS einer nicht geschlossenen Oberfliiche S, die innerhalb des Leiters 
liegt und von der Linie LZ, L’, welche die Kante von S bildet, begrenzt 
ist. Diejenige Seite der Oberfliiche S, welche in der Grenzlinie auf 
die iiussere Oberfliche des Zn austritt, wird positive, die andere — 
negative Seite genannt. do bedeutet die Kegeléffuung, unter welcher 
das Element dS aus dem Punkte m gesehen wird; do ist mit dem 
positiven oder negativen Vorzeichen zu nehmen, je nachdem das Ele- 
ment dS seine positive oder negative Seite dem Punkte m zukehrt; 
T ist die Entfernung des Punktes m von dem Oberflichenelemente dS, 
n— die auf dS von der positiven Seite errichtete Normale; die Rich- 
tung 7’ wird von m nach dS gerechnet. 


wo Q das Integral: 
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Der Ausdruck von der Form Fas ©“ Q ist in der Elektrodynamik 


und der Theorie des Magnetismus als die Potentialfunction einer magne- 
tischen Doppelschicht*) bekannt, welche liings der Oberfliiche S auf 
folgende Art construirt ist: 

Auf jeder Seite der Fliche S denkt man sich eine ihr parallele 
Oberfliche in dem unendlich kleinen lings den Normalen gerechneten 
Abstande «. Diese Oberfliichen S, und S’ werden auf folgende Weise 
die eine, S,, mit dem nordmagnetischen, die andere, S’, mft dem 
siidmagnetischen Fluidum belegt: 


Aus allen Punkten der Peripherie eines Elements dS der Fliche 
S errichten wir Normalen nach beiden Seiten. Die durch diese Nor- 
malen gebildete Oberfliche schneidet aus den Oberfliichen S,, S’ die 
Elemente dS, und dS’ aus; das Element dS, muss mit der Quantitiit 
=sl0s dS des nordmagnetischen Fluidums und das Element dS’ — 





mit der gleichen Quantitiit siidmagnetischen Fluidums belegt werden. 
Ebenso verfihrt man mit der ganzen Fliche S. 


Die Grésse = LS , welche als Coefficient der Kegeléffnung Q 


im Ausdrucke der Potentialfunction einer doppelt-magnetischen Schicht 
steht, ist ein Quotient von dem magnetischen Momente Sel Ce 38.28 


der iiber dem Elemente dS vertheilten magnetischen Quantititen und 
der Grésse der Oberfliiche des Elementes dS; dieser Quotient hat eine 


und dieselbe Grosse liings der ganzen Oberfliche und soll ,,Stirke***) 
der Schicht genannt werden. 


In gegenwiirtiger Untersuchung, wo die Rede nur von den elektri- 
schen Quantitiiten ist, werde ich den Ausdruck Fol! e “Q als die Po- 


tentialfunction einer doppelt-elektrischen Schicht von der Stirke 
Zn\C" etrachten. 
4a 

Diese Schicht befindet sich innerhalb des Leiters; sie hat ihren 
Rand auf der Grenzlinie Z,Z’ und kehrt ihre positive Seite in dieser 
Linie nach der iiusseren Oberfliiche des Zn. Die Lage der Schicht 
innerhalb des Leiters ist fiir seine Wirkung in dem iusseren Raume 
ganz gleichgiiltig; aber aus einem spiiter zu erwihnenden Grunde muss 
man annehmen, dass diese Schicht auf der Grenzfliiche liegt. 


*) ,,Magnetic shell‘, Maxwell, Treatise on Electricity and Magnetism, 
Vol. II, Seite 32 und figd. 


**) ,,Strength, Maxwell, Vol. II, S. 32, und Thomson, Reprint of Papers 
on Electrostatics and Magnetism, 8S. 379. 
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Die Potentialfunction einer doppelt-elektrischen Schicht besitzt 
dieselben Eigenschaften wie die Potentialfunction einer doppelt-magne- 
tischen Schicht, Eine von diesen Eigenschaften ist folgende: 

D) Die Potentialfunction einer doppelten Schicht erleidet einen 
Sprung nur beim Durchgange des Punktes m durch die Schicht selbst; 
die Grosse des Sprunges bei dem Durchgange von der positiven auf 
die negative Seite ist: 4. >< (Stirke). 

In gegenwirtigem Falle ist die Grésse des Sprunges Zn | Cu; 
dieselbe Grésse hat auch der Sprung der Potentialfunction aller auf 
dem Leiter befindlichen Elektricitiét, und dieser Sprung findet statt 
auf der Grenzfliiche. Sobald also bewiesen ist, dass die Potential- 
function der auf der iiusseren Oberfliche mit -den Dichtigkeiten 6,, 6, 
vertheilten Quantititen innerhalb des Leiters continuirlich ist, muss 
man schliessen, dass der Sprung nur durch die Doppelschicht hervor- 
gebracht wird, und dass diese auf der Grenzfliiche liegt. 


Die Dichtigkeit 7%! 0“ 
wé 


S, und S’ ist unendlich gross, weil ¢ unendlich klein ist. 

In dem § 4. driicke ich die Dichtigkeiten 6, und 6, in elliptischen 
Integralen erster und zweiter Gattung aus. Nach den so gewonnenen 
Formeln (73), (74), (98), (99) habe ich fiir den Fall « = 30° die 
Grésse der Dichtigkeit in einigen Punkten der fusseren Oberfliche 
der Kugel berechnet. 

Die Formeln geben auf der Grenzfliche 6, = — ~, 6,=+ «x. 

In dem § 5. zeige ich, dass die Potentialfunction der auf der 
iiusseren Oberfliche vertheilten Elektricititsquantititen innerhalb des 
Leiters den Ausdruck 


der elektrischen Belegungen der Flichen 


__ wen Zn|Cu nx 
» = C(Cu) + —{2- 9 


annimmt, wo D die Grésse der reducirten Kegeléffnung bedeutet, unter 
welcher die tiussere Oberfliche des Zn von dem Punkte w innerhalb des 
Leiters aus gesehen wird. Da © eine continuirliche Function innerhalb 
des ganzen Leiters ist, so kann » daselbst keinen Sprung erleiden. 

Wenn zu » die Potentialfunction w der die Grenzfliche belegenden 
Doppelschicht addirt wird, so ergiebt sich, dass die Summe (v + w) 
innerhalb des Zn gleich C(Zm) und innerhalb des Cu gleich C(Cu) ist. 

Nach den Untersuchungen der §§ 1. — 5. halte ich mich fiir be- 
rechtigt, die Formeln (73), (74), (98), (99) als erste Annaiherung zur 
Lésung der Frage tiber die Vertheilung der statischen Elektricitaét auf 
der iiusseren QOberfliche des obengenannten heterogenen Leiters zu 
betrachten. 

Den Inhalt der gegenwiirtigen Abhandlung kann ich in folgende 
Worte zusammenfassen: 
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Ich bestimme die Vertheilung der Elektricitaét auf den ‘diusseren 
Oberflichen eines Systems von Leitern, welche aus heterogenen Theilen 
bestehen, indem ich mich ausser auf die Hypothesen I, II, III noch 
auf die folgenden stiitze: 

Hypothese IV: Wenn jede Grenzlinie aus dem dusseren Rawme 
vermittelst einer trogartigen Oberfliiche (wie in § 3.) ausgeschlossen wird, 
und wenn jede solche Oberfliche ihre Grenzlinie so eng wie méglich 
umschliesst, so verschwinden die Integrale: 


d+ 
fara, [22 va 


wo ein jedes Integral iiber die Elemente einer solchen trogartigen Ober- 
fliiche ausgedehnt ist. 
Bestehen mehrere Leiter: 1, 2, 3, ---, und zwar: 

der Leiter 1 aus den Theilen A,, B,, C,, ---, 

” ” 2 ”» » ” A,, B,, C,, ie 

” ” 3 iy ” ” A,, B;, C;, eres. 
so kann, gemiiss Hypothese IV, die Potentialfunction der Elektricitiit 
auf diesen Leitern in einem Punkte m des iiusseren Raumes durch die 
folgende Summe von Integralen dargestellt werden: 


(io a(},-o 
(1) Ves : -feayf ae +00 Ge ac} 4 


aAj=—® 
+f C(A of dS+C( “ |i S+-.. ty ae 


Jedes Integral ist iiber die Elemente dS der fiusseren Oberfliiche 
von einem der Theile A,, B,,--- A,, +--+ ausgedehnt; C(A,), C(B,),--- 
sind die Spannungen auf diesen Theilen; 7 ist die Eutfernung des 
Punktes m von einem anderen fiusseren Punkte M; ® ist die Green’- 
sche Function*) fiir die aiussere Oberfliiche des gegebenen Leitersystems 
und fiir die Punkte m und M; dX ist das Differential der auf d© 
nach dem fusseren Raume errichteten Normale. Die unter dem Inte- 
gralzeichen befindlichen Differentialquotienten sind die Derivirten der 


‘ 


*) Ueber die Green’schen Functionen handelt sehr ausfiihrlich die Abhand- 
lung von C. Neumann: Allgemeine Liésung des Problemes tiber den stationiren 
Temperaturzustand eines homogenen Kérpers, welcher von irgend zwei nicht- 
concentrischen Kugelfliichen begrenzt ist. Halle (Druck u. Verl. von Schmidt) 1862. 
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Differenz (5 —) in dem Punkte M, welcher auf dem Elemente 


d®& liegt, in der Richtung der nach aussen errichteten Normale ; 
das heisst : 


a(i—o ae | Z- a(i—- 
(r- 7. | (r= 2) | seit | 4a -*) sant : G9) sali 


worin: 2,, ¥,, 2, die Coordinaten des Punktes M; a, B, y — die Winkel, 
welche die fiussere Normale X{ mit den Coordinatenaxen bildet, bedeu- 


ten; die in den Klammern: [ ] stehenden Derivirten nach 2,, y,, 2 
































driicken die Grenzwerthe aus, nach welchen dieselben bei einer Naherung 
des Punktes M bis an das Element dS der Oberfliche streben. 

In den §§ 8. und 9. wende ich die Formel zur Bestimmung der 
Vertheilung der statischen Elektricitét auf eine galvanische unge- 
schlossene Siiule an, deren iiussere Oberfliiche eine Kugelgestalt hat. 

In § 10. bestimme ich die Vertheilung der statischen Elektricitiit 
auf den Oberfliichen zweier zusammengesetzter Leiter. Hiner von 
ihnen, von unbegrenzten Dimensionen, hat eine sphirische Héhlung 
vom Radius R und wird durch eine ebene Grenzfliiche, welche die 
Oberfliiche der Héhlung in einem gréssten Kreise schneidet, in zwei 
Theile getheilt, deren einer aus dem Stoffe A, der andere aus dem 
Stotfe B besteht. Innerhalb der Héhlung befindet sich ein anderer 
Leiter, eine Kugel vom Radius 7, welcher aus zwei halbkugelférmigen 
Theilen gebildet wird. Beide sphirischen Oberfliichen sind concentrisch. 
Der innere Leiter kann sich um eine Axe drehen, welche mit der 
Schnittlinie der beiden ebenen Grenzflichen zusammenfillt. 

In dem § 11. bestimme ich endlich das Drehungsmoment der 
ponderomotorischen Krifte elektrostatischen Ursprungs, welche auf den 
inneren Leiter wirken in Bezug auf diese Axe. 


§ 1. 

Ich nehme an, der zusammengesetzte Leiter sei eine massive 
Kugel (Radius R), welche aus zwei heterogenen die Elektricitit leiten- 
den Stoffen bestehe, z. B. aus Zink und Kupfer. Diese Theile grenzen 
auf der Oberfliche der Kugel liings einem grossen oder kleinen Kreise 
L,L’ (s. lithogr. Tafel Fig. 1) aneinander. In einem sphiirischen Coor- 
dinatensystem , dessen Polaraxe durch die Mitte der Zink- und Kupfer- 
segmente der ‘iusseren Oberfliiche geht, kann der Bau dieser Ober- 
fliche wie folgt definirt werden: 

von 9 =0 bis p= a = P, OL’ ist die aussere Oberfliche aus 
Zink, von gp =« bis g = x — aus Kupfer gebildet. ~ 


Mathematische Annalen, XIII. 13 
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Ich nehme eine Function nach der Formel (1). Fiir eine Kugel- 
oberflache und fiir die Punkte m und M, die beide in dem unbe- 
grenzten Raume ausserhalb derselben liegen, und deren Coordinaten 
resp. sind: 

@, r die Radienvectoren, 
gy, f die polaren Winkelabstiinde, 
~, p die Winkel zwischen dem ersten Meridian und den Meri- 
dianen der Punkte m, M, ’ 
wird die Green’sche Function ®, wie bekannt, durch folgende Formel 
ausgedriickt: 


R "SF REAtY 
(2) o= Vire)® —2reR cosy + Ri -2 (ree) P, (cos y), 


P, ist eine Kugelfunction erster Art und n'*" Ordnung; y — der 
Winkel zwischen den Radienvectoren der Punkte M und m. 
Fir r < @ ist: 





1 n=nD r” 
= a ar P, (cos y) . 
a=0 * 


Nimmt man die Derivirte der Differenz (+ — ©) nach r und setzt 
in dem gefundenen Ausdrucke r = R, so wird: 


a= —® n= 
(3) (“r- ioe = > 00+ 1) aay ~ Py (008 9). 


=R2 a=0 


Diese Reihe soll in die Integrale des folgenden Ausdrucks sub- 
stituirt werden: 


p22 f=a 
a(t _e 
y= {oem J J (“G = “ sin f af dp 
=-22 (al = *) 
oS cow ff "(Ge ——— ) snr arag}. 


p=0 foa 


(4) 


Es soll die Function V in Bezug auf die Raia a, b,c, B 
(s. ob.) untersucht werden. 

Zuerst muss man die Integrationen, welche in der Formel (4) vor- 
kommen, ausfiihren, was man vermittelst der folgenden bekannten 
Eigenschaften der Kugelfunctionen thun kann: 


(5) [Pe (cosy) dp = 22 P, (cosq) P, (cos/), 
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dP, 
; a(sinr PF aig: 

















(6) sinf df 
b 

* é a P,, (cos b) 7 a P,, (cos a) 
(7) : [. P,, (cos f) sin fdf= cesT {sin? be mare —sin?a ~d(eosa) $? 

dP, («) 
(83) (1—at) 2 © nt) @P,@)—Patn(e)) = 
(9) = n(Pw—»(x) — xP, (2), 

dP, (x) 
(10) SatD (1-2) SR = Peale) — Pan (ai, 
_ 

(11) JP (cos f) sin f df = cosa — cosb. 


Nach vollzogener Integration haben wir fiir die Function V den fol- 
genden Ausdruck: 








(13) V= Sn Ot at “=~ C(Cu) U, 


R RO RV\ OD 
(14). U=— 9 cose 4- pz (=) P,, (cos p)( Pin—1) (cosee)— Pin41)(cos@)). 


Aus der Form dieser, fiir a <1 convergirenden, Reihe kann 


man leicht schliessen, dass fiir a <1 


a) die Function V der Differentialgleichung A, V =0 geniigt; 
b) dass dieselbe sammt ihren ersten Derivirten stetig und end- 
lich ist; ° 
c) dass sie fiir @ = co verschwindet wie : und thre erste Deri- 
virte nach 9 wie as 


Um den Verlauf der Functionen U und V auf der Oberfliiche des 
Leiters und in der Nihe der Linie Z,Z’ zu untersuchen, stelle ich 
die Function U in der Gestalt eines endlichen Ausdruckes dar, und 
zwar in der eines bestimmten Integrals. 


Dieser Integralausdruck kann aus dem Ausdrucke (1), ohne die 


Green’sche Function ® und die Function + in Reihen zu entwickeln, 
gefunden werden, oder auch auf folgende Art: 


Es werden P,,_; (cosa) und P,+4, (cosa) in der Reihe (14) durch 
ihre Ausdriicke nach der Formel von Laplace: 


13* 
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P,, (cos a) = 1 {(cose—isine cos B)" dB 
0 


ersetzt; dann wird U in ein bestimmtes Integral von einer Function 
der complexen verinderlichen Grésse 2 = R(cos «—isin a@ cos B) ver- 


wandelt, wo die Function unter dem Integralzeichen die Form einer 
Reihe hat. 


Bei einer graphischen Darstellung der complexen Veriinder}ichen 
auf der Ebene, wird z durch einen Punkt Q (s. lithogr. Tafel Fig. 2) 
(OC=zc=R cosa, y=— CQ=— Rsinacosf), welcher auf der Linie 
L,L’ liegt, dargestellt. Wihrend £ von 0 bis 2 wiichst, bewegt sich 
der Punkt @Q lings der Linie LZ, L’ von L, bis L’; in diesen Punkten’ 
ist ¢ gleich Re-*‘ (in L,) und Re* (in L’). 

Folglich reducirt sich die Integration nach 6 von 0 bis a auf 
eine Integration nach z lings dem geradlinigen Wege L, L’ von L, 
bis ZL’; dabei wird: 

dz= Risina sin dp; 


oder da 

t V2 —2zReosa + R 
(15) eae 
wird: 
(16) Mon — — - 


V(e— Re") (¢— Re“) 
Nun haben wir: 


R i dz R a * 
ee Sea gg eee 


wo: 
nm 


at oS Gas si 
Ams fe ceoag — Pa (cose) = 1 
9 - 


und die Integration nach ¢ lings der geraden Linie L,L’ von L, bis 
L’ ausgefiihrt werden muss, 

Die Summe, welche unter dem Integrale des Ausdruckes (17) steht, 
ist gleich: 
18) eA Moe = 
V (e— ee") (c—ge-¥4) 
wenn: 

mod (=) @1, 

oder, was gleichbedeutend, 


R (1—sin?a@ sin*B) < @ 
ist. 


‘ir sine < 1, werden wir folglich haben: 








(19) 


wo: 


und 


ten. 
mii 
ein 
gen 
and 
tiv, 
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° . R i [Redz i (‘cde 
(19 To ae 
wo: 





D = V@—Re) (eRe e— 9 VE 0r¥9, 

und die Integrationen auf dem geradlinigen Wege ausgefiihrt werden. 
Anmerkung A. Die Wurzel D kann man als aus zwei Factoren 

V2? —2Rz cosa + R? und fz? — 22@ cos pm + @* bestehend betrach- 

ten. Wenn der Punkt @ in C (s. lithogr. Tafel Fig. 2) liegt, so 

miissen beide mit dem positiven Zeichen genommen werden; denn der 


eine Factor: /(Reosa)? — 2Rcosa - gcosp + @? bedeutet die positiv 
genommene Entfernung zwischen den Punkten C und m, und der 





andere //z? — 2z R cosa + KR? ist, nach der Formel (15), immer posi- 
tiv, wenn der Punkt @Q auf der Linie L,L’ liegt. Die Function D 
kann ihr Zeichen nur dann wechseln, wenn der Punkt z durch einen 
Nullpunkt geht; auf allen Punkten der. Linie POP, muss daher D 
ein positives Zeichen haben. 

Um den Ausdruck U weiter umzuformen, fiihre ich einen Kreis 
durch die Punkte L,m,mL’. Wenn & die Abscisse seines Mittelpunktes 
K ist (s. lithogr. Tafel Fig. 2), « — die Grosse seines Radius, v und 
a — die Winkel, unter welchen die Radien KL’ und Km gegen die 
positive Axe X geneigt sind, so findet man aus dem Dreiecke K L’O: 


(20) R? = § + 2Eucosv + uw’. 
Wenn der Punkt z irgendwo auf dem Umfange dieses Hiilfskreises 


liegt, und & den Winkel bezeichnet, unter welchem der von K nach 
dem Punkte z gefiihrte Radius gegen die positive Axe X geneigt ist, 


so wird: 

(21) 2=§&+ ue, 
daher: 

(22) Retei=§ + wet”, 
(23) getv' = & + wet”, 


Aus diesen letzten Ausdriicken folgt, dass, wenn der Punkt z auf 
dem Umfange des Hiilfskreises liegt, D auf folgende Art dargestellt 
werden kann: 

D = 2e%'iwvS, 
(24) rae 
\w S = / (cos # —cos v) (cos #— cos @) . 
Den Ausdruck fiir die Function U transformire ich mittelst der Trans- 
position des Integrationsweges zwischen den Punkten LZ, und L’-von 
der geraden Linie LZ, L’ nach dem Theile des Hiilfskreises, auf welchem 
die Punkte m und m, sich nicht befinden. Dieser Theil des Hiilfs- 
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kreises liegt entweder innerhalb des Hauptkreises (Radius R) oder- auf 
dem Umfange des letzteren: 
liegt der Punkt m auf der Oberfliche des Zn, so fallt der 
Hiilfskreis mit dem Hauptkreise zusammen, § ist = 0 und die 
Punkte m und m, befinden sich auf dem Bogen L, P,L’; daher 
wird in diesem Falle der Integrationsweg auf den Bogen L, PL’ 
transponirt; 
tritt m von der Oberfliiche des Zm in den ausseren Raum herein, 
so riickt der Mittelpunkt des Hiilfskreises nach der Séite der 
positiven Axe OX, so dass § > 0 wird; der von m und m, 
freie Bogen L,F'L’ des Hiilfskreises liegt dann ganz inner- 
halb des Hauptkreises (s. lithogr. Tafel Fig. 2); der Punkt F 
(s. lithogr. Tafel Fig. 2) liegt anfiinglich auf der negativen 
Seite der Axe X, so lange § < wu ist; nachdem § = u geworden, 
tritt der Punkt J’ auf die positive Seite der Axe X heraus. 

Indem die Grésse § mehr und mehr wiichst, erlangt sie schliess- 
lich einen unendlich grossen Werth, wenn der Punkt m in der Ebene 
liegt, welche den Kreis LZ, LZ’ in sich enthilt; dann wird der Inte- 
grationsweg L,CL’ ungeindert bleiben. 

Wenn der Punkt m in dem Raume zwischen der letzteren Fliche 
und der Oberfliche des Cu liegt (s. lithogr. Tafel Fig. 3), so wird & 
negativ, der Radius u grésser als R und der Integrationsweg muss 
mit dem Bogen L, FL’ (s. lithogr. Tafel Fig. 3) zusammenfallen. 

Gelangt endlich m auf die Oberfliiche des Cu, so wird wieder 
—£ = O; doch muss der Integrationsweg in diesem Falle auf den Bogen 
L,P,L' transponirt werden. 


Bei dieser Transposition des Integrationsweges verfahre ich auf 
folgende Art. 


Den Weg des Integrales { i kann man nach einem bekannten 
Theorem auf den betreffenden Bogen des Hiiliskreises iiberfiihren; denn 


zwischen dem alten und neuen Wege giebt es keine Nullpunkte der 
Function D; dabei wird z nach der Formel (21) ausgedriickt und 


(25) dz = iue dd. 
Bei der Transposition des Weges des Integrales: 
ee "Redz 
(25 bis) J a. 


muss man darauf achten, ob der Punkt O zwischen dem alten und 
neuen Wege liegt, oder nicht. 

Im erstern Falle wird das iiber eine geschlossene Linie, welche 
den Punkt O umgiebt, ausgedehnte Integral gleich sein demselben 


Integrale (25 bis) iiber die ganze Elementarcontur des Punktes 0 
ausgedehnt. 
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Die geschlossene Curve wird zusammengesetzt aus der Geraden 
L,CL’, dem Bogen L'F'L, und den Theilen der Elementarconturen 
der Punkte Z, und L’, welche innerhalb des Umfanges L,CL’' FL, 
liegen. Der Weg muss beschrieben sein: von C bis zur Elementarcontur 
des Punktes L’, lings derselben bis zu dem Bogen L’ FL,, dann lings 
diesem Bogen bis zu der Elementarcontur des Punktes L,, dann lings 
derselben bis zu der Geraden L,C, und endlich lings dieser Geraden bis C. 

Das Integral (25 bis) iiber die ganze Elementarcontur des Punktes 
O in derselben Richtung ausgedehnt ist gleich: 

(26) Q mi 2. 

Die Integrale (25 bis) iiber die Theile der Elementarconturen der 
Punkte Z, und LZ’ — verschwinden. 

Ferner ist zu beachten, dass @ sich lings dem Hiilfsbogen auf 
folgende Weise continuirlich verindert: liegt F links von C (s. lithogr. 
Tafel ig. 2), so wiichst # von + v durch + a bis (+ 2” — v) auf 
dem Wege L’ FL, und vermindert sich von —v durch — z bis 
(—2a-+-v) auf dem Wege L, FL’; liegt F' rechts von C (s. lithogr. 
Tafel Fig. 3), so wiichst # von —v durch O bis + auf dem Wege L, FL’ 
und vermindert sich von + durch O bis — v auf dem Wege L’'F'L,. 

Ich will nun die Transformation und die Untersuchung der Fune- 
tion U fiir die verschiedenen Lagen des Punktes m gesondert ausfiihren. 

%) Der Punkt m liege in dem Raume zwischen der Oberfliche 
des Zn und der Kugelealotte, welche durch den Kreis L,L’ und den 
Punkt O geht. Dann ist: 

—>oder=0, (§—w) < oder =O und @ < oder =v 
(s. lithogr. Tafel Fig. 2) und: 


(22—») 


; "Redz e -_{ Rdt 
2 - == 2in — —t | ———__,.— 
(27) J 2D * if 2(E+ue™) wS ’ 
. ia Fo. ety © 
; edz _ . [{ (€+we"") 
(28) J as jf Etee” ae. 
= —® 


In (28) setze ich (— ®) statt @ ein; beriicksichtige ich die Glei- 
chung: 
R? — (§+ we-*) (E+ we) = 2Ew (cosv — cos #) (s. (20)), 
so erhalte ich: 
(29) U=+—-H, 
(22—v) 
1 ((cosv—cosd) 


©) B= aS (e+ue%s 
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Wenn der Punkt m auf der Oberfliiche der Zn liegt, so wird: 


== 0, = R 
und 
U=+41, 
daher (13): 
(31) V=C(Zn). 


Nahert sich der Punkt m der Grenzlinie LZ, LZ’, so dass er auf 
ein und derselben Hiilfskugel bleibt, d. h. & constant ist, so wird 
ov, e=—R, S=Y(cos®—cosv)?. Um das Zeichen der ‘letzten 
Wurzel zu bestimmen, muss man beachten, dass in dem Punkte F(®#=7) 
die Grésse D positiv ist (Anmerkung A); in diesem Punkte F' ist aber 
e?‘ == — 1; daher muss, nach der Formel (24), S daselbst einen nega- 
tiven Werth haben: 

S = — (cosv+1); 
folglich muss auch auf dem ganzen Wege L, I'L’ (fir alle # von v 
bis 2a —v): 


S = — (cosv— cos#) 
sein. 


Es wird daher: 


(22 — ») . a—v) 


ents | pa ue? de 
(32) M= a —2v)+— Se (E+ we) 


Das letzte Integral ist dasselbe wie: 


1 dz 
(33) Jt: 


lings der Linie L’F'L, von L’ bis L, erstreckt; sein Integrationsweg 
kann auf den Bogen L’ PL, transponirt werden; dann nimmt es 
folgende Form an: 


@2z—a) 
1 c 2a 
+ fag=2—* 
a 


Es ist also auf der Grenzlinie L, L’: 
(34) U =—(a—v+%). 


¥) Der Pankt m befinde sich in dem Raume zwischen der Kugel- 
calotte: (§ — w) und der Ebene, welche den Kreis L, L’ enthiilt. 


&>0, (E—u)> oder = 0, @ < oder =v. 


Dann wird: 


(35) U——+— mM. 


Fir g@= R und o =v nimmt M den in Formel (32) ausgedriickten 








We 


und 
(36 


wel 


ent 


au 











Vertheilung der Elektricitét auf heterogenen Leitern., 201 


Werth an; die Contur L’ FL, PL’ wird aber in diesem Falle den Punkt 
O umgeben; daher wird: 


(22—v) —(22— a) 


1 ue! dd 1 2a 

- —o 2 _- d =S=— ~— 

2 {ZS « f . . 
und 


p 2 nm 
(36) U==(a—v+ =), 
wenn m auf die Grenzlinie L, L’ kommt. 
% bis) Der Punkt m liege in der Ebene, welche den Kreis L, L’ 
enthilt. 
Dann muss man in Gleichung (19) setzen: 





o cos p = Ff cos a. 


Kommt der Punkt m auf die Grenzlinie LZ, LZ’, so wird ausserdem 
o = R; die Gleichung (19) wird dann: 

a a 
ans } & dp . 1 {"(cose—isin ecosf) 
yo Ep -{ (cosa—¢sin oh J& Maa 
0 


acosB)sinasinB sina sing 


Wird in dem zweiten Integrale (7 — £8) anstatt 6 gesetzt, so kénnen 
die beiden Integrale in das eine zusammengezogen werden: 


a 
. 1 sin a sin 
= aes B dp. 
a,) (cosa—tsine cosf) 
0 


Dieses Integral ist wieder: 
a “dz. 
tt * 


ausgedehnt auf den Weg L,CL’ oder L, P,L’; sein Werth wird: 


+e 

1 or 2a 

Sn: dma 
Daher ist: 

T 2 4 
(37) U = = («—%), 
wenn 9 =R, E=—x~w, o=v—7, dh. der Punkt m auf der Grenz- 
linie ist. 


©) Der Punkt m liege in dem Raume zwischen der eben erwihn- 
ten Ebene und der fiusseren Oberfliche des Cu. 
Dann ist § < oder = 0, w > oder = v (s. lithogr. Tafel Fig. 3) 


(38) U=—+_M, 





mJ) (&+ue")S 


v 


(39) M’ = 1. (Eleose—cosd) g 
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Liegt der Punkt m auf der Oberfliche des Cu, so wird § = 0, 

o = R; die letzten Ausdriicke geben dann: 
U=—1 

und, nach Formel (13): 

(40) V=C(Cu). 

Wenn der Punkt m in die Grenzlinie kommt, indessen auf dem- 
selben Hiilfskreise bleibt, daher § constant ist, so wird der Winkel 
@ sich dem Winkel v nihern; fiir a =v, @ = R wird: 

S = //(cos#—cosv)?. 
In dem Punkte F ist: e?' = + 1 (fiir #@—0); daher muss S 


positiv sein in dem Punkte F und auf dem ganzen Wege L, FL’. 
Man muss also in dem Ausdrucke M’ setzen: 


S = cos # — cos v; 
dann wird: 


n° pe 9 
oe 1 Edd Pears 2Qv 1 ue de 
=f igsee ™ Te (Ewe?) 
+e 
2v 1 2(v—«a) 
= “- _—— - feo = ~ _ e 
2 cd 


Aus dieser Untersuchung folgt demnach: 

B) dass die Function V, auf der jiiusseren Oberfliche der Zn, 
gleich C(Zmn) ist, auf der tiusseren Oberfliiche des Cu gleich C(Cuw); 

C) dass auf der Grenzlinie L,L’ die Function V mehrdeutig ist, 
so dass ihre Grésse von der Richtung, in welcher der Punkt m anf 
die Grenzlinie gelangt, abhiingt. Sei 7 der Punkt der Grenzlinie, zu 

<_ 
welchem sich m aus irgend welcher Richtung (/k) naihert, und FE die 
Ebene, welche die Richtungk und die Tangente an die Grenzlinie im Punkte 
l enthalt ; sei ferner (Te) die Schnittlinie dieser Ebene mit der durch 
den Punkt 7 gefiihrten Meridianebene und y endlich der Winkel 
—> 
zwischen der nach aussen gezogenen Richtung (l/e) und der ‘iusseren 
Verliingerung des Radius Ol; wobei dieser Winkel positiv zu zihlen 
> 

ist, wenn die Richtung (le) zwischen der iiusseren Verliingerung des 


Radius Ol und der Oberfliiche des Zn liegt: dann wird die Mehr- 
deutigkeit ausgedriickt durch: 
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weil, wie leicht zu ersehen, in den Formeln (34), (36), (37), (41) 


die Winkel (a—v+% =), («—) und (a—v— *) nichts anderes als 


y vorstellen. 

Daraus sieht man, dass durch die Grenzlinie alle diejenigen Niveau- 
flichen der Function V gehen, fiir welche die Grésse des Parameters 
zwischen den Grenzen C(Cu) und C(Zn) liegt. 


§ 2. 

Ks sollen nun die Ausdriicke der Derivirten von Mund M’ nach 
den Coordinatenparametern, welche die Lage des Punktes m bestim- 
men, hergeleitet werden. 

Das geeigneteste Coordinatensystem fiir die iiss dieses 
und des niichsten Paragraphen besteht aus den durch die Axe OX 
gehenden Meridianebenen und aus zwei Systemen von Rotationsflichen, 
welche durch die Rotation des auf den Polen L,, L’ in der X Y Ebene 
construirten bicirculiren Coordinatensystems um die Axe O X entstehen. 
Die Lage eines Punktes m wird in diesem Systeme durch folgende 
Gréssen bestimmt: 1) durch den Parameter ~ der Meridionalfliche, 
welche den Punkt m enthiilt, 2) durch den Parameter g der Kugel- 
calotte, welche durch die Grenzlinie und den Punkt m geht und 
3) durch den Parameter 0 einer durch denselben Punkt gehenden 
Ringfliiche mit kreisférmigem Querschnitte. 

Der Parameter g ist gleich dem Winkel L’ mL, (s. lithogr. Tafel 
Fig. 4,5) zwischen den Geraden mL’ und mL,. Der Parameter 6 


a und < 1. 


Nimmt man CX und CY (s. lithogr. Tafel Fig. 4) fiir die Coor- 
dinatenaxen, so kann die Beziehung nwinelieis den Coordinaten “2, Y,4 
und @ durch die folgende Formel ausgedriickt werden: 


x+ yi =a cotg (2+), a=Ksina, 


ist der Logarithmus des Quotienten: 


oder: 

- Pa sin q 
(43) rm we di—cosq’ 
(44) gang - ésin dt 


cos di — cosq 


In den Integralen M und M’ (30) (39) kommen die Winkel o 
und @ vor; und es muss noch die Beziehung zwischen ihnen und den 
Parametern gq und 0 gefunden werden. 

Fiir die Fille &% und % (§ 1., s. lithogr. Tafel Fig. 4), bei wel- 
chen & > O ist und das Integral M (30) vorkommt, ist ~ 

g~=a—"% 
weil der Winkel g=L’mL, gleich dem Winkel PKL’ oder (x - X KL’) 
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und XKL’ gleich vist. Bei § > 0 kann v sich von a@ bis a indern; 
daher kann in diesen Fallen g alle Werthe von (x — a) bis Null an- 
nehmen und wird diesen letzteren erreichen, wenn der Punkt m in 
der Ebene des Kreises L, L’ liegt. 
Die Gréssen § und uw, welche in M vorkommen, hingen nur von 
q oder v ab; denn aus dem Dreiecke OK L’ finden wir: 
? 7? sina sin ce 
u=KL'=O0OL =o mR a? 
tO = nO 
Der Winkel , welcher fiir § > 0 kleiner als v ist, hingt von 
den beiden Parametern q und é ab, und diese Beziehung wird durch 
folgende Formeln ausgedriickt: 
Nach der Formel (43) wird: 
inte ili tee Rsine-sinv , 
—— cos di+ cosv ? 
nun ist aber (s. lithogr. Tafel Fig. 4): 


Cu = Ku — KC =u cos o — Rsin a cotg v, 
daher : 
__ cosdicosv+ 1 
(45) ©08 @ == ~ cos di cosy 
Aus der Gleichung 
ésin dt 


y= Lu = i o=> > 
y a — cos d¢-+ cos v 


R sin « 
finden wir: el 
6 sin wm Sans 

Die Beziehung zwischen @, v und @ kann auch folgendermassen 
ausgedriickt werden: 
(47) tg © cotg 5 = itg *. 


Nimmt man von dieser Gleichung den Logarithmus und differenzirt 
sie, so erhalt man: 


da dv idéd | 

(48) sino sine + sindi? 

woraus man dann folgende Differentialquotienten findet: 
do isin 07 

(49) dv cosdi+cosv ”’ 

- da sin v 

(9) da — condi cos 


Aus (45) erhalt man: 


(51) eo — neo 
~~ cosdt + cosv ’ 








dal 
(5s 


ms 


(5 
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daher: 
¢ do _ (cos @ — cosv) 
(63) a 
reé do __ tsindt 
(53) “dp =~ sintp ~ (€08@ — cosy). 


Fiir den Fall ©, wo & < 0 ist (s. lithogr. Tafel Fig. 5) und das 
. Integral DM’ (39) vorkommt, hat der Parameter q einen negativen 
Werth: 
q=—(LI'mlL,), 
und weil der Winkel L’mJZ, gleich dem Winkel L’' KX = v ist, 
wird in diesem Falle: 
q=—. 
Wenn der Punkt m auf der Ebene des Kreises L, L’ liegt, wird 

=0. Kommt der Punkt m auf die Oberfliiche L’PL,, so wird 

q=— &@. 


Aus dem Dreiecke L’O XK (s. lithogr. Tafel Fig. 5) erhilt man: 


ain a Reo) , 
u=R sino? i= sinv 
Setzt man in (43) und (44) g=—v und verfihrt wie bei der 


Ableitung der Formeln (45—53), so findet man fiir § < 0 folgende 
Gleichungen: 





(45 bis) COS @ = oon vee —t . 
(46 bis) sin @ oe ee, 
(47 bis) cotg © tg? —itg 2, 
(48 bis) Se aa = a as. i ' 
alas Fo ware 
(60 bis) at ~ alee 
(51 bis) cos @ — cos v= — oe ‘ 
(62 bis) 7a 
~ (53 bis) = =— ahr : (cos @—cosv). 


Mit Riicksicht auf diese gewonnenen Ausdriicke kaun man nun 
folgende Gleichungen fiir die Derivirten von M und M’ nach den 
Parametern 0 und q erhalten: 
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(22-0) 
aM _ 1 E (cos # — cosv)* sin @ 
de —— am J tue) (eoua—eonasd sae OPO c08e) 





) 
(2a— pv) 


— — sine an i é (mga) de 


sinv 22 + ue") \cos # — cosa 


rae 
ie FS 4 io 
emt cos? — cosa . 
‘ 


‘ Einen ahnlichen Ausdruck eaten man fiir die Derivirte $s : Beide 


Derivirte unterscheiden sich nur in dem Integrationswege. 
Aus dem letzten Ausdrucke folgt: 





aM aM’ 1) fir o =v 
55 aan, ——- anf : 
©) dé > dé east 
Nach den Formeln (47) und (47 bis) A d=—o firo=—v 
und dann verschwinden also die Derivirten S f und = . 
Der Differentialquotient nach q ist: 
- aM adM _ & scosv—cosv 1 
(56) — “dq” dv = (see=eone ttue"* + “e+ —at 
(22—9) 
1 . dl cos #— cosv 
— — cos (v — a) sin « apes ae oP W ros | da 
(22—v) 
__ 1 (cosa— cos v) E (cos # (cosv-+-cos m)— 1—cosvcos w) de. 
8s sinv (é+ue") V(cos#—cosv) (cos ®— cosa)? 


Der Ausdruck des Differentialquotienten : 
aM’ aM 
dq dv’ 
unterscheidet sich vom Ausdrucke (56) durch den Integrationsweg und 
das Vorzeichen. 


Fiir v= a, § = 0 wird: 


(22—a) 
aM aM 1 ‘cos # — cos a e- 9 
(57) ” a ame V cos — cosa ° ad, 








j aM’ _ ik [era wae 
(57 bis) dq pe ~~ gesine if cos? — cos@ "dd. 
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8 3. 


Nun lisst sich beweisen, dass die Function V eine Potentialfunction 
der Elektricititsquantititen ist, welche 
1) auf der iusseren Oberfliche eine einfache elektrische, 
2) innerhalb des Leiters aber eine doppelt-elektrische Schicht 
bilden. 

Um dieses zu beweisen, benutze ich das bekannte Theorem, wel- 
ches aus dem Green’schen folgt und auf den Theil des diusseren Rau- 
mes angewendet werden kann, wo die Function V und ihre ersten 
Derivirten endlich, stetig und eindeutig sind. 

In § 2. wurde bewiesen, dass die Function V auf der Grenzlinie 
unendlich viele Werthe hat; wollen wir demnach das Theorem von 
Green anwenden, so muss die nichste Umgebung der Grenzlinie aus 
dem fiusseren Raume ausgeschlossen werden. 

Ich schliesse diese Linie mittelst einer, ihr unendlich nahen, Ring- 
fliche 0 = A = const. aus, und verstehe dann unter dem Namen 
»ausserer Raum“ den von aussen unbegrenzten Raum, welcher von 
innen durch folgende Oberflichen begrenzt ist (Fig. 6): 

1) durch den Theil der Kugelealotte g = — a (Kupfer), welcher 
von d = 0 bis d = A reicht, 

2) durch den Theil der Ringfliiche d = A, welcher von g = — a 
durch. g = 0 bis q = (a—a) sich erstreckt, und 

3) durch den Theil der Kugelcalotte (Zink) gq = 2 — a, welcher 
von 0 =A bis 6 = 0 reicht. 

Dem erwiihnten Theoreme zufolge kann die Function V in einem 
jeden Punkte m des ,jiusseren Raumes“ durch den folgenden Ausdruck 
dargestellt werden: 


. _ 1 fav ae dV ae dV de 
Oy Fae f an oT 7 ih aT SG uf dn T 
3 2 


1 
1G; ‘ “y) a(>) 
1 3 2 








Die Zahlen, welche unter den Integralzeichen stehen, bedeuten: 

die Zahl 1, dass das Integral iiber die Elemente des Kupfer- 
segmentes von 0 = 0 bis d = A auszudehnen ist, 

die Zahl 3, dass das Integral iiber die Elemente des Zink- 


segmentes von 6 = A bis 6 = 0 zu nehmen ist, 
die Zahl 2, dass das Integral sich iiber die Elemente der Ring- 
fliche d = A von gq = — a durch q=0 bis g = (a—az) 


erstreckt. 
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dS bedeutet das Element der Oberflichen 1 und 3, N die Rich- 
tung der auf demselben nach dem fusseren Raume errichteten Nor- 
malen, de ein Element der Ringfliche, » seine iiussere Normale; 
T ist die Entfernung von m bis zu dem Elemente der Oberfliche. 

Wihrend A bis — co abnimmt, wird die Ringfliiche die Grenz- 
linie Z, ZL’ immer enger und enger umschliessen, wobei sich beweisen 
liisst, dass das dritte und sechste Glied der Formel (58) verschwinden. 

In der That wird das Element der Ringfliche durch die Formel 
ausgedriickt: 


R? sin? ae ‘ 
de = easlgeake ort sin Aidqdy; 
also, fiir alle gq von g = — a@ bis gq = 0: 
(59) de ce es cin Aide de, 


(cos At — cos v)? 


und fiir alle g von g =0 bis q=(x — a): 
(60) Se ee ta Bide de. 


(cos At + cos v,? 


Nach der Formel (46 bis) und (51 bis) ist: 


(61) ee ee. Or ee 
. (cos Ai—cosv)® sinew (cos Ai — cosv) sito sin @, 
und nach den Formeln (46), (51): 

7 tsinAt  __—s_ (cos m — os v) 

(62) “(cos Ai + cos v)* sint0 sin @. 


Auf der Ringfliche hat V einen endlichen Werth auch dann, 


wenn A = — oo ist (§ 1. Formel (42)); ferner hat auch 
‘ ( 7) —— 
— * T? dn’ 


bei einem nicht unendlich kleinen T, einen endlichen Werth fiir jedes 
Element der Ringfliiche; ausserdem verschwindet die Differenz (cos @ 
— cos v) fir A—=—oo. Aus diesen Griinden verschwindet das sechste 
Glied des Ausdruckes (58) fiir A = — oo. 

In dem dritten Gliede der Formel (58) steht unter dem Integrale: 


dV de ; 
oe. =. 


Aus den Formeln (13), (29), (35) und (38) sieht man, dass V 


aus zwei Gliedern besteht, deren eines den Factor +- J , das andere 


das Integral M oder M’ enthilt. Daher wird die Derivirte = auch 


aus zwei Gliedern bestehen; so wird z. B. fiir § > 0, (E—u) <0: 
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C(Zn) = — 20 yy, 


R 
éy=s 





dn 2 dn 


Die Derivirte von * nach » hat einen endlichen Werth in allen 


Punkten der Ringfliiche und fiir jedes A; wenn 7 nicht unendlich klein 
ist, so werden fiir A — — oo die Integrale 


aus denselben Griinden verschwinden, wie das sechste Glied der For- 
mel (58). 


Die Normalen, welche von den Elementen der Ringfliche in den 


iiusseren Raum errichtet sind, tangiren die Schnittcurven der Coordi- 
natenflichen q und y; daher ist: 


aM _, aM, 

dn 1 da? 
hier bedeutet h, den Differentialparameter erster Ordnung der Coordi- 
natenfliiche 6 = const. Sein Ausdruck ist: 


¢ (cos di — cos q) 
(63) ha Rsina 


Anmerkung B: Der Differentialparameter h, der Coordinaten- 
fliche g = const. hat denselben Ausdruck wie h,. 


Folglich ist das andere Glied des dritten Integrales: 


dM R sin « 2 sin At 
(64) J ff ~ LT (cos Ai + cos v) dqdy, 


oder, mit Riicksicht auf die Formeln (46) und (46 bis): 


aM Rsinae sing 
f, aT @e 


Dea nun aber die Derivirten 4 und = fiir A — — oo ver- 


schwinden, wird das Integral (64) bei einem “nicht unendlich kleinen 
T auch selbst verschwinden. 


Fiir A = — oo verschwindet somit auch das dritte Integral des 
Ausdruckes (58). 


Die Summe des vierten und fiinften Integrals des Ausdruckes (58) 
verwandelt sich fiir A = — oo in 


(65) (Zn | Cu) 2 


Mathematische Annalen. XIII. 
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Q bedeutet hier die Grésse der Oeffnung der Kegelfliiche, die 
ihre Spitze in dem Punkte m hat, und deren Erzeugende lings der 
Grenzlinie gleitet. Q hat das Vorzeichen +, wenn aus dem Punkte 
diejenige Seite der Ebene des Kreises L,CL’ gesehen wird, welche zu 
dem Zn-Theile der iiusseren Oberfliiche gewendet ist. 

Im ersten und zweiten Integrale des Ausdruckes (58) fallt die Nor- 
male Xt mit den Tangenten an die Schnittcurven der Coordinaten- 
flichen 0d = const. und y» = const. zusammen; dabei ist in dem ersten 
Integrale die Normale % nach der Seite der sich vergréssernden q 
gerichtet, im zweiten Integrale dagegen nach der Seite der sich ver- 
mindernden q. 

In dem ersten Integrale haben wir 


1 aV adv 1 dV 
(66) Re 36 a iz <i ik toe 
h cos di — cos w 
tad R sin « 
Nach der Formel (51 bis) fiir ¢g = — a ist: 
cos dt — cos a a sin @ é 
~~ gin @ ~~ €0S @— COS @ ? 
daher: 
(67) wee sin @ adv 
- pera. = 


42R(cosa—cos@) dv 
Im zweiten Integrale des Ausdruckes (58) ist: 
,. &F 1 adv sin @ dV 
ee se ae on eae me ae 
In einem jeden Punkte m des fiusseren Raumes kann V durch 
folgende Gleichung ausgedriickt werden, wenn m nicht in einer un- 
endlich kleinen Entfernung von der Grenzlinie liegt: 


(69) v= f*9° + fe + (Zn| Cu). 


Das heisst: die Function V kann als eine Potentialfunction fol- 
gender elektrischer Quantititen betrachtet werden: 
1) einer doppelt-elektrischen Schicht, welche die Stirke 


(70) Zale 


hat, von der Grenzlinie L, ZL’ wie von einem Rande begrenzt 
ist und innerhalb der Kugel liegt; ihre positive Seite tritt 
in der Grenzlinie auf die fiussere Oberfliiche des Zn aus, 

2) einer einfachen elektrischen Schicht, welche auf der diusseren 
Oberfliche des Cu die Dichtigkeit ¢,, auf der iiusseren Ober- 
fliche des Zn die Dichtigkeit o, hat. 
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Anmerkung C. Die Integrale der Gleichung (69) miissen in den 
Grenzen von ’ = 0 bis y= 2a und von d=0 bis d= A genommen 
werden; man muss dann voraussetzen, dass A sich dem (— oo) unbe- 
grenzt nahert. Hier will ich besonders hervorheben, dass die Grenze 
' A wihrend dieser Aunniherung zu (—- oo) fiir beide Segmente der 
tiusseren Oberfliiche (Zn und Cu) gleiche Werthe hat. 


§ 4. 
In diesem § sollen die Ausdriicke der Dichtigkeiten 6, und 6, in 
eine fiir die Berechnung bequemere Form gebracht werden. 
Da in der Nahe der Oberfliiche des Cu: 


V =C(Cu) é. a Sai My’, 


hingegen in der Nihe der Oberfliche des Zn: 


V =C(Zn) — Eaice yy, 


und da die Normalen X mit den fiusseren Verlingerungen der Radien- 
vectoren zusammenfallen, daher: 


a C ) [ R 1 
ax . ae > 
so haben wir: 








“ . _ C(Cu) _° Zn| Cu sne dM’ 
(71) “1 tak 82R (cosa—cos@) dv ’ 
. __ C(Zn) Zn|Cu _ sina _ aM 
(72) sian ? 82k (cosa—cosa) dv ’ 


oder, mit Riicksicht auf die Formeln (57) und (57 bis): 





_ C(Cu) — (Zn| Ss... 
a) 6, = ees 
C(Zn) — (Zn | Cu) Y 
(74) = 4nR o 
. — : (eka ety cos 90 
(75) ~~ ge (COS @ — Cos ”). cos # — cos — 


cos a — cos @ 
(76) Y= en | (se=e/ meee. 


Die letzten Ausdriicke bringe ich durch partielle Integration auf 
die Form: 


14* 
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1 * sin? # d@ 
(77) ry a | V(cos # — cos «) (cos # — cos w)* } 
0 


1 , sin? # d@ 


V (cos « — cos #) (cos @ — cos #)> 








Im ersten Integrale setze ich: 











o ae. 4 a @ 
(79) tg> = tg| sinamu, k=tg > cog >, 
im zweiten: 
a ‘ 
(80) cotg | =cotg<-sinamu, k—cotg 78>: 
Dann erhalten wir: 
K K 
7; 
a 
, tg? — sin? am u 
2 2 6 
(81) X= a. Seen 2, 2 ata, 
oe A? am & a sn 
C08 ->- sin > 1 -+ tg “p sin? am wu 
e 
0 0 
K K 
<) e < 
@ . 
F cotg? —— sin? am u 
1 ke 2 5 ¢g 
(82) Y= — ( came te he : Rests aw) : 
aT 2) A? am u a 24 
z sin — cos — 1+ cotg* — sin?amw 
e 
0 0 
wo 
na 
= 
(83) — —. 
Vi — k* sin? 
ist. 


Ferner setze ich in dem Ausdrucke X: 


(84) itg > =sin am (vi, k), 

und in dem Ausdrucke Y: 

(85) i cotg > = sin am (wi, k) 

Da nun 

(86) sin am (vi, k) =i tg am (v, k’)*), 
k’=VYl1l—F, 


*) Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, 1829, § 19, 
Formel 1 auf der Seite 34. 
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so ist: 

(87) > =am (0, k’), 
im Ausdrucke X, und 

(88) = = am (w, k’) 


im Ausdrucke Y. 
Aus (84) folgt: - 








cos am vtA am vi 1 
@9) ain am 06 i: isin © cos & 
2 2 
aus (85): 
(90) cos am wid am wi . 28 
ve i cos 2 sin 
2 2 


Der Ausdruck X kann in folgender Form dargestellt werden: 





. K 
1 k? sin? am udu tKZ(vi) 
(91) X= ae . @ / A? am u — ss? 
m COs — sin — 
2 2) 


wo: 


x 
26% . ° * og 
(92) KZ(vi) - {+ sin am vi cos am viA am vi sin? am u du*), 
0 





1 — k? sin? am v7 sin? am 4% 


(93) KZ(6) = KE (am f) —BE™), 

(93 bis) E= J (Vi—# sin? 9) dg, 
am fs 

(94) E (am B) = J (/1—k? sin? y) dg. 


Dem Product (—i KZ) kann man die Gestalt: 
(95) —iKZ(vi) = K tg am (v, K)A am (v, K’) 
— (KE (am v, k’) + (E—XK)F (am vv, F)) ***) 


geben, wo 


k’? sin? 


r 
ee Soe | SEE 
(96) F (am v, i’) I Vixktant~ 
tg am (v, k’) = tg +) 


*) Fundamenta, Seite 144, 142, Formel 3, § 50. 
**) Fundamenta, Seite 133, Formel 2, § 17. 
***) Fundamenta, Seite 162, Zeile 5 von oben. 
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cos 
A am (v, k’) = A (am vi, k) cos am (v, k’) *) = ——>- 


bedeuten. Aus der Formel (3) des § 50. der Fundamenta findet man leicht 
x 


om Pesan dun Bip 


A? am u 1—k 
0 
Mit Hiilfe dieser Formeln erhilt man endlich: 


(98) X= —_—1— - — K cos? =.) 


@ 
7 COS = sin 2 


a ++ ((K-2)F(%,")— KE(2, K))*), 


und dem analog: 


ee a (7 — K sin’ =) 


n os 2 
a sin —- cos — 
; 2 


£ (ear (45%, 8) — KE (75",0) ™. 


Nach diesen Formeln habe ich mit Benutzung der Tabellen fiir die 
Functionen F' und EF, welche sich in Bertrand: Traité de calcul diffé- 
rentiel et de calcul intégral 8.716 und 717 finden, die Werthe von X 
und Y fiir « = 30° und fiir folgende Argumente berechnet: 


a = 30° 
rr) | x rr) | tg 
se =| 4 30 | —o0 
30° 26’ | + 39,80 29° 34° | — 44,56 
31°, | + 16,55 29° 1" | — 19,77 
34° 23° | + 3,09 2693’ | — 5,53 
41°31’ | + 0,85 21927 | — 284 
56° 22’ | + 0,23 15°16 — 1,91 
91°59 | + 0,05 10° 28’ | — 1,62 
114°7° | + 0,03 7° 56° | — 1,54 
180° | + 0,018 5919 | — 1,526 
| 


+ ban oe 


*) Fundamenta, Seite 34, Formel 4, § 19. 
**) k — nach der Formel (79). 
***) k — nach der Formel (80). 
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Fiir die Punkte P und P, nehmen X und Y sehr einfache Gestalt 
an; im Punkte P ist o = 2; nach der Formel (79) k= 0, amu=—u, 


K= = - Die Formel (81) giebt: 


vol & 


tg? © sin? udu 
1 
(100) X—=———_ $____.i/*___1\. 
% COs ~5- 1+ tg? > sin® % cos —>- 
0 


Fiir den Punkt P,, wo o =O, erhalten wir: 


nm 


, cotg? (<) sin? u du se “ 
(101) Y=—- es m— — / ——__ 9}, 
x sin —~ 1 + cotg? © sin? u . sin —— 
2 2 \ 2 


e 
0 








Fir o =a sind X =-+ o, Y=— ow, wie man leicht aus den 
Formeln (75) und (76) sieht. 


8 5. 


Nun soll bewiesen werden, dass die Potentialfunction » der Elek- 
tricitiitsquantitéten o, und 6, innerhalb der Kugel sich continuirlich 
findert. Nach einem bekannten Theoreme der Potentialtheorie besteht 
die Gleichung: 


dV d& dV d& dV de 
(102) Jo ae Sis i +f e 


a(y) @) 


— Cee 1) ses oanfQucefrtOa 


t bedeutet hier die Entfernung eines innerhalb der Kugel lie- 
genden Punktes w von dem Elemente d© oder de; alle tibrigen Buch- 
staben und Zeichen haben dieselbe Bedeutung wie in § 3. 


Die letzten Integrale der beiden Seiten der Gleichung (102) ver- 
schwinden aus denselben Griinden wie in § 3.; die Summe der iibrigen 
zwei Integrale der rechten Seite ist gleich: —42¥; daher nimmt die 
Gleichung (102) die Form an: 
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~ aR 


(103) enh 3 exo 4G ) dS + C(Zn d uP 


+F ay aS ist die Oeffnung der Kegelfliiche, unter welcher das 


Element ‘de S aus dem Punkte w gesehen wird; wenn wir die ganze 
Kegeléffnung, unter welcher aus dem Punkte uw der Zn-Theil der 
iiusseren Oberfliiche erscheint, durch © bezeichnen und beriicksichtigen, 
dass die Kegeléffnung, unter welcher aus w der Cu-Theil der ‘usse- 
ren Oberfliiche gesehen wird, gleich 4%—D ist, so kénnen wir dem 
Ausdrucke (103) die folgende Form geben: 


(104) » = O(Cu) + 4e1 C4 9, 


Nun ist aber © eine ‘iiidiiaae: Function innerhalb der ganzen 
Kugel; daher ist innerhalb derselben auch y continuirlich. 

Stellen wir uns vor, dass die doppelt-elektrische Schicht auf der 
Grenzfliiche liegt, so dass ihre Potentialfunction w 





innerhalb des Zn gleich J0\& (4% —Q) 
und innerhalb des Cu gleich — 2"! © 


ist, so wird die Summe (» + Ww) = V 
innerhalb des Zn die constante Grosse C(Zn) 


und innerhalb des Cu die constante Grésse.C(Cu) 
haben. 


§ 6. 

Bei der Anniherung an die Grenzlinie Z, LZ’ nahern sich die Dich- 
tigkeiten 6, und 6, den Werthen — oo und + oo; daher muss die 
Menge Q(Zn) der Elektricitiit auf dem Zn-Theile der iusseren Ober- 
fliche positiv unendlich, die Menge Q(Cu) der Elektricitiit auf dem 
Cu-Theile der iiusseren Oberfliiche hingegen negativ unendlich sein. 
Die Summe Q@ = Q(Zn) + Q(Cu) aber, d. h. die Menge der Elektri- 
citit auf der ganzen fusseren Oberfliiche der Kugel, kann einen end- 
lichen Werth haben. 

Q lasst sich auf folgende Art berechnen: 


Aus dem Ausdrucke (13), (14) kann man den folgenden Ausdruck 
fiir die Dichtigkeit 6 bilden: 


(105) > eunsial ae (4) — C(Zn)+C(Cu)  Zn|Cu 


4x \ de = 82k 8ak 


(«x a — > (n+ 1) P, (cos m) (Poy (cos @) — Pin+1) (cos ©) 
a=1 
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Setzt man diese Reihe fiir o in die Formel 


Q= Jods 
ein, so findet man: ; 
(106) Q = C(Zn) R sin? = + C(Cu)R cos? =. 
§ 7. 


In den Formeln der vorhergehenden §§ befinden sich die Con- 
stanten: Zn|Cu, C(Cu), C(Zn), welche nach der Hypothese III in 
folgender Relation zu einander stehen: 


(107) C(Zn) — C(Cu) = Zn| Cu. 


Zn|Cu ist eine vollkommen bestimmte und unveriinderliche Grosse; 
von den beiden anderen Constanten wird die eine vollkommen bestimmt 
durch die elektrischen Bedingungen, unter denen der Leiter sich 
befindet. 

Wenn das Kupfer in die Erde abgeleitet ist, so muss C(Cu) = 0 
und C(Zn) = Zn|Cwu sein; daher wird nach den Gleichungen (73) 
und (74): 
Zn\| Cu 


aaa 4nk 








X, 6, el a—Y). 

Um die Vertheilung der Dichtigkeiten graphisch darzustellen, habe 
ich in der Figur 7 auf den zu den Punkten a = 0, @ = 5°19 us. w. 
gezogenen Radien dic Lingen (1— Y) und (— X), d. b.: + 2,43 Milli- 
meter, -+ 2,526 u. s. w. abgemessen; die positiven Groéssen sind vom 
Umfange des Kreises nach aussen abgetragen, die negativen nach dem 
Mittelpunkte des Kreises zu; durch die Endpunkte dieser Liingen sind 
Curven gezogen, wobei die Oberfliche der positiven Curve schraffirt ist. 

Die positive Elektricitit, welche die Oberfliiche des Zn bedeckt, 
hat ihre kleinste Dichtigkeit im Punkte P, in der Mitte des Zn- 
Segments, wo (1— Y) gleich (2,43) ist. Der Zuwachs der Dichtigkeit 
nach dem Rande des Segments erfolgt anfangs langsam, gegen Ende 
aber sehr rasch; so ist z. B. in der Entfernung von 15 Graden von 
der Mitte (1— Y) = 2,91, in der Entfernung von 4 Grad vom Rande 
ist aber die Dichtigkeit schon (45,56), oder fast 19 Mal grésser als 
in der Mitte. 

Die negative Elektricitit auf der ausseren Oberfliche des in die 
Erde abgeleiteten Kupfers hat eine sehr kleine Dichtigkeit; nicht nur 
in der Mitte des Segments (wo X = 0,018), sondern auch auf dem 
gréssten Theile des Segments; so ist z. B. in der Entfernung von 
130 Graden von der Mitte X — 0,231. Einen raschen Zuwachs er- 
leidet die Dichtigkeit nur in der- Entfernung 1° vom Rande des Seg- 
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ments, so dass in der Entfernung | Grades X = 39,8 oder 220 Mal 
grosser ist als in der Mitte. 
Da die Menge der Elektricitiit auf der Kugel, nach der Formel 
(107), ausgedriickt wird durch 


QY = Zn| Cu R sin? +, 
so ist sie proportional der diusseren Oberfliche des Zn-Theiles. 
. Wenn das Zink in die Erde abgeleitet ist, daher Clee) = 0, so 
ist C(Cu) = — Zn\Cu, 


Zn|C 
6 — te +X), = 


Zn| Cu 


4nkR Y. 





Die Vertheilung der Dichtigkeiten fiir diesen Fall ist in der 
Figur 8 dargestellt, die sich von der Figur 7 darin unterscheidet, dass 
alle Ordinaten um eine positivé Einheit vermindert sind. Daraus folgt, 
dass in diesem Falle die Menge Q” der Elektricitiit um den Werth 


Zn| Cu 2 
ize 47h 





kleiner als Q ist; daher 
Q” = v— (Zn | Cu) R = — (Zn Cu) R cos? > 


Die ganze Kugel enthilt also eine der iiusseren Oberfliiche des Cu 
proportionale Menge negativer Elektricitiit. 

Wenn der Leiter vollkommen isolirt und die Menge der Elektri- 
citit auf ihm gleich Null ist, so bestimmt sich die Grésse C(Cw) aus 
den Gleichungen (107) und (106) (wenn Q=0). Man findet leicht: 

C(Cu) = — Zn| Cusin? — 


2 ? 


C(Zn)= Zn|Cucos?~, 


(108) 


und weiter: 


wh Zn|\Cu 9 @ — Ble ( ofe\ ); 
6, = — —— (x + sin +), 6, = — RR cos*(<) Yi; 


6, ist hier negativ und 6, positiv. 





In allen diesen Fallen ist die Dichtigkeit in den mittleren Thei- 
len der Segmente sehr klein, fast verschwindend. So wird z. B. die 
Dichtigkeit im Punkte P,;, wenn das Cw abgeleitet ist, gleich: 


ai 
(6,)) = Ze 10% 9.43. 


Nehmen wir fiir die elektrische Differenz zwischen Zink und Kupfer 
die Hiifte der elektromotorischen Kraft eines Daniell’schen Elementes 


(ota Hm Mor nach Thomson) an, so wird: 








oe oe > CO. 


oO 


a, ee | 


(oo & we FS BS ee 
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d,)q = 208818. Vim - Mg 
(%2)) = R sSBee. , 


und, wenn R = 20 Mm, pee 
me Mg. 
he ar Sec. VMm 

Wird an die Kugel im Punkte P, eine Priifungskugel von 2 Mm. 
Radius angelegt, so wird die mittlere Dichtigkeit auf ihr grésser sein, 
als die Dichtigkeit in den mittleren Theilen des Zn-Segmentes. Wire 
die grosse Kugel homogen, so wiirde die Priifungskugel eine um 
1,47*) Mal gréssere mittlere Dichtigkeit haben als die mittlere Dich- 
tigkeit auf der grossen Kugel. Nehmen wir an, dass die mittlere 
Dichtigkeit der Priifungskugel zu der Dichtigkeit (¢,), in eben dem- 
selben Verhiltnisse stehe, so wird die Priifungskugel eine Elektricitats- 
menge 








0,001808 >< 1,47 >< 4 (2)? Om? Mo 
annehmen. 

Wird diese Priifungskugel in die Torsionswage eingesetzt und mit 
einer ihr gleichgrossen Kugel, welche am Ende des Wagébalkens in 
40 Mm. Entfernung von der Torsionsaxe befestigt ist, in Beriihrung 
gebracht, so muss, fiir eine Ablenkung von (10)", der Faden den fol- 
genden Torsionscoefficienten haben: 

an (0,133)? cos 5° 


_" (Mm)? Mg 
16 - 40 (arcus 10) sin? 5°? 0,02076 - i 


(Sec.)? 





Nun hat aber ein einzelner Coconfaden von der Linge von 200 Mm. 
einen Torsionscoefficienten zwischen 50 und 200. 

Ich schliesse daraus, dass, wenn bei den Untersuchungen iiber die 
Vertheilung der statischen Elektricitiét in ungeschlossenen Ketten eine 
Drehwage gewohnlicher Construction gebraucht wird, man sogar mit 
den empfindlichsten Instrumenten nur Messungen an solchen Ketten 
anstellen kann, deren elektromotorische Kraft nicht kleiner ist als 


0,187 ag = 0W187.98, 
d. h. fast 50 Daniell’sche Elemente. 

Da es bekannt ist, dass das Elektrometer von Dellmann die 
Méglichkeit bietet, die statische Elektricitét von 6 Daniell’schen Ele- 
menten zu beobachten, 15 aber schon 15 Grade Ablenkung geben, so 
ist eme solche Empfindlichkeit dieses Instrumentes nicht sowohl der 
Feinheit des Glasfadens, sondern vielmehr der vorziiglichen Construction 


der Haupttheile des Instrumentes zuzuschreiben, namentlich des Wage- 
) balkens und der Silberplatte. 


*) Riess, Reibungselektricitiit, Band 1, Seite 512, Tabelle 1. 
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g 8. 


Unter dem Namen einer ,,galvanischen ungeschlossenen Siule“ 
werde ich einen Leiter (Fig. 9) verstehen, welcher aus heterogenen 
Theilen NN: 1, 2, 3, --+ ¢, -++ m so zusammengesetzt ist, dass ein 
jeder von den Theilen 2, 3, --- i, --+ (m—1) sich zwischen zwei 
anderen befindet und an dieselben grenzt (z. B. i zwischen (i —1) und 
(¢+1)). Eine Ausnahme bieten nur die Endtheile 1 und m. 

Die Werthe der elektrischen Spannungen C,, C,, --+ C;, --- Gn 
auf den verschiedenen Theilen der Siiule sind durch (m — 1) Gleichungen 
verbunden: 

C, —C,=2\1, 
(109) Cc, — i = 3 | 2, 


Cn. = ak =m | (m—1), 
aus welchen folgt: 


=C,+2)|1 
(110) G—6,+211+812, 


Cum OC, 2|143/2-4---+-m| (m—1). 

Wendet man die Formel (1) zur Lésung der Frage iiber die Ver- 
theilung der Elektricitit auf einer solchen Saule an, so liisst sich diese 
Aufgabe auf eine andere einfachere zuriickfihren. 

In der Formel (1) ist jedes Integral tiber die ‘iussere Oberfliche 
eines jeden Theiles der Siule ausgedehnt; wenn ich, der Kiirze wegen, 
durch J; das iiber die fussere Oberfliiche des Theiles i erstreckte 


Integral: 
xp f az a ) ie 
— 
bezeichne, so habe ich: 


(111) V= FZ (GI, + 0,5, +--+ + Ondn). 


Setze ich statt C,, C,, --- C, ihre Ausdriicke nach den Formeln 
(110) ein, so bilden sich in der Formel (111) Summen von der Form 


Jit+ Jizy +: ‘s+tdn, 
welche ein iiber die Oberfliichen der Theile 7, (i+ 1), --- m ausge- 


dehntes Integral darstellen; ich werde dasselbe durch J (i, m) bezeichnen. 
Dann wird: 





(112) 4a V=—C,d(1, m) + (2|1) J (2, m) + (8|2)J (3, m) + ws. w. 








— © 


hwo 2&2 @® 
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In dieser Formel bedeuten: 

1) das erste Glied die Potentialfunction eines homogenen Lei- 
ters, welcher die Form der Siule hat, wenn die Spaunung 
auf ihm gleich C, ist; 

2) das zweite Glied die Potentialfunction eines Leiters von der- 
selben Form, welcher aber aus zwei Theilen besteht, die auf 
der tiusseren Oberfliiche liings der Linie «, (Fig. 9) aneinan- 
der grenzen; der eine Theil ist aus dem Stoffe Nr. 1, der 
andere aus Nr. 2 gebildet; Nr. 1 ist in die Erde abgeleitet; 

3) das dritte Glied die Potentialfunction eines Leiters von der- 
selben Form, welcher auch aus zwei Theilen besteht, die auf 
der fiusseren Oberfliche lings der Linie @, (Fig. 9) aneinander 
grenzen; der eine Theil besteht aus dem Stoffe Nr. 2, der 
andere aus Nr. 3; Nr. 2 ist in die Erde abgeleitet. U. s. w. 




























§ 9. 


Nach obigen Bemerkungen kann ich die Vertheilung der Elektri- 
citit auf einer Siule bestimmen, die Kugelform hat, und deren Grenz- 
linien Kreise sind. Ich beschriinke mich hier auf die Betrachtung 
einer solchen Siule, bei welcher die Grenzlinien parallele Kreise a, , 
@, +++ &3%—1) (Fig. 10) sind («=O in der Mitte des Segmentes Nr. 1 
gerechnet). 

Alle Integrale J(i,3k) sind nach den vorigen §§ bekannt. 

Wenn in de Formeln (13) und (14) fiir C(Cu) und C(Zn) eins 
gesetzt wird, so haben wir: 


(113) J(1,8k) «xR. 


4a @? 


wird in denselben Formeln C(Cu) = 1, C(Zn) =0 und a, statt « 
gesetzt, so erhalten wir: 


(114) 70,8) 4 (4 — U,). . | 
Ebenso P : in 
(3, 3k) 1 
(115) ae oe ae ee i U,), 
J (3k, 3k 1/R 
(116) Jab, a8 — mY ry — Use—») . F 


U; ist derjenige Ausdruck, in welchen sich U verwandelt, wenn 
a = a; wird. 


Die Formel (112) erhilt dann die Gestalt: 


C ae 
(117) V= At ay ety, $18 yg, —... S12 Uer—1 - 
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Hieraus ist leicht zu ersehen, dass die Vertheilung der Elektricitit 
auf der aiusseren Oberfliche der Siiule betrachtet werden kann als zu- 
sammengesetzt aus folgenden Schichten: 

Die Function J(1,3%) giebt eine Schicht von constanter Dichtig- 
keit 6, auf der ganzen Oberfliche der Kugel: 

< 
(118) ally 9 

Die Function J(2, 3k) giebt eine Schicht von der Dichtigkeit o,” 
auf der dusseren QOberfliche des Theiles Nr. 1 und von o,' auf der 
fiusseren Oberfliiche der iibrigen Theile. Nach den Formeln (74) und 
(73), in welchen C(Zn)=0, C(Cu) = — Zn|Cu=2|1, «—a, 
(g =0 im der Mitte des Segmentes Nr. 1) gesetzt wird, haben wir: 

” 2 1 , 2 1 
(119) 6, ain: of = 21 14 X,). 

Die Function J(3, 3k) giebt eine Schicht von der Dichtigkeit 6,” 
auf den fusseren Oberfliichen der Theile NNr. 1 und 2 und 6,’ auf den 
aiusseren Oberflichen der iibrigen Theile. Die Ausdriicke dieser Dich- 
tigkeiten werden aus den Formeln (74) und (73) erhalten, wenn in 


ihnen C(Zn) =0, C(Cu) = — Zn|Cu=3)|2, «=a, gesetzt wird: 
” 3|2 , 3|2 . 

(120) 6; = tl Y, ; a Sioa sit -(1+X,); 

u. S. W. 


Um diese Untersuchungen auf einen speciellen Fall anzuwenden, 
betrachten wir eine kagelférmige Siule, die aus Zink, Zinkvitriol und 
Kupfer bestehe, und deren Grenzlinien parallele Kreise: a, = 30°, 
a, = 150° seien. 


Die Gréssen der elektrischen Differenzen: Zn|ZnSO,, ZnSO,|Cu 
sind nach Koblrausch: 


Zn\| ZnSO, = — 1,29 Zn | Cu, 
Zn SO, | Cu = + 0,36 Zn | Cu. 


Wende ich die Formeln (118) — (120) an, so habe ich C (Zn) 
statt C,, Zn, ZnSO,, Cu statt 1, 2, 3 zu setzen. Die Gréssen X, 
und Y, fiir a, = 30° und fiir verschiedene Winkel g kann man der 
Tabelle des § 4. entnehmen, indem man fiir die zwischenliegenden 
Winkel interpolirt. Um dieselbe Tabelle in der Formel (120) zu be- 
nutzen, muss man die Winkel von der Mitte des Cu-Segmentes zihlen; 
dann erhalt man die Ausdriicke fiir 6,” und 6,’ aus den Formeln (73) 
und (74), indem in den letzten gesetzt wird: (t¥—g) statt », Cu 
statt Zn, Zn SO, statt Cu, Null statt C(Cu) und (Cu | Zn SO,) statt 
C(Zn). Als Endresultat erhilt man: 
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” Cu| ZnSO 
6,7 = — Cul 285% xX (a9), 


ee Ou Zn 80. i ~7,6—9) 
an Stelle der Formeln (120). 


Auf diese Weise erhalten wir folgende Formeln fiir die Gesammt- 
dichtigkeit: 
auf Zink: 
6,+6,"+6,'—=71, {C(Zn) + (1,29 ¥(p) + 0,36 X(w—g)) Zn| Cul, 
auf Vitriol: 


tie {c (an) + (1,29 (1+ X(9)) + 0,36 X(a—g)) Zn | Cu 
auf Kupfer: 


gar {C(4n) + (1,29 (1 + X(@) — 0,36 (1 — ¥ix—g))) Zn| Cul. 


Nach diesen Ausdriicken sind die in der Figur 11 graphisch ab- 
gebildeten elektrischen Dichtigkeiten berechnet, wenn das Kupfer abge- 
leitet ist, d. h. fiir C(Cu) = 0, C(Zn) = — 0,93 Zn | Cu. 

Ist das Zn durch einen Kupferdraht abgeleitet, so wird C(Zn) 
=Zn|Cu. Fiir diesen Fall ist die Vertheilung der Dichtigkeiten in 
der Figur 12 abgebildet. 


Die Formeln (118) — (120), (100) und (101) liefern einfache Aus- 
driicke fiir die Dichtigkeiten in den Mitten der ‘usseren Oberflichen 
der Endglieder der Siiule, d. h. in den Punkten my = 0 und mg = 180". 


In dem Punkte gy = 0, in der Mitte des Segmentes Nr. 1 ist: 


(121) 6 = o,—4 (A + GE += 
‘sin(“) sin (+) 
E=3k\ (3k—1)+---+3|/2+42]1. 
In dem Punkte g = 180°, in der Mitte des Segmentes Nr. 3k: 


(122) eo | jo, 4 2/30 a. eee 
=I) : (con ) cos (“2 r+ 


= 
4nkR 





Diese Formeln zeigen, dass auf dem nach der Erde abgeleiteten 
Segmente die Dichtigkeit nicht verschwindet. Als Beispiel nehme ich 
eine aus 20 Elementen bestehende kugelférmige Siiule, deren Platten 
so diinn sind, dass alle Elemente nur den mittleren Giirtel der Kugel 
von g = 30° bis 150° einnehmen; die Siiule ist durch zwei Kugel- 
segmente zu einer Kugel ergiinzt; die Ordnung der Platten und der 
Grenzlinien ist folgende: 
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Zn ZnSO, Cu 





NNr. ,, - 1 
2 3 4 
5 6 7 
. 59 60 61 
= 30°, a, = 32°, a, = 34°, a, — 36°, --..- Gog = 148°. 
2 3 4 60 
Fir C, = 0 erhalten wir folgende Gréssen: ' 
Zn|C 
=0, o=—1429 281, 
unr t2 Zn|Cu 
y= 180, o¢= 50,108 ——p-- 
§ 10. 


Die Formel (1) kann auf alle die Leitersysteme angewendet wer- 
den, fiir welche die Green’sche Function bekannt ist; wobei sich in- 
dessen einige mathematische Schwierigkeiten einstellen kénnen. 

Ich werde die Vertheilung der Elektricitit auf einem Systeme be- 
stimmen, welches aus zwei zusammengesetzten Leitern besteht. Die 
Masse des einen erstrecke sich nach allen Seiten in die Unendlichkeit 
und habe eine kugelférmige Héhlung vom Radius R. Durch eine 
Fliche, welche den Mittelpunkt der Héhlung enthilt, sei der Leiter in 
zwei Theile getheilt; der eine Theil sei aus dem Stoffe A, der andere 
aus dem Stoffe B gebildet. 

Innerhalb der Héhlung befinde sich ein anderer Leiter, eine Kugel 
vom Radius r; diese Kugel bestehe aus zwei heterogenen Halbkugeln a 
und b; die beiden sphirischen Oberfliichen seien concentrisch. 

Die Green’sche Function fiir den Raum zwischen den Kugelfliichen 
und fiir die Punkte m (9, 9, ~), M (u, f, p) ist: 


(123) o=— = (oF, — ge 


u” gen ) P,, (cos ) 











cai 2n+1 a TP AA tT 
gat arti 

hier ist g = x und y bedeutet den Winkel zwischen den Radien- 

vectoren 9 und w. 


Mit Hiilfe der bekannten Entwickelungen: 


u \" F 
-=— («) P, (cosy) firu<e, 


r=t3(2) P, (cosy) firu>e@ 





a 


_— et 








Vertheilung der Elektricitit auf heterogenen Leitern. 225 


> 


erhalten wir die Ausdriicke fiir die Derivirten: 


d 1 _@ | < 1— anh 
5-9] Sasa gO ew, 


‘paees +1 
wo: y= ~ ; 
G9) : 
ais | a ) | -3e + 1) (4 ae Re = a P,, (cos y)- 


Fiir die polare Axe des sphiirischen Coordinatensystems nehme 
ich die Symmetrieaxe OP, des iiusseren Leiters und fiir die erste 
Meridionalfliche die Fliche, welche die Symmetrieaxen der beiden 
Leiter enthilt; man kann auch die Symmetrieaxe OP, des inneren 
Leiters als polare Axe nehmen. 


Seien g’ und wy’ (Fig. 13) die polaren Coordinaten des Punktes m 
bei dieser neuen Polaraxe OP, und derselben ersten Meridionalflache, 
und 6 der Winkel P, P, zwischen den Axen OP, und OP,. Die 
Winkel g, v, B, g’, wv stehen zu einander in folgender Beziehung: 


(124) cos my’ = cos » cos 8 + sin m sin B cosy, 
Or , (— si cot co cos w 
(125) cotg y= (— sin B sot 8 B cos p) | 


Ks sind C(A), C(B), C(a), C(b) die Gréssen der Spannungen 
auf den Theilen A, B, a, b. Wendet man die Formel (1) an, so hat 
man zwischen folgenden Grenzen zu integriren: 

auf der Hemisphiire 
des Theiles A nach f: von 0 bis | 
. ‘nach p von 0 bis 27, 
” ? B ”? ”? ? ” a | 


» 
“ 


7 1 
” ” a ” / > 49 0 ~. eS | ‘ " 
. nach p’ von 0 bis 22; 
” ” b = eS | . 


f’ und p’ bedeuten hier die Coordinaten des Punktes M in Bezug auf 
die Polaraxe OP, und die erste Meridionalfliche P, P,. 


Mit Beriicksichtigung der Formeln (5) bis (11) erhalten wir fol- 
genden Ausdruck fiir die Potentialfunction: 





» 


1) 
ee 8 
= , Cla) + CO) ( 1 C(A)+ C(B) 1—7 
(1298) Ve OPO, 4 ee 


+4074 440 ” 


Mathematische Annalen, XIII. ° 15 


? 
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= <G aie 
yew & 3 
(127) U’ —21 (n-+-1) _ = gaat - P, (cos g) [P. _;(O) a P,+1(O)], 


n — wettl , ; 
(128) U” on (+) ‘ as att P,, (cos p) [Pr1(O) — Py41(O)]. 


Die Reihe U’ verschwindet bei go=R, weil dann » = q; fiir 
@ =r (dann ist 7 = 1) nimmt sie die Form der Reihe (14) an. 

Die Reihe U” verschwindet bei 9 =r und wird identisch mit 
U(«==) bei o= R. 


Daraus kann man schliessen, dass durch die Grenzlinie der Héh- 
lung alle diejenigen Niveaufliichen hindurchgehen, deren Parameter 
zwischen C(A) und C(B) eingeschlossen sind; ebenso gehen durch die 
Grenzlinie des inneren Leiters alle Niveauflichen, deren Parameter 
zwischen C(a) und C(b) liegen. 

Die Function V kann als eine Summe von vier anderen Functio- 
nen betrachtet werden. Die zwei ersten hingen nur von @ ab, die 
dritte ist die Potentialfunction fiir C(A)—C(B)=0 und C(b) =— C(a); 
ihre Niveauflichen sind mit dem inneren Leiter wnverdinderlich verbun- 
den, so dass bei der Veriinderung des Winkels 6 das ganze System 
der Niveauflichen sich mit dem Leiter zusammen dreht. Die vierte 
Function der Formel (126) ist ebenso unverinderlich mit dem fusseren 
Leiter verbunden. Die Dichtigkeit der elektrischen Schichten auf den 
Kugeloberflachen sind: 

auf der inneren: 


‘ »_ O(a) + Cb) — C(A) — C(B) 
(129) en ae 
b 1 died ; 
+ $+ 2 “en tp toon) 5 


of a 2 Sent ett P, (cos y) N, 
wo: 
ve P,-1(0) — Pu+1(O); 
auf der fiusseren: 
he Cia) + Crib) — C(A) — C(B) q 
(130) bianca 82k 1—q 


A\B = 1 2n+1 
+ 45 ecg lp P,, (cos p) N 
i 


1b n+1 ‘ 
— 38 Dowty tts, Pes 
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Diese Formeln zeigen, dass die Vertheilung der Elektricitit auf 
den Kugelflichen aus folgenden Schichten besteht: 

1) aus Schichten von constanter Dichtigkeit auf der ganzen Kugel- 

oberfliche, 

2) aus Schichten, welche eine von der Lage des anderen Leiters 
unabhiingige Dichtigkeit haben; auf der inneren Kugelfliche ist 
es die Schicht, deren Dichtigkeit durch die erste Summe der 
Formel (129) ausgedriickt wird; diese Summe kann in zwei 
andere zerlegt werden: 


Di +P Pa(cosp) N+ >) @n-+1)-# ori Pa 0089) 


von diesen letzteren Summen ist die erste identisch mit der 
Reihe (105, fir a= 7, C(Cu)=—C(Zn) und 22! 0" 1), 
sie muss daher sacl -unendlich sein auf der einen Seite der 
Grenzlinie und negativ-unendlich auf der anderen Seite; die 
andere Summe ist offenbar eine fiir alle g convergente Reihe. 
3) Ferner bestehen o’ und o” noch aus solchen Schichten, deren 
Dichtigkeit nur von der Lage der gegeniiberliegenden Kugel- 
flichen abhiingt; so enthilt z. B. die zweite Summe der Formel 
(130) nur den Polarabstand g’ und stellt daher eine in Bezug 
auf die Axe OP, symmetrische Schicht dar, welche mit dem 
inneren Leiter sich auf der iiusseren Kugelfliiche verschiebt. , 


§ 11. 


Unter der Wirkung der ponderomotorischen Kriifte wird der innere 
Leiter gezwungen, sich um seinen Mittelpunkt zu verschieben und eine 
bestimmte Lage anzunehmen. 

Ich nehme an, dass der innere Leiter sich um diejenige Axe drehen 
kann, welche mit der Durchschnittslinie der beiden ebenen Grenz- 
flichen zusammenfillt, und bestimme die Grésse des Drehungsmomentes 
der elektrischen ponderomotorischen Kriifte um diese Axe. 

Die Potentialfunction der doppelt-elektrischen Schicht des ausseren 


Leiters in einem Punkt m (s, p, ¥, 9’, ¥’) innerhalb der Héhlung 
(bei s < R) ist: 


w= 417 {14S 24) Gy NP, cw 9}, 
1 


Die Potentialfunction der auf der ausseren Kugelfliiche vertheilten 
Elektricitét in demselben Punkt ist: 


*) Maxwell, Treatise on Electricity and Magnetism, Vol. II, 8. 301. 
15* 
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C(a)-+ O(b) — C(A)—O(B) q 
2 1—q 


sts qQ@th 8 * ry , 
>- Ta erD (i) NP, (cos 9’) 


412 QS) nt (n+ 1) q2*t s\" N 
a - (+) (20 -$ 1) 


1 — g@th P, (cos 9) - 


Die Summe dieser beiden letzten Potentialfunctionen witd also: , 


(131) ‘= 21s _ C@+CW—C(4)— CB) gq 


» 


2 1—q 


- (n+ 1) n 
ai* > : (+) N P, (cos g’) 


2 - sie g@at 


= G y- ri P, (cos) g). 


OZ (Fig. 14) sei die Rotationsaxe des inneren Leiters, ZZ, und 
ZL, seien die Quadranten, welche in den Ebenen der Grenzlinien 
des fiusseren und inneren Leiters liegen; O P, und O P, die Symmetrie- 
axen der beiden Leiter,, P, entspricht der Mitte des Segmentes A 
und P, der Mitte des Segmentes a; ausser den friiher erwihnten 
Winkeln g, 9’, ¥, w und 6 fiihre ich noch die Winkel 4(Zm) und 
®@ in die Formel ein, deren Bedeutung aus der Figur ersichtlich ist. 

Wenn sich im Punkte m die Einheit der positiven Elektricitiit 
befindet, so wirkt auf denselben von der Elektricitiit des ‘iusseren 
Leiters her eine Kraft, deren Componente liings der Tangente an den 
Parallelkreis 4 = const. gleich 
Sa ae 
d@? ssind 
ist. Das Moment dieser Kraft in Bezug auf die Axe OZ ist: 


dv ; 
dt 


Daraus folgt, dass das Drehungsmoment der Kriifte, welche von 
dem iiusseren Leiter auf die elektrische Schicht o wirken, gleich ist: 


K=—r [J - o sin fdfdp. 


Nach den Formeln (131) und (129), mit Benutzung einiger be- 
kannter Eigenschaften der Kugelfunctionen, findet man: 


K — Al B) (n+ 1) q” N dP, (cos B) 


” 


4 ? : (2n + 1) t—ge*tt dcos B sin B. 
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Um die ponderomotorische Wirkung auf die Doppelschicht des 
inneren Leiters zu bestimmen, denke ich mir diese Doppelschicht auf 
die ‘iussere Oberfliiche des Theiles a tibertragen, so dass seine posi- 
tive Seite (Dichtigkeit A) auf der fiusseren Oberfliiche der Halbkugel 
und seine negative auf einer Kugelfliiche vom Radius (r — ¢) liegt; 
dabei ist: 


a\b 
4i= ix 


Das Drehungsmoment der Kriifte, welche auf ein Element der 


positiven Seite der Schicht wirken, ist: 


ah a r2 sin Ada d® 


und das derjenigen auf das entsprechende Element der negativen Seite: 


dv av Po 
A (oS — 8 jog) th sm adids. 


Das Drehungsmoment der ponderomotorischen Krifte, welche an 
der Doppelschicht angreifen, wird daher: 
a 


ba? f (Cie) — Ge), tain aaa. 


v0 


Die Zahlen 1 und 2 bei den Derivirten nach r bedeuten, dass in 
* 4 , . . 4 

der ersten Derivirten # = -—>--+ 8, in der zweiten & = (— —+ B) 
stehen muss. Diese Derivirten sind nach s genommen, und es ist dann 
s=r gesetzt. 

Aus der Figur ersieht man, dass 

cos p = sin A cos 7, cos m = sin A cos (# — ). 
Um nach 4 zu integriren, benutze ich die Gleichung: 


P,, (sin 4 cos #) 


mu @® 


os Be (—1)"a? P (0) B® (cos( = - »)) cos m(% - a) *) 


m=O 


und finde mit Hiilfe der bekannten Kigenschaften der Kugelfunctionen 
folgenden Ausdruck fiir L: 


_ (a|b) (A|B) > n q” _ yry 4P, (0088) 
bt Me CE ee” foe 


*) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 8. 177. 
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Die Summe (I + K) = P stellt das ganze Drehungsmoment der 


elektrischen ponderomotorischen Krifte dar, welche auf den inneren 
Leiter wirken: 


ne (a\b) (A|B) SN a - | dP, (cos 8) 
(132) P= r> N 


4 Pm oi—g't ~ 7) vin 8. 


Das Kriiftepaar hat seinen gréssten Werth fiir 8 — ~-; fiir diesen 
Winkel ist: 


‘ n (a |b) A B) 7 q" nin -+ 1) 
(133) P(=) = ‘OT eer aris - 


Da P,1(O) und P,41(0) nur fiir gerade Zahlen (n— 1) und 
(n+ 1) nicht verschwinden, und da 


Ps (0) = (—1)8 423° - — eh), 
wird: 
5 +++ (2k— k+3 
(Por — Pores) = (— 0) Ge SED; 
daher: 
n\ (a 0) (a B) .f% 4 
P(=)= riteck "tt i~e 
S93) een 
+ (—1) _. 2k+2 (2 +1), re gitt +3 f° 


Fiir ¢ = 0,9 ist die Summe der 10 ersten Glieder der Reihe gleich 
6,32; die Summe aller iibrigen ist kleiner als 0,048. 

Nimmt man den Radius r zu 15 Millimeter an, a|b gleich der 
elektromotorischen Kraft eines Elementes von Daniell; ist der innere 
Leiter bifilar aufgehiingt an Faden von der Linge 1 — 200 Mm. und 
in einem Abstande d= 1 Mm. von einander; ist das Gewicht des 
Leiters M — 1 Gramm: so wird nach der bekannten Formel der Sinus 
des Ablenkungswinkels: 
de 
@ M 


P ist das ablenkende Kriftepaar, ferner: 


sin g = 


M =.1000,9800 “Me . 


Ist A|B-n Mal grosser als die elektromotorische Kraft eines 
Elementes von Daniell, so wird: 


A | B= n(0,374) / MME 


Sec, ? 


daher: 
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2. 
P =n (0,374)? ee 63. 

Hieraus findet man, dass bei mn = 1 der Winkel m = 55” wird. 

Wird die Beobachtung der Ablenkuig mittelst Spiegel und Fern- 
rohr gemacht, und betrigt die Entfernung der Scale vom Spiegel einen 
Meter, so entspricht dem Winkel 55” eine Ablenkung von 0,54 Mm. 
oder ein halber Scalentheil. 

Betriigt aber die Differenz der Spannungen auf den Hiilften des 
aiusseren Leiters 20 Daniell’sche Elemente, so wird die Ablenkung 
10,8 Scalentheile betragen; hundert Danie]1l’sche Elemente geben eine 
Ablenkung um 54 Scalentheile. 

Wird nicht nur A| B, sondern auch a|b 20 Daniell’schen Ele- 
menten gleich, so wird die Ablenkung 216 Scalentheile. 

Man ersieht hieraus, dass ein nach solchem Gesichtspunkte con- 
struirtes Instrument als ein absolutes Elektrometer dienen kann; das- 


selbe hat grosse Aehnlichkeit mit dem Quadrantenelektrometer von 
Thomson. 


Arensburg (Oesel), Juni 1876. 











Ueber Raumcurven und Developpabele. 


Von : 
A. Voss in Darmstadt. 


In einer in den Gdttinger Nachrichten (Februar 1875) verdffent- 
lichten Mittheilung habe ich die speciellen Liniencomplexe n. Grades 
f = 0, welche der Gleichung: 

‘ of \* Ye 
r S(£)-">s 
geniigen, einer genaueren Untersuchung unterzogen. Geniigt die Glei- 
chung eines Complexes der Differentialgleichung (1), so wmhiillen seine 
Geraden im Allgemeinen eine Fliiche, deren Gleichung in Liniencoor- 
dinaten eben f= 0 ist. Die Gleichung {=O ordnet dann jeder Ge- 
raden x des Rawmes eine Gerade y zu (conjugirte Polare von «x bei 
Pliicker), deren Coordinaten : 

2 ig ae 

(2) Ovi = Ox; 

sind. Ist x eine Gerade des Complexes selbst, so wird y von x ge- 
schnitten. Man findet dann leicht, dass das ganze Biischel x + Ay 
dem Complexe angehért, es besteht eben aus den Tangenten der Fiche, 
deren gemeinsamer Beriihrungspunkt der Schnittpunkt von x und y 
ist. Es finden ferner vermége f= 0, 2a;? = 0 die Gleichungen statt: 
9 0 > of oe "a 

{3) ie = Ax; a B ie ; fiir = XU; oe A ie ; 

in welchen A und B vom Index i unabhiingige Polynome »— 1. Grades 
in 4 bedeuten. Sie sagen aus, dass die zugeordneten Geraden sémmt- 
licher Strahlen des Biischels x + dy jenem letzteren selbst angechiren, 
wie es freilich a priori zu erwarten war. Hiernach finden sich in 
jedem Biischel dieser Art sich selbst zugeordnete Gerade, bestimmt durch 
die Gleichungen: 

4 5a 2) ee As, + BLL 

(a) efuta fl) ant BAL, 


e 


d. h. durch die Gleichung ». Grades: 
(5) 44—B=0. 








~ oa KR 


a a— CO. 
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Die n Wurzeln derselben bestimmen die singuliren Tangenten der 
Fliiche, d. h. die Doppel- und Haupttangenten, welche von dem genann- 
ten Punkte auslaufen. Insbesondere habe ich gezeigt, dass fiir eine 
Doppelwurzel von (5) der Factor @ immer gleich Null ist*). 

Soll der Complex f = 0 die Treffgeraden einer Curve, beziehungs- 
weise das Tangentensystem einer Developpabelen darstellen, so muss noch 
eine zweite Differentialgleichung neben der Gleichung (1) fiir alle Ge- 
raden des Complexes erfiillt sein, welche am angefiihrten Orte (Seite 119) 
gleichfalls hergeleitet ist. 

Umhiillen die Geraden des Complexes eine Developpabele, so hat 
die Gleichung (5) eine Doppelwurzel, fiir welche die Werthe simmt- 
licher Differentialquotienten verschwinden ; sie bestimmt die Erzeugende 
der Fliche, wihrend die »—2 anderen Wurzeln sich auf die Doppel- 
tangenten beziehen. Endlich ist das System der Haupttangenten da- 
durch charakterisirt, dass ihre zugeordneten Geraden die Erzeugenden 
sind; jedem Biischel von Haupttangenten ist also ein fester Strahl zuge- 
ordnet. 

Vdllig dualistisch sind die Verhiltnisse, wenn der Complex aus 
den Treffgeraden, oder, wie ich sagen werde, aus den Strahlen einer 
gurve besteht. Jedem Strahle w entspricht ein zugeordneter y und 
bestimmt mit ihm eine Tangentenebene der Curve, deren singulire Strah- 
len die n—2 Sehnen und die Curventangente selbst sind, welche von 
dem Punkte (7, y) auslaufen. Den Hauptstrahlen der Curve (d, h. den 
Haupttangenten ihrer Developpabelen oder den Strahlen in den Schmie- 
gungsebenen der Curve) ist jedesmal als fester Strahl die betreffende 
Curventangente zugeordnet. 

Ist nun die Gleichung einer Raumecurve gegeben, so fiihrt die Be- 
dingung, dass eine Gerade z zwei unendlich nahe Tangenten derselben 
treffe, immer gleichzeitig zu dem Complexe der Strahlen der Curve, 
und zu dem der Tangenten ihrer Developpabelen. Die Discriminante, 
deren Verschwinden jene Beziehung aussagt, muss also die Kigenschaft 
haben, vermége der Identitiit zwischen den Liniencoordinaten 


(6) Po x? = 0**) 


in ewet rationale Factoren f,, f. 2u zerfallen, deren Charakter nur in 
dem besonderen Falle véllig gleich ist, wenn die Curve ihrer Develop- 
pabelen selbst dualistisch entspricht, wie das z. B. bei der Raumcurve 
‘dritter Ordnung, R,, stattfindet, wihrend in jedem anderen beide 


*) A. a. O. p. 108. 
**) Dieselbe wird im Folgenden durch den entsprechenden grossen Buchstaben, 
also durch X == 0 bezeichnet werden. Fiir Ausdriicke von der Form 2a,b; setze 
ich, wie bisher, (ab), so dass auch X = (a2). 
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Formen leicht nach der Natur der Curve unterschieden werden kénnen, 
da der Grad des einen die Ordnung der Curve, der des anderen die 
Classe des ebenen Schnittes ihrer Developpabelen bestimmt. 

Beide Complexe /, = 0, f, = 0 haben ausserdem die Eigenschaft, 
eine specielle Congruenz, die der Hauptstrahlen der Curve gemeinsam 
zu enthalten, wahrend fiir das System der Erzeugenden der Flache 


(Tangenten der Curve) sowohl die oh als auch die he siimmtlich 


. t 
verschwinden*). ' 


Untersuchungen iiber dieses Verhalten der Formen /,, f, habeu 
auch ein rein algebraisches Interesse, indem sie den Zusammenhang 
zwischen den Formen zweier Gleichungen darlegen, welche in gewissem 
Sinne das namliche geometrische Gebilde (Curve und Developpabele) 
bestimmen. Eine besonders iibersichtliche Gestalt nehmen sie insbe- 
sondere bei den rationalen Raumeurven an, deren Tangentensystem 
eine rationale Parameterdarstellung gestattet; die erforderliche Discri- 
minantenbildung beruht dann unmittelbar auf der Verwerthung der 
binaren Formentheorie. 

Indem ich die im Vorigen angedeuteten allgemeinen Beziehungen 
an dem Beispiel der Raumcurven dritter Ordnung erliiutere, war es 
meine Absicht, neben der Entwickelung einiger Eigenschaften, welch® 
sich unmittelbar aus jener Parameterdarstellung ergeben, auf die nahe 
Beziehung hinzuweisen, welche jenes Beispiel zur Theorie der binidren 
biquadratischen Formen auf der R, besitet. Manches ist dabei freilich nur 
andeutungsweise ausgefiihrt, da eine eigentliche geometrische Theorie 
jener Formen auf der R, mehr Raum beansprucht haben wiirde. 


§ I. 
Parameterdarstellung eines rationalen Liniengebildes insbesondere der FR, . 


1) Die Liniencoordinaten der Erzeugenden einer rationalen Linien- 
fliche ». Grades lassen sich durch Gleichungen von der folgenden Form: 


(1) om—fi= > aay 


(mit zwei homogenen Parametern 4, w) ausdriicken**). Die Flaiche wird 
im Allgemeinen. windschief sein, wenn nur die Identititen: 


es > aia =0, k+s= const., 


fiir alle k und s zwischen den Coefficienten a, bestehen , vermige 


welcher 2 /;? identisch verschwindet. 


*) Hierbei ist natiirlich vorausgesetzt, dass f,, f. wieder auf die Normalform, 
in der sie der Gleichung (1) geniigen, reducirt sind. 
**) Vgl. Math. Annalen Bd. VIII, S. 115 ff. 








pur 
(3) 
du 
vor 
(4) 
Ma 


als 
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Sei nun die Discriminante der Gleichung, welche die » Schnitt- 
punkte einer Geraden z mit der Fliche bestimmt: 

(3) (w2) = 0 = >) (az)d* -* 

durch A bezeichnet. A = 0 stellt den Tangentencomplex der Fliiche 
vor und geniigt der partiellen Differentialgleichung: 


) > (3,) 4; 


Man findet in der That: 


oA OA 
mo O(a2), at 
also: 
Oh\* _ eA GA it 
m (Gz) = 2 Gar, daz), “*%° 


Ordnet man rechter Hand in Gruppen, fiir welche k + 1 —const., so 
kann man durch Addition der Identitiiten (2), welche man mit passend 
gewahlten Differentialquotienten von A multiplicirt hat, die letztere 
Gleichung in die Form: 


04 0 }, 

> (& i) = D brane 3 jan, — O(a2)y Hany} me 
k+l=KF+4+T7 

bringen. Die rechte Seite hat aber nach einer bekannten Eigenschaft 

der Discriminante**) den Factor A, womit die Gleichung (4) bewie- 

sen ist. 


Verschwindet A, so sind die Differentialquotienten ame den 


Potenzen der Doppelwurzel der Gleichung (3), d. h. den Gréssen 4,* 
proportional. Daher ist in diesem Falle: 


oA Nts ko n—k 
Ge, = ee 


mithin sind die Differentialquotienten von A den Coordinaten der Er- 
zeugenden proportional, an der die Gerade z die Flache berihrt. Fiir 
eine Haupttangente z der Fliche wiirden jene Differentialquotienten 
simmtlich verschwinden. 

Sollen die Gleichungen (1) eine Developpabele vorstellen, so miissen 
neben den Identititen (2) noch die folgenden: 


(5) >> ksa,a, = 0 


erfiillt sein. Die Discriminante zerfallt dann, was geometrisch unmittel- 
bar evident ist, vermége Z = 0 in zwei rationale Factoren: 


*) Vgl. Gott. Nachrichten Febr. 1875, S. 115. 
**) Vgl. z. B. Salmon, Algebra der linearen Transformationen, S. 113. 
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A=fify+ZN 


und jeder derselben muss wieder der Differentialgleichung: 
3 (if) are se 


2) Das System der Tangenten einer R, ist daher dargestellt durch 
die Gleichungen: . 
(6) 9%; = a; + 40,4 + bed? + 40,45 + eA, ‘ 


in denen: 


geniigen *). 


(ae) = — 4(bd) = 6 (ce) 

zu nehmen ist, wihrend die iibrigen Productsummen je zweier Coeffi- 
cienten verschwinden miissen**), Die Curve ist nach den Gleichungen 
(6) bezogen auf das Vierseit der Geraden a, b, d, e, von denen a, e 
selbst Tangenten, die Ebenen der (a, b), (d, ec) Schmiegungsebenen 
der Curve sind. Ein solches Vierseit ist durch zwei Curvenpunkte 
vollig bestimmt; wir bezeichnen dasselbe als Tetraeder U, es giebt 
deren oo*, 

Die Curve gehirt einem linearen Complexe («x) = an, dessen 
Coefficienten «; bestimmt sind durch die Gleichungen: 


(7) - (aa) =0, (ba)=—0, (ca)=—0, (da)=—0, (ea) =0. 
Da derselbe kein specieller ist, so kann man setzen: 
(8) (aa) = — (ae)*™), 
Zwischen den Coefficienten a;, b;, ¢:, di, ec, % und den ganz will- 
kiirlichen 2; findet die Identitit statt: 


(9) (ws)? = (we) [ (22) — 2, {3(ce)* — 4 (be) (de) + (a2) (c2)} | 4) 


Man erhilt die Gleichung (9) durch Multiplication der identisch 
verschwindenden Determinante, welche entsteht, wenn man die 7 Hori- 
zontalreihen der a;, b;, ci, di, ei, @&, 2 mit den (az), (bz), (€2), (dz), 


*) Man kann dies auch algebraisch beweisen, wenn man das allerdings 
verwickelte System von Identitiiten untersucht, welches zwischen den (az) ver- 
mége Z = 0 in Folge der Identititen (2), (5) besteht. 

**) Vgl. Math. Annalen Bd. XIII, S. 112. 

***) Das dritte Kantenpaar des Tetraeders U ist dann durch die Axen der 
(a2) 
V6 

+) Eine noch allgemeinere Identitit ist: 
(ay) (ex) —-4(by) (dx) + 6 (cx) (ey) — 4(bx)(dy)-+-(ax) (ey) = (wy) (ea) + (xy)(ae), 
welche fiir je zwei Werthe «;, y; besteht. 


beiden speciellen linearen Complexe (cz) + = 0 bestimmt, 
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(ez), (wz), (2), durch eine siebente Verticalreihe erginzt, mit der 
Determinante der a;, b;, ¢:, di, ¢:, @%. 


Fiir jede Gerade des Raumes ist daher: 


(10) (az)? = 2 [3 (ez)? — 4(b2) (dz) + (az) (ez)). 
5) Aus den Gleichungen (6) ist ferner: 
e(ax)=A', e(b2)=— 4, o(ex) =, e(dz)——A, e(ex) =1%*). 


Demnach geniigt jede Tangente der Curve der Gleichung: 
(az) (ez) — (bz) (dz) = 0. 


Es ist dies die Gleichung eines tetraedralen Complexes, niimlich des- 
jenigen, dessen Gerade das Tetraeder U in Punkten des Doppelver- 
hiiltnisses 4 schneiden. Da jenes Tetraeder ein ganz beliebiges aus der 
oo* Schaar derselben ist, so folgt: $ 

Fiir alle Raumeurven dritter Ordnung hat das Doppelverhiltniss 
der Eckpunkte (Ebenen) eines Tetraeders U gegen irgend eine ihrer Tan- 
genten den unverinderlichen Werth 4**). 

Neben dem Tetraeder U werden wir noch eine andere covariante 
Figur betrachten, nimlich das Hyperboloid, dessen Gerade dem Com- 
plexe (ax) angehdren und zwei Tangenten der Curve schneiden. Solche 
Hyperboloide H haben ebenfalls zu allen Tangenten eine unveriinder- 
liche Beziehung. Ueberhaupt muss jede Figur, welche zu zwei Tan- 
genten covariant ist in dem Sinne, dass bei allen co* Transformationen 
der Curve in sich selbst ihre wesentlichen Beziehungen zu derselben 
erhalten bleiben, zu allen Tangenten der 2, in einer unveriinderlichen 
Beziehung stehen, weil die projectivische Anordnung im biniiren Ge- 
biet erst durch 3 Elementenpaare vollig bestimmt ist. 

Aus den Gleichungen (6) hat man endlich noch fiir irgend zwei 
Tangenten mit den Parametern 4,, A,: 


(11) 0; Q.(vy) = (ae) (4, —A,)*; 
nach welcher Gleichung das Moment der Tangenten x, y der vierten 
Potenz der Parameterdifferenz proportional ist. 


*) Schreibt man diese Gleichungen in der Form: 
(ac) + A(bxa)=0, (ba) +A(ex)=0, (cx) 4+A(dx)=—0, (dx)+1(ex) =0, 
so vermitteln sie eine Hrzeugung der Curve durch vier projectivische Biischel 
linearer Complece — ein Analogon der bekannten Erzeugung derselben durch 3 
projectivische Ebenenbiischel. 

**) Das Befremdende, welches in dem Auftreten eines bestimmten Zahlen- 
werthes liegt, verliert dieser Satz durch die einfache Bemerkung, dass alle R,; 
unter sich collinear verwandt sind. 
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4) In den folgenden Betrachtungen werden wir uns vorzugsweise 
mit einem Tangentenquadrupel der R, beschiftigen. Es mégen daher kurz 
die Beziehungen zwischen vier Geraden iiberhaupt erwiihnt werden *). 

Irgend vier Gerade x, y, 2, w haben zwei gemeinsame Treffgeraden, 
die Axen der beiden speciellen Complexe des Biischels linearer Com- 
plexe, dem die Geraden angehéren. Das Doppelverhdiltniss k der vier 
Schnittpunkte auf beiden Geraden (zugleich das der Ebenen, welche 
jenen dual entsprechen) ist bestimmt durch die quadratische Gleichung: 


k* (wy) (2w) — k [(we) (yw) — (yz) (ww) + (xy) (2w)] + (x2) (yo) = 0. 


Sind insbesondere zwei zusammenfallende Treffgerade vorhanden, so ~ 


ist jenes Doppelverhiltniss seinem absoluten Werthe nach gegeben 
durch : ; aeatanete 
. __ 7/ (@2) (yw) #e) 
(12) oom (xy) (zw) 
Die beiden Treffgeraden sind aber conjugirte Gerade in Bezug auf 
jeden Complex des genannten Biischels, sie werden daher zusammen- 
fallen, wenn sie irgend einem derselben angehdren. 


5) Diese Betrachtungen fiihren zuniichst zu einer geometrischen 
Deutung des Doppelverhiiltnisses von vier Parametern 4,, 4,, 4,, A, 
von Curventangenten. 

Den vier Parametern entsprechen vier Tangenten und deren 


Schmiegungsebenen. Die Hauptstrahlen in denselben haben die Coor- 
dinaten: 


a; + Bday + 86:4? + dd? + w,[b; + Bea, + 3d:a,? + 6A,%], 


wo wu, einen Parameter bedeutet. Eine Tangente der Curve (6) trifft - 


die vier Biischel von Hauptstrahlen in vier Geraden, deren Coordinaten 
sich ergeben, wenn man w,=A setzt. Jene Tangente ist aber die 
einzige Treffgerade der vier Geraden, da sie dem linearen Complexe 
(ax) angehért, zu dessen Geraden auch alle Hauptstrahlen gehdren. 
Da nun das Moment zweier dieser Geraden dem Ausdrucke: 


(4,— 4,) (4A—A,) (4 es 4,) 
proportional ist, so hat man nach (12) fiir das Doppelverhiltniss der 


vier Schnittpunkte der beliebigen Tangente (6) mit den 4 Schmiegungs- 
ebenen 4,, 4,, 4,, 4; den unveriinderlichen Werth: 
Ay — Ay “e as iat ay 


la os ae ee i 


*) Vgl. Math, Annalen Bd. VIII, S. 60. 


**) Gelegentlich habe ich diesen Ausdruck iiberhaupt als Doppel- oder 
Momentenverhiiltniss von vier beliebigen Geraden x, y, z, w bezeichnet. 








di 
80 


si 


(1 

















- 


Ueber Raumcurven und Developpabele. 239 


Dieser Ausdruck zeigt, dass das Doppelverhiltniss der Parameter 
sugleich das Doppelverhiliniss der vier Curvenpunkte selbst ist, in denen 
die zugehérigen Tangenten beriihren; eine Bemerkung, welche un- 
mittelbar gestattet, die biniire Formentheorie auf der Geraden in eine 
solehe auf der R, zu tibertragen*). 


6) Eine jede Gerade ¢ trifft vier Tangenten der Curve. Dieselben 
sind bestimmt durch die biquadratische Gleichung: 

(14) (az) + 4A(bz) + 6 (cz) a? + 4(dz) a + (ez) 4*=0. 

Die vier zugehérigen Tangenten 4,, 4,, 4,, 4, gehéren dem linearen 
Complexe (#2) an, ausserdem aber noch einem anderen, dessen Glei- 
chung in sehr einfacher Weise der Geraden 2 zugeordnet ist, und in 
der Form: 

(15) (ax) (az) — (ae) (ex) = 0 
geschrieben werden kann. Denn die zweite Treffgerade des Tangenten- 
quadrupels hat als conjugirte Polare der z in Bezug auf (ax) die Co- 


ordinaten**) ; 

(ae) a; + 2 (az)a;, 
so dass ein zweiter Complex des zu den vier Tangenten gehdrigen 
Biischels die mit (15) wesentlich tibereinkommende Form hat: 


(2x) (ae) + 2 (az) (ax) = 0 **), 

Das Doppelverhiltniss der Beriihrungspunkte der vier Tangenten 
ist das der Wurzeln der Gleichung (14) und werde durch 6 bezeichnet. 
Dagegen ist das Doppelverhiltniss k der vier Punkte auf der schneiden- 
den Geraden 2 (und ihrer Conjugirten) durch die quadratische Gleichung: 


(16) kK? —k {1 — (1—o)*+ o'] + 64 =0 
gegeben; das Momentenverhiiltniss der vier Tangenten selbst ist gleich o?. 


§ Il. 
Der Strahlencomplex der R,. 


1) Soll die Gleichung § 1. (14) zwei gleiche Wurzeln haben, so 
muss ihre Discriminante: 

A=i#—6;? 

*) Die 4 Curvenpunkte werden im Folgenden ebenfalls durch die Buch- 
staben 49, 2,, 42, 43 bezeichnet werden. Uebrigens hat schon Herr Cremona 
gezeigt, dass bei der Darstellung der Curvenpunkte durch rationale Functionen 
dritten Grades das Parameterdoppelverhiltniss gleich dem der Punkte ist, wie es 
auch unter gleichen Umstiinden bei den Kegelschnitten der Fall ist. 

**) Vgl. Math, Annalen Bd. X, 8. 183. 
***) Das Biischel 
(wm) + w (2a) = 0 
ist tiberhaupt covariant zu der Geraden z und daher wichtig bei der Betrachtung 
der biquadratischen Form (14). 
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verschwinden, Dabei ist: 
i == 2 [(az) (e2) — 4 (bz) (dz) + 3(e2)"], 
4 j = 44(e2) + 6 (b2) (ez) (dz) — 4 (e2)3 — (az) (dz)? — (ez) (bz). 

Nach § I. (10) ist also fiir alle Geraden des Raumes das Quadrat 
des linearen Ausdruckes (a2) gleich i: 

(1) 4 = (az). 

_Man hat demnach den Satz: , 

Alle Geraden des linearen Complexes, dem die R, angehirt, werden 
von den Tangenten derselben in Punkten eines dquianharmonischen 
Verhiiltnisses getroffen, welches zugleich das Doppelverhiiltniss der Be- 
riihrungspunkte der Tangenten ist*). 


Zufolge der Gleichung (1) hat man: ’ 
A= hi he ’ 
(2) | 1; = (az)? — V6), 
f, = (az)? + V6j. 


Die Gleichungen f, = 90, f, =O stellen zwei specielle Complexe 
dritten Grades vor; die Geraden des einen sind die Strahlen der Curve, 
die des anderen die Tangenten ihrer Developpabelen. 

Bekanntlich stellt die Gleichung: 

e®— kp =0 
die Bedingung vor, unter der das Doppelverhiltniss der Wurzeln der 
Gleichung § I. (14) einen Werth o hat, der aus der Gleichung: 
ad 2(1—o+o)? 
(1 — 6)? (2 — 6)? (1 — 26)? 
zu entnehmen ist. Aber auch diese Gleichung zerfillt in die beiden 
Gleichungen dritten Grades: 


(az + Vkj=0, (az)? —YVkj=O0 oder gy, =0, 9, =0. 

Die beiden Complexe gy, =0, »,=0 sind sich in der Weise 
zugeordnet, dass die Geraden des einen conjugirte Polaren in Bezug 
auf den Complex (@x) zu den Geraden des anderen sind. ~ Trifft eine 
Gerade des einen vier Tangenten im bestimmten Schnittpunktsverhiilt- 
nisse k, so bildet die entsprechende Gerade mit den niimlichen vier 
Tangenten vier Ebenen desselben Verhiltnisses k. Dies giebt den Satz: 

Die Geraden, welche von vier Tangenten der Curve in Punkten 
eines unverdnderlichen Doppelverhiilinisses getroffen werden, gehiren 
einem Complexe dritten Grades an. Man kann denselben auch so aus- 


*) In der That nimmt auch & in § I. (16) den Werth einer dritten Einheits- 
wurzel an, wenn dies mit o der Fall ist. 
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driicken, dass er sich auf die Constanz des Momentenverhiltnisses von 
vier Tangenten oder des Doppelverhiltnisses ihrer Beriihrungspunkte 
bezieht. 

Insbesondere ergeben sich hieraus leicht die folgenden Satze tiber 
ebene Curven vierter Orduung mit drei Spitzen (Hypocykloiden). Denn 
der Schnitt einer Ebene mit der Developpabelen der R, ist eine solche 
Hypocykloide, deren drei Spitzentangenten sich in dem Mittelpunkte 
des Strahlbiischels in jener Ebene treffen, welches dem Complexe (a2) 
angehért, dem Centrum der Curve. 

Alle Geraden durch das Centrum der Curven vierter Ordnung mit 
drei Spitzen treffen dieselbe diquianharmonisch. Dagegen wmhiillen die 
Geraden, welche die Curve iiberhaupt in constantem Doppelverhiltniss 
schneiden, eine Curve dritter Classe. 

2) Wir betrachten ferner eines der Hyperboloide H, etwa das- 
jenige, welches zu zwei Tangenten x, y mit den Parametern py, u, 
covariant ist. Alle Geraden der anderen Erzeugung derselben sind 
Gerade des Complexes (« 2) = und werden von den Tangenten aqui- 
anharmonisch getroffen. Dagegen sind die Geraden derjenigen Erzeugung, 
zu der jene beiden Tangenten selbst gehéren, in der rationalen Form: 


a= a+ V2 (Uy —)* 9% + Oy: 


mit dem Parameter @ darstellbar, und die Gleichung vierten Grades 
§ I. (14) wird dann: 
(A—ty)* + 9? (4— wy) = 0. 

Da fiir dieselbe 7 = 0 ist, so hat man: 

Der Complex der Geraden, welche harmonische Punktsysteme auf 
der R, durch die vier Tangenten bestimmen, von denen sie getroffen 
werden, besteht aus den Erzeugenden der zweifach unendlichen Schaar von 
Hyperboloiden H. 

3) Man kann dem Complexe j = 0 noch eine andere geometrische 
Bedeutung unterlegen, deren Ursprung auf einer allgemeineren Inter- 
pretation von Formen n. Grades an rationalen Curven beruht. 

EKiner Raumcurve, deren Tangentensystem iiberhaupt durch Glei- 


chungen von der Form § I. (1) mit zwei homogenen Parametern 4, u 
gegeben ist, 


ox; = fi(du), 
kann man ein Biischel von rationalen Linienflichen »—1. Ordnung 
af, al; 
(3) MK ha FAG 


zuordnen, welche die gegebene Curve zur Haupttangentencurve haben *), 
Jede dieser Flichen besitzt eine ausgezeichnete singuliire Erzeugende, 


*) Math. Annalen Bd, VIII, S, 117. 
Mathematische Annalen, XIII. 
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(es ist die Tangente 4 = 4,, u —,), sie heisse die Polarfliche der- 
selben. Schneidet man gleichzeitig das Tangentensystem der Curve 
und die Erzeugenden der Polarfliche durch eine Gerade z, so hat man 
die Gleichungen: 


Gf)=0, m (Zhe) +4, (fF 2)=0, 


von denen die zweite die erste Polare der ersteren in Bezug auf das 
Element 4 = 4,, # =m, ist. Ferner wird jede Gerade des Raumes 
2(n—2) Polarfliichen beriihren; den Beriihrungspunkten entspricht die 
Hesse’sche Covariante von (¢f) = 0. Ebenso bilden die oo? Haupt- 
tangenten und Doppeltangenten der Polarflichen Complexe, deren 
Gleichungen durch die beiden. Invarianten ausgedriickt werden, deren 
Verschwinden anzeigt, dass erste Polaren mit einem dreifachen oder 
zwei doppelten Verschwindungslementen fiir eine Form vorhanden 
sind, u. s. w. 

Fiir die Raumeurve R, finden diese Betrachtungen ohne Weiteres 
Anwendung auf die Beriihrungspunkte zugehériger Tangenten. Die 
Polarfliiche einer Tangente wird von den Geraden des Complexes (a2) 
gebildet, welche die Curve urd jene Tangente treffen; sie ist eine 
Cayley’sche Linienfliche dritter Ordnung, deren Axe jene Tangente 
ist. Um also fiir die biquadratische Form 4,, 4,, 4,, 4, die erste 
Polare von A zu construiren, durchschneide man die Cayley’sche 
Flache zu der Tangente 4 mit einer der Treffgeraden der vier Tan- 
genten, die drei von derselben getroffenen Erzeugenden bestimmen auf 
der Curve die gesuchten Punkte. In ahnlicher Weise erhilt man 
die Hesse’sche Form des Quadrupels vermége der vier Cayley’schen 
Flachen, welche die (beiden) Treffgeraden beriihren; die vier Erzeu- 
genden, an denen die Beriihrung stattfindet, treffen die Curve in Punk- 
ten der Hesse’schen Form zu 4, 4,, 4,, A. 

Endlich bilden die Haupttangenten siimmtlicher Cayley’scher 
Flichen den Complex j = 0. Jede Haupttangente der Polarflichen wird 
von vier Curventangenten so getroffen, dass das Doppelverhiltniss der 
Beriihrungspunkte harmonisch ist*). 

4) Wir betrachten endlich das Sehnensystem der R,. Hin linearer 
Complex mit den Coefficienten z; kann so beschaffen sein, dass zwei 
seiner Strahlbiischel zugleich Biischel von Hauptstrahlen der Curve 
sind. Die Coefficienten z; sind dann gegeben durch die Gleichungen: 
(4) ema; —20(u+) + ol(u+r)*+2u0) —2dwr uty) 

+ ep?v? + ad 


mit drei nicht homogenen Parametern 4, uw, v. 


*) Die Geraden des Complexes j = 0 lassen sich also in «* Tangentensysteme 
von R, zusammenfassen. 
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Es giebt also co* solcher Complexe. Unter ihnen befinden sich . 
oo? specielle, deren Axen die Sehnen der Curve (resp. Doppeltangenten 
der Developpabelen) darstellen. Sie entstehen aus (4), wenn man setzt: 


1 
d= + Fou. 


Um die Sehnen in irgend einer Weise zu einem Hyperboloid zusam- 
menzufassen, setze man zwischen den Parametern u, v die Gleichung fest: 
(5) a(uv) + Bu+r) +y=0. 

Man erhiilt so oo? Sehnenhyperboloide. Die Form der Gleichung (5) 
zeigt, dass die Erzeugenden dieser Hyperboloide die Curve in Punkten 
einer Involution treffen, welche bestimmt ist, sowie zwei Paare ent- 
sprechender Werthe u,, 7,3; M), %, d. h. irgend zwei Sehnen ge- 
geben sind. 

Man betrachte nun w, v als Parameter der Punkte eines Kegel- 
schnittes. Die Erzeugenden eines Sehnenhyperboloides bilden sich dann 
ab als die Geraden des Biischels, welches zu den Geraden gehort, 
welche die Punkte u,, v,; u., ¥2 des Kegelschnittes verbinden. Ebenso 
vermitteln die Geradenpaare ,, 2; fy, V,, SOWIE (,, M5 V1, Yo Zwei 
andere Hyperboloide. Betrachtet man die vier Punkte w,, 7,, w., V2 
als eine biquadratische Form auf dem Kegelschnitte, so wird die Co- 
variante sechsten Grades 7’ bekanntlich gebildet durch die Beriihrungs- 
punkte der Tangenten, welche von den Durchschnittspunkten der Gegen- 
seiten des vollstindigen Vierseits u,,v,, ¢., ¥, auslaufen*), Da diese 
Punkte ein harmonisches Polardreieck in Bezug auf den Kegelschnitt 
bilden, so gehen die Verbindungslinien der Punkte von 7 durch je 
zwei derselben. Uebertriigt man diese Verhiiltnisse auf die R,, so hat 
man folgenden Satz: 

Je vier Punkte 4,, 4,, 4,, 4, auf der R, bestimmen drei Sehnen- 
hyperboloide H,, H,, H, durch die Paare der Gegenkanten des 
Tetraeders 4), 4,, 4, A43. dene drei Hyperboloide schneiden durch 
ihre Erzeugenden oo‘ analoge Tetraeder auf der Curve aus, deren Ecken 
das covariante Biischel von Formen vierter Ordnung zur gegebenen Form - 
Ay» Ay, 4a, Ay dilden. Und die drei Paare von je zwei Punkten, in 
denen je eine der Erzeugenden von H,, H,, H, zur Curventangente 
wird, bilden die Covariante T. 

Die allgemeinere projectivische Beziehung 

auv-+ pu+yv+d=—0 
vermittelt dagegen Linienflichen vierter Ordnung, fiir welche die R, 
Doppelcurve ist; diese Flichen sind nicht die allgemeinsten dieser Art, 
da nur zwei ihrer Erzeugenden von der Doppelcurve beriihrt werden, 


*) Vgl. Salmon, Algebra, § 216. 


16 * 
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sie sind dadurch ausgezeichnet, dass je vier Erzeugende derselben die 
Doppeleurve in zwei Gruppen von vier Punkten gleichen Doppelver- 
hiltnisses treffen. Die allgemeinsten Linienflichen vierten Grades, fiir 
welche die R, Doppeleurve ist, entstehen, wenn man aus der Sehnen- 
schaar diejenigen Sehnen auswihlt, welche einem linearen Complex 
angehéren, d. h. wenn man den Gleichungen (4) die lineare Gleichung 
(kz) = 0 zufiigt. 


§ III. ‘ 


Ueber eine Zuordnung der Geraden des Raumes in Bezug auf die 
speciellen Complexe /,, /.. 


1) Bei einer anderen Gelegenheit wurde bereits gezeigt, dass in 
Bezug auf einen speciellen Complex zweiten Grades die zugeordnete 
Gerade einer Geraden deren conjugirte Polare in Bezug auf die von 
den Geraden des Complexes umhiillte Fliiche zweiten Grades ist*). 
Wir untersuchen hier die Art der Zuordnung, welche der specielle 
Complex dritten Grades begriindet. 

Dabei geniigt die Betrachtung einer der Formen /, oder /,, da 
beide sich dual entsprechen; wir nehmen an, dass: 


f=f,=«@— V6j=0 
etwa die Strahlen der R, darstelle. 
Vor allem ist die Gleichung 44 — B=0 zu bilden. Dazu ent- 
wickeln wir die folgenden Identitiiten. 
Man findet zunichst: 


(1) +6 ax (Ga) = > (ce) , 


d. h.: der Complex j hat zu singuliiren Geraden die Hauptstrahlen der 
Curve. Ferner ist: 


® Bls)-* Dewm)-° 


Wird weiter (ae) = — (aa) = m = so ist: 
0 
(3) ie Ba,%a; —- V6 “2 


k 
(4) > (oz) =MX, M=9m?(2(ax)? +mX]. 

Es ist demnach f in der Normalform gegeben. Bezeichnet man 
ferner die Werthe der ersten Differentialquotienten fiir das Argument 
a + A i mit [ae |, so ist nach dem Taylor’schen Satze unter 
wats. der Identitit (4): 








*) Math. Annalen Bd. X, S. 166. 
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” [AE] ih + afew xa} aes +975, 





eM of eM of #f aM 
+a >’ On, Om, +z 2 zi Doe 0x, ae 0x,0%, Ox, |. 
Da ferner: 


(6) eM @f _§m [67 — 12 (a2) 5], 


Ox, Ox, 
so ist fiir alle Geraden des Complexes selbst: 
O [sel ae OO — FW) t (aM — 54 m2? (@2y'). 
Hieraus hat man: 
(8) A = 18m?A(ax)? [1 — 3Am(ax)], 

B= [1 + 3am(az)] (1 — 3Am(azx)). 

Setzt man noch zur Abkiirzung 34m(ax) =z, so ist die Gleichung 
dritten Grades: 
(9) 4A— B=(1—2z)?(l1—22)=0. 
Sie hat die Doppelwurzel z= 1, die einfache z= 4, und man kann 
dann leicht constatiren, dass: 


ic 0 
. 1 aan 
| $a; et oY m 


5a; | iat 
1 = ev; 
ko += Salea) 


d. h. dass die Differentialquotienten von f fiir die Coordinaten einer 
Tangente der Curve verschwinden, fiir die einer Sehne dagegen der 
letzteren selbst proportional sind. Da das Doppelverhiiltniss der Cur- 
ventangente zur Sehne in dem Biischel aus « und dem zugeordneten 








Strahle ff. den Werth 2 hat, so liegen jene vier Geraden harmonisch 
und man hat den Satz: 

Die zugeordnete Gerade zu einem beliebigen Strahle x, welcher der 
Curve in einem Punkte begegnet, dessen Tangente t ist, ist die vierte har- 
monische zu x und t und der in der Ebene von x und t gelegenen Sehne 
der Curve. 

2) Man kann hieraus leicht eine Construction der einer beliebigen 
Geraden des Raumes 2 zugeordneten § ableiten. Da die Gleichung: 


(10) b= 5h 


die €; als quadratische Functionen der 2; bestimmt, so entspricht einem 
Biischel von Geraden 2; ein Hyperboloid von Geraden §. Das Doppel- 
verhiltniss von vier Geraden des Biischels ist demnach gleich dem der 
entsprechenden Erzeugenden, die Transformation (10) hat in gewissem 
Sinne die Eigenschaft, die Doppelverhiltnissbeziehungen ungeandert zu 
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> 
lassen, wie dies tiberhaupt bei jeder Transformation der Fall sein wird, 


welche an Stelle der Linieucoordinaten quadratische Functionen der- 
selben setzt*). 


Setzt man statt 2; y;-+ 42;, so ist: 


= #. a Or 
(1) me +24 DS aay +e Deer: dy,0y,0%, | 
Ist daher y; eine Tangente der R,, so verschwinden nach (9) die — ae 





und dem Biischel der Geraden y; + Az; entspricht wieder ein Biischel 
von Geraden £. 

Allen Geradenbiischeln , in denen sich eine Tangente der R, befindet, 
ordnet demnach die Gleichung (10) wieder lineare Biischel zu. 

Um nun die zugeordnete Gerade von z zu construiren, kann man 
demnach folgendermassen verfahren. Man bestimme die vier Tangen- 
ten 4), 4;, 4,, 4,, welche ¢ in den Punkten a,, a,, a,, a, treffen. 
Ist nun etwa 6, der Schnittpunkt der Ebene 4,2 mit der Curve, so 
suche man die zugehérige Gerade zu dem Strahle a,b,. Diese trifft 
die Schmiegungsebene von 4, in einem Punkte a,, dem Centrum des 
dem Biischel 4,2 zugeordneten Biischels. Die Wiederholung dieser 
Construction an den Punkten a,, a,, a, liefert drei weitere Punkte 
&,, G@,, a3. Alle diese Punkte « liegen in einer Geraden, niimlich in 
der zugeordneten §. 

Auf demselben Wege kann man die zugeordnete Gerade €’ der 
zweiten Treffgeraden z des Systems 4,, 4,, 4,, 4, erhalten. Die Ge- 
raden €, ¢° werden von demselben Tangentensystem uy, fy, bo, Ms ge- 
schnitten und liegen mit z, 2 auf einem Hyperboloide. Es mag noch 
hinzugefiigt werden, dass, wenn man an Stelle des sich auf die Curve 
beziehenden Complexes den der Developpabelen zu Grunde legt, sich durch 
die dualistische Construction dieselben beiden Geraden €, &’ ergeben, nur 
so, dass jetet der 2 die €' sugeordnet ist und umgekehrt. 

Die Gleichung (5) liefert fiir die Coordinaten der Geraden, welche 
wiederum der £ zugeordnet ist: 


7 ae 7] oM OM Of | 
= ah... wie 3, M+ 3f,, + # “> Oz, 02, 
Daher ist im Allgemeinen die Zuordnung 2, § keine gegenseitige. Dies 
tritt, von dem speciellen Falle der Sehnen abgesehen, welche sich selbst 
zugeordnet sind, nur dann ein, wenn (az)=—0, d. h. wenn z dem 
linearen Complexe der Rawmcurve angehért. 
Alle Geraden des Complexes (#7) = 0 sind sich daher eindeutig 


*) Insbesondere gilt dies also auch von der Transformation, welche Herr 
Lie in seiner Arbeit: ,,Partielle Differentialgleichungen und Complexe‘, Math. 
Annalen Bd. V, p. 164, betrachtet hat. 
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umkehrbar zugeordnet in Bezug auf den Complex j =0. Die Eindeu- 
tigkeit der Beziehung hort nur auf fiir die Hauptstrahlen der Curve; 
jedem derselben ist die zugehérige Curventangente zugeordnet, wihrend 
letzterer umgekehrt alle Hauptstrahlen entsprechen. Man hat also ge- 
wissermassen eine Cremona’sche Transformation des Complexes (a x)—0 
in sich selbst, bei welcher die Hauptstrahlen einer R, als fundamentale 
Congruenz auftreten. Ks ist freilich leicht, beliebig viele solcher Trans- 
formationen anzugeben, wenn man den linearen Complex zuerst auf 
die Punkte des gewéhnlichen Raumes abbildet und in letzterem eine 
eindeutige Transformation ausfihrt. 

Wir erwihnen noch die Construction der zugeordneten Geraden, 
wenn z dem Complexe (@x) = 0 angehiért. Die Gerade a,b, ist dann 
ein Hauptstrahl der Curve, dem die Tangente von b, zugeordnet ist, 
und der Punkt «, ist die vierte Ecke des Tetraeders U, welches zu den 
Punkten 4), b, gehért. Diese Construction lisst ohne Weiteres den 
eindeutig umkehrbaren Charakter der Zuordnung erkennen. 

Dass die vier mehrfach erwihnten Punkte a, «,, @,, a in einer 
Geraden liegen, ist ein an und fiir sich bemerkenswerther geometrischer 
Satz, den man in mehreren Formen aussprechen kann. Indem man 
andere Constructionen fiir die zugeordnete Gerade aufsucht, erhalt man 
eine grosse Zahl von Theoremen iiber die R,. Von diesen mag nur 
ein einziges erwihnt werden: Legt man durch eine Gerade z des Com- 
plexes (ax) = 0 eine Ebene, so liegen in derselben drei Hauptstrahlen 
der R,, welche sich in einem Punkte der z schneiden. Die zugehdri- 
gen Tangenten bestimmen ein Hyperboloid, und die co! Hyperboloide, 
welche den Ebenen des Ebenenbiischels um 2 entsprechen, haben scimmtlich 
eine Erzeugende gemeinsam, niimlich die zugeordnete € von 2. 

3) Ein besonderes Interesse erlangt endlich die Zuordnung der 
Geraden z, € durch den folgenden Satz: Wird eine beliebige Gerade z 
von vier Tangenten 2,, 4,, 4., 4, der R, getroffen, so wird die zuge- 
ordnete € von vier Tangenten Uy, My, Moy Us geschnitten, deren Beriih- 
rungspunkte die Hesse’sche Covariante zu denen der vier ersten Tan- 
genten bilden. 

Denn die vier Wurzeln 4,, 4,, 4., 4, bestimmen sich aus der 
biquadratischen Gleichung: 

(12) (az) + 4(bz)A + 6 (ez) A? + 4(dz)d3 + (ez) At = 0. 

Da nun: oe 
& = 3(ae)?a, +762, 

so hat man: 


(at) = (az) (cz) — (be), 
(bg) = 4 {(a2) (dz) — (bz) (ez}, 
(cf) = 4 {2(b2) (dz) + (az) (ez) — 3(cz)?} , 
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(dg) = 4 {(e#) (bz) — (dz) (b2)}, 
(ef) = (ez) (cz) — (dz)?. 


Demnach bestimmt die Gleichung: 


(13) (af) + 4 (08) mu + 6 (cb)u? + 4 (df) u* + (ef) ut = 0 

die Hesse’sche Form von (12). Die vorigen Betrachtungen enthalten 
zugleich die Lésung der Aufgabe: Auf einer Raumcurve dritter Ord- 
nung zu vier gegebenen Punkten die Punkte der Hesse’ychen Co- 
variante zu construiren. ‘ 

Es ist vielleicht nicht uninteressant, hiernach die folgenden geo- 
metrischen Siitze algebraisch zu interpretiren. 

1) Die Zuordnung z, € ist reciprok, wenn ¢ dem linearen Com- 
plexe (ax) angehért. Das heisst: die Hesse’sche Form der Hesse’- 
schen Form ist wieder die urspriingliche Form, wenn fiir die letztere 
die Invariante ¢ verschwindet. 

2) Die zugeordnete € eines Strahles der Curve ist wieder ein Strahl 
derselben, der von dem niimlichen Punkte ausliuft. Hat demnach die 
Form (12) eine Doppelwurzel, so ist dieselbe auch Doppelwurzel fiir 
ihre Hesse’sche Form. 

8) Die Zugeordnete einer Sehne der Curve ist die Sehne selbst. 
Die Hesse’sche Form ist von der Originalform nur um einen con- 
stanten Factor verschieden, wenn letztere zwei Doppelwurzeln besitzt. 

4) Weiter ergiebt sich unmittelbar: Die Hesse’sche Form einer 
Form mit dreifachem Wurzelfactor ist vierte Potenz desselben Wurzel- 
factors; sie verschwindet identisch, wenn die Form einen vierfachen 
Factor hat. 


Wir betrachten noch das Hyperboloid der Geraden z, 2’, &, €. 
Alle Geraden der anderen Erzeugung desselben werden von den Tan- 
genten der Curve aquianharmonisch getroffen, weil sie dem Complexe 
(ax) angehéren. Die Erzeugenden der néimlichen Schaar dagegen wer- 
den von Tangenten der Curve getroffen, deren Beriihrpunkte die cova- 
riante Schaar f + kH =O bilden. Unter diesen Erzeugenden finden 
sich drei Sehnen der Curve, welche, wie eine sehr einfache Rechnung 
zeigt, durch die drei Wurzeln der cubischen Resolvente: 


ee 2 ee Pe 
a4 7" 1=0 


bestimmt sind, und die sechs Curvenpunkte auf diesen drei Sehnen 
bilden wieder die Form 7’. 


Darmstadt, im November 1877. 




















Neuer Beweis eines Fundamentaltheorems aus der Theorie 
der Substitutionslehre. — 
Von 


E. Netrro in Berlin. 


So einfach der Lagrange’sche Fundamentalsatz der Substitutions- 
theorie: ,,dass die Ordnung einer Gruppe durch die Ordnung jeder in 
thr enthaltenen Gruppe theilbar sei‘ in seinem Beweise sich stellt, so 
versteckt liegt der Beweis fiir die durch Cauchy gegebene Umkehrung: 
»dass wenn die Ordnung einer Gruppe durch eine Primzahl theilbar 
ist, die Gruppe eine Substitution jener Primzahlordnung enthalte.“ Er 
stiitzt sich auf zwei Hiilfssiitze, von denen der eine die Beziehung 
zwischen zwei Gruppen untersucht, welche keine aihnlichen Substitu- 
tionen enthalten, wihrend der zweite die Existenz einer Gruppe der 
Ordnung p/ und des Grades n darlegt, wo p! die hichste n! theilende 
Potenz der Primzahl p ist. In gliicklicher Weise hat Herr Sylow*) 
den Cauchy’sehen Satz dahin erweitert: ,,dass wenn die Ordnung einer 
Gruppe durch eine Primzahlpotenz theilbar ist, die Gruppe eine andere 
von der Ordnung jener Primzahlpotenz enthalte. Sein Beweis stiitzt 
sich auf den des Cauchy’schen Satzes; es schien daher wiinschens- 
werth eine davon unabhingige und wenn mdglich einfachere Darlegung 
dieses allgemeinen Theorems zu geben. Das soll im Folgenden ge- 
schehen. Der Beweis beruht allein auf dem zweiten oben angefiihrten 
Cauchy’schen Lemma, dessen Ableitung der Kiirze halber tibergangen 
ist. Es findet sich dieselbe z. B. in dem Traité des Substitutions etc. 
§. 41 des Herrn C. Jordan. — 

Enthilt die Gruppe G des Grades m und der Ordnung k eine 
andere Gruppe der Ordnung p”, so kann man diese so gewahlt denken, 
dass in G keine andere Gruppe eines Grades p? vorhanden ist, wo 
B > wire. g sei nun eine Function der » Elemente 2,,--- %,, 
welche fiir alle Substitutionen von G und nur fiir diese ungeandert 
bleibt; dann wird fiir alle méglichen Substitutionen der Gréssen x die 


‘ : ! : 
Function g im Ganzen > verschiedene Werthe g,, @s,, Ps, °° * an- 





*) Siehe diese Zeitschrift. Bd. V, S. 584—594., 
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nehmen, wo g,, aus g durch Anwendung der Substitution s, entstan- 
den sein mége. — Ist nun p/ die héchste Potenz von p, welche n/ 
theilt, so kann man eine Gruppe H der » Gréssen x von der Ordnung p/ 
aufstellen. w sei eine nur fiir die Gruppe H unverinderliche Function; 
unter den mdglichen Werthen von @ und y seien g, und ¥, so ge- 
wahlt, dass die Ordnung p* der Gruppe [,, welche diese beiden Func- 
tionen ungeindert lisst, méglichst gross ist. 

Sind ferner a und } unbestimmte Constanten, so wird ag, + by, 


fir die Substitutionen der x unter sich = verschiedene Werthe an- 
nehmen, da es nur fir die p* Substitutionen von [,, welche den 
Gruppen G, und H, gleichzeitig angehéren , ungeindert bleibt. Giebt es 


nun unter den =. s moglichen Werthen ag,+)v, (2 =1... Tr 


po=l--- +) andere von den aus ag, + by, erlangten verschie- 


dene, z. B. ag,,+ by,,, so kommt unter denselben auch aq,,, ,- 
+ dvs, 5 = @Y, + by nicht vor. Diese Function ag, + by, giebt 


' 


fiir die Substitutionen der x Werthe, wenn die Ordnung der Gruppe, 


welche g, und y gemeinsam ungeindert lisst, p? ist. Der Annahme 


nach ist B<a@. Giebt es ausser diesen oe + "! Ausdriicken noch 
Pp 


andere ag, + by,» so kann man in gleicher Weise fortfahren und 
erhalt, da sich offenbar keiner der Ausdriicke wiederholen kann, 





ni onl n! n! n! 
- . ro = yp - pP a  — =a pe . s, 
wo s eine ganze Zahl ist, da p*>p’, py, --- sein muss. Diese 


Gleichung ergiebt aber 


p*-ni=pl -k-s. 
Die héchste Potenz von p, die links vorkommt, ist p*t+/, k kann 
daher héchstens durch p* theilbar sein. Andrerseits muss k nach dem 
Lagrange’schen Satze mindestens durch p* theilbar sein; daraus folgt, 
dass k = p*- x ist, wo x zu p relativ prim ist. Folglich ist «a = @; 
was zu beweisen war. 

Die weiteren von Herrn Sylow (I. c.) gezogenen Schliisse tiber 
die Ordnung k von G ergeben sich unmittelbar in derselben Weise wie 
dort, nur mit der Vereinfachung, dass wir bereits wissen, x habe 

keinen Factor p. 


Berlin, 22. November 1877. 
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Notiz tiber Convergenz von Integralen mit nicht verschwinden- 
dem Argument. 
Von 
P. pu Bors-Reymonp in Ttbingen. 


Zwischen Reihenconvergenz und Convergenz von Integralen besteht 
der auffallende wenn auch unwesentliche Unterschied, dass das Glied 
einer convergenten Reihe schliesslich verschwinden muss, wihrend ein 


Integral J daf(«) convergent sein kann » ohne dass f(co) Null ist. *) 


Lejeune-Dirichlet machte hierauf aufmerksam, und fiihrte als Bei- 


spiele die Integrale 
fae sin(@)’, Jaq cos (a)? 
0 0 


an.**) Spiiter wurde von Riemann***) ein Beispiel dafiir gegeben, 
dass f(a) im Unendlichen sogar unendliche Werthe zulassen kann, ohne 
die Convergenz des Integrals auszuschliessen. Sein Beispiel lautet: 


a 


: 1 a = | 1 
feel cone +—e" sine*)= f (cos ef + Be? sin e*) = | acose” . 
0 1 0 


Beide Beispiele sind aber Integrale, deren Convergenz nur durch 
die Zeichenwechsel der Function zu Stande kommt, wie dies beim 
zweiten u. A. offenbar wird, wenn man die Substitution « log y = 1 
einfiihrt, durch die es in dies Integral 


*) Auffallend ist dieser Unterschied nur, so lange man irrthiimlicherweise 


nan 
das Glied w, der Reihe S., mit der Function f(~) im Integral J daf(«) ver- 
p+t 
gleicht. Mit dem Gliede u, sind nur Ausschnitte des Integrals wie Je daf(«) fiir 


P 
ins Unendliche zunehmende ganzzahlige p zu vergleichen. Solche Ausschnitte 
miissen aber, falls das Integral convergiren soll, ebenso gut verschwinden, wie 
das Glied u, der convergenten Reihe, 

**) Crelle’s Journ. Bd. 17, pag. 60, Anm. 

***) Riemanns gesammelte Schriften, pag. 230. 
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2 > 
cosy , siny 
Jor Gigs r logy 
log = 
iibergeht, dessen zweiter Theil bedingt convergent ist. 
Gleichwohl ist leicht einzusehen, dass die Function f(a) auch ohne 


Zeichenwechsel und bei unbedingter Convergenz des Integrals fa af (c) 


nicht Null zu werden braucht. Es sei f(a) z. B. Null, ausser in den 


Intervallen p — 0, ---p-+ 4p, wo p die ganzen Zahlen, die 0, gegen 
Null abnehmende Strecken vorstellen; in diesen Intervallen sei sie 


gleich h,, so ist ihr Integral > 26php. Hier kann man, unter An- 


nahme der Convergenz der Reihe = O,hp, die h, beliebig rasch wach- 
sen und unendlich werden lassen, wenn die 6, nur entsprechend ab- 
nehnen. 

Theoretisch ist dies zwar sehr einleuchtend, dem Docenten pflegt 
es aber angenehm zu sein, fiir ein derartiges Verhalten iibersichtliche 
Beispiele mit gewdhnlichen stetigen Functionen zur Verfiigung zu 
haben. Leider ist ein Beispiel, das ich dafiir gelegentlich angegeben, 
fehlerhaft*), und wird, berichtigt, ziemlich complicirt. Ich ziehe es 


daher vor, ein anderes iibrigens viel einfacheres hier mitzutheilen. 
Es lautet: Das Integral: 


fae ae @sin’a 


ist convergent, wihrend «e—“%™« fiir positive « positiv ist und fiir ganz- 
eahlige — den Werth « erhiilt, also mit « unendlich wird. 
Dies Integral ist ein besonderer Fall des allgemeineren Verhaltens: 


Wenn, unter (a) und (a) Functionen gedacht, die mit « ohne Maxima 
unendlich werden, fiir hinreichend kleine Werthe von a das Integral: 


va® (a-+a) 
f Vo (a) 


convergirt, so convergirt auch das Integral: 


fa p(a)e—v(a)sin’a | 


Die vorstehende Bedingung ist erfillt fiir p(a) = a, (a) = a2t4, 
und ergiebt das vorige Beispiel fiir » = 1. 





*) Zeitschrift fiir Mathematik, herausgeg. von O. Schliémilch u, Cantor. 
Darauf, dass jenes Beispiel fehlerhaft sei, bin ich durch Herrn Thoma aufmerk- 
sam gemacht worden, welcher kiirzlich ebenfalls ein schematisches Beispiel fiir 


die in Rede stehende Convergenzeigenthiimlichkeit mitgetheilt hat. (Kleinere 
Mittheilungen in Schlémilch’s Zeitschrift.) 
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Man beweist diesen Satz, auf den auch die Theorie der trigono- 


metrischen Reihen fiihrt, direct durch die gebriiuchlichen Zerlegungen 
wie folgt: 


Wenn c < > 


3» So ist im Intervall —1<a<+1 

sin?« > ca?, 
Denn wenn fiir — 1<a@<-+ 1 die Ungleichheit 1 — = +-->YVe 
stattfinden soll, so wird sie jedenfalls erfiillt sein, wenn 1 — . >s¢, 
umsomehr wenn 1 — > ¢ ist. 


Dies vorausgeschickt, zerlegen wir das Integral: 


n 
. 


[deg (@)ersire-wee 
in Stiicke der Formen: 
pate, (P+I)t7—ey44 
a ? ao ? 
pR—ey pe+e'y 


und setzen fest, dass ¢ und ¢&, eine beliebig klein anzunehmende 
Grésse ¢ nicht unterschreiten. 


Es wird is convergent sein, wenn 


‘ [aap (eee 


convergent ist, unter w eine beliebig kleine Zahl verstanden. Die 
Theile j, unterwerfen wir folgenden Umformungen. 
Wir setzen: 





pa+e'y +p . 
jo= [ac y (a) e— sine .w(a) = fae gp (pat a)e— sie. (p7+a), 
pat — 


und wenn wir annehmen, dass ¢, und ¢, < 1 sind, ist: 
i 
Jp < [deg (px+e) ec. (pa+a) | 
ae 


Wenn ausserdem y(a) ohne Maxima wiichst, so ist das Integral rechts, 
welches man schreiben kann: 


; +"p 
otrnen) fear or vert 
—& t 


kleiner, als wenn fiir y(pa-+a) sein kleinster Werth »(p2x—é,) 
gesetzt wird, woraus folgt: 








en 
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++'p Vev(pe =e) 


. (px+ a) — a? 
<< P\ Pare = d a é a , 
Jp Vcv(px— &y) fe 


— tp Vow (p= — 2p) 
worin man, wenn auch @ nur wiichst, statt g(pa-+«,) schreiben darf 
yp (px+ >). 

Ist demnach: __ p(pa+e,) 
«V9 (P= &) 
das Glied einer convergenten Reihe, so ist auch Dip convergent, und 
mit der Summe der j, ist auch die Summe der j, convergent. 

Diese Bedingung lisst sich anders formuliren. Ist 4 der grésste 
Werth, den die ¢,, ¢, tiberhaupt annehmen, so reicht es aus, dass 

_9(PE+n) 

Vo(px—n) 
fiir einen beliebig kleinen Werth von y das Glied einer convergenten 
Reihe sei. 


Das wird aber wiederum eintreten, wenn das Integral: 


fe _9(a+n) 
Ve(a—n) ’ 


convergent ist, und da y beliebig klein sein kann, so folgt (indem 
man unter dem Integral a statt a—y schreibt) die Bedingung, dass 


das Integral: 2 
J da —7(@+4) 
Vo(a) ’ 


convergent sein miisse flir irgend ein von Null verschiedenes aber 
beliebig kleines a. 
Setzen wir z. B.: 
¥(@)— a, g(2) = 2", 
so ist die Bedingung erfiillt, z. B. wenn: 


(a-+a)” 1 
a” ~ ee? 


Ip ‘ 


d.d.n—m>2, odern>m-+ 2, 
so dass: 


ao 
fac a™ e— sin? @. a2 (m +2) 


convergent ist, und fiir m1 kommt unser obiges Beispiel heraus. 
Hinzuzufiigen ist nur, dass die Function g(x) und mit ihr die 
unendlich werdenden Werthe der zu integrirenden Function beliebig 
stark unendlich werden kénnen. Es wird sich stets eine Function 
w(x) angeben lassen, fiir welche die Bedingung erfiillt ist. 
Tiibingen, December 1877. 




















Neumann’s Untersuchungen tiber das Logarithmische und 
Newton’sche Potential. *) 


Referat des Verfassers. 


Alles was iiber die Theorie der nr Differentialgleichung 


(1) Oe oe eT ales, 8) 


heutzutage he steht in engem Zusammenhang mit gewissen all- 
gemeinen Untersuchungen iiber Gravitation, Elektricitit und Magnetis- 
mus; basirt also auf der Betrachtung einer Materie, welche beliebig 
im Raume vertheilt werden kann, und welche, was ihre einzelnen 
Theilchen betrifft, dem Newton’schen Gesetz: 
selbe) dem Newton’schen Potential™): 
(2) + 
sich subordinirt. 

In ganz analoger Weise wird offenbar die Theorie der partiellen 
Differentialgleichung 
@) ort Sa fe, 9) 
in Zusammenhang tiie werden kénnen mit der Theorie einer 
gewissen fingirten Materie, welche beliebig in der Ebene sich aus- 
breiten lasst, und deren einzelne Theilchen nach dem Gesetz: “, 
d. i. nach Maassgabe des Logarithmischen Potentials***): 








an oder (was das- 





*) Leipzig, im Verlag von Teubner, 1877. 
**) Der Verf. des vorliegenden Werkes nennt das dem Newton’schen Gesetz 
entsprechende Potential kurzweg das Newton’sche Potential. 
***) Die Potentiale (2) und (4) sind in ganz analoger Weise gebildet. Be- 
zeichnet man nimlich die repulsive Kraft zwischen zwei Massentheilchen m und wu 
mit R, und das Potential der beiden Theilchen auf einander mit V, so ist 


in der einen Theorie: in der andern: 








_ mu _ me 
££’ E? 
V=mulog 7, v—, also im 
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1 
(4) mu log x 
auf einander wirken. 


Diesen. beiden Theorien, welche man kurzweg die des Newton’schen 
und die des Logarithmischen Potentials nennen kann, ist das vor- 
liegende Werk gewidmet. Dasselbe hat im Ganzen eine dreifache 
Tendenz, nimlich erstens eine strengere Begriindung einzelner Theile 
aus der Theorie des Newton’schen Potentials, zweitens eine weitere 
Ausdehnung und Vervollstiindigung dieser Theorie, endlich drittens 
eine analoge Entwickelung der Theorie des Logarithmischen Potentials. 


Man wiirde sehr irren, wenn man glauben wollte, dass diese beiden 
Theorien in aller Strenge einander analog seien, dass etwa jeder Satz 
der einen unmittelbar auf die andere sich iibertragen lasse. Begeichnet 
z. B., um an einen bekannten Satz aus der Theorie des Newton’schen 
Potentials zu erinnern, 6 eine gegebene geschlossene Fliche, und V 
das Newton’sche Potential irgend welcher unbekannten innerhalb o 
gelegenen Massen, so wird dieses Potential fiir alle Punkte ausserhalb 
6 eindeutig bestimmt sein, sobald nur seine Werthe auf 6 selber gegeben 
sind. Versucht man aber zu diesem Satz den analogen Satz der Ebene 
d. i. des Logarithmischen Potentials zu finden, so wird man auf nicht 
unerhebliche Schwierigkeiten stossen, — ja in Zweifel gerathen, ob 
ein solcher iiberhaupt existire*). 


einen, wie im andern Falle: 


; dE 


Beiliufig sei bemerkt, dass der Verf. auf die Wichtigkeit der Theorie des 
Logarithmischen Potentials bereits im Jahre 1861 hingewiesen hat, in seiner Ab- 
handlung im Borchardt’schen Journal, Bd. 59, Seite 335. In der That diirfte 
dieser Theorie unter den verschiedenen mathematischen Disciplinen eine hervor- 
ragende Stelle einzuriiumen sein, theils in Folge ihrer Beziehung zur allgemeinen 
Functionentheorie, namentlich zum Dirichlet’schen Princip und zur Theorie der 
conformen Abbildung, theils in Folge ihrer Beziehung zu gewissen hydrodyna- 
mischen Problemen (Bewegung des Wassers in einer Réhre von gegebenem Quer- 
schnitt), theils in Folge ihrer Beziehung zu bekannten elektrodynamischen Problemen 
(Durchgang des elektrischen Stromes durch eine diinne Metallplatte von beliebiger 
Form), theils endlich in Folge von mancherlei Anregungen, die in ihr fiir die 
Weiterentwicklung der Theorie des Newton’schen Poteutials enthalten sind. 

*) So ist z. B. der Satz falsch fiir eine Kreislinie c vom Radius Kins. Denkt 
man sich nimlich innerhalb eines solchen Kreises 6 irgend welche Massen M in 
beliebiger Weise vertheilt, und im Centrum des Kreises einen Massenpunkt von 
der Grisse m, so werden die resp. von M und von M, m auf einen dussern Punkt a 
ausgeiibten Potentiale V, und W, in der Beziehung stehen: 


V, +mlog = W,, 
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Hieraus geht hervor, dass die in Rede stehenden beiden Theorien 
nicht iiberall parallel laufen, sondern mancherlei Discrepanzen dar- 
bieten. Und gerade diese Discrepanzen sind es, welche den Verf.. ver- 
anlasst haben, der so wichtigen Theorie des Logarithmischen Potentials 
eine besondere Sorgfalt zuzuwenden. 

Bei der weiteren Besprechung des vorliegenden Werkes werden 
wir Gebrauch machen von den dort angewandten Collectivbezeichnungen 
h und 7. 

In der Ebene, d. hb. in der 
Theorie des Logarithmischen Poten- 
tials médgen niimlich h und T' die 
Bedeutung haben: 


h=1, 


andererseits mégen im Rawme, 4, h. 
in der Theorie des Newton’schen 
Potentials hk und TZ folgende Be- 
deutungen haben: 
h=2, 
T = logy; | T= 5° 
Alsdann wird in der einen wie in der andern Theorie die Kraft, 


mit welcher zwei Massentheilchen m und w auf einander wirken, gleich 
mu 


me? und ihr Potential gleich muT' sein. 


| 
| 
| 





Erstes Capitel. 
Allgemeine Theorie des Potentials. 


Die 30 ersten Seiten dieses Capitels enthalten eine kurze (meisten- 
theils nur historisch gehaltene) Recapitulation der von Laplace, Green 
und Gauss in der Theorie des Newton’schen Potentials aufgestellten 
Sitze, unter Beifiigung der analogen Siatze aus der Theorie des Loga- 
rithmischen Potentials. 

Wichtiger sind die Untersuchungen des Verf. iiber die extremen 


wo r den Abstand des Punktes a von m bezeichnet, Lisst man nun den dussern 
Punkt a nach irgend einer Stelle s der gegebenen Kreisperipherie o hinriicken, 
und beachtet man, dass der Radius dieser Peripherie gleich Eins ist, so geht 
die vorstehende Beziehung iiber in V, + m log (1) = W,, d. i. in: 

A - W, sf ° 
Diese Potentiale V und W haben also auf o einerlei Werthe; auch rihren sie 
beide von Massen her, die innerhalb o liegen; und dennoch findet zwischen ihren 
Werthen fiir einen dusseren Punkt a eine grosse Verschiedenheit statt. — Kurz, 
diese Potentiale V und W zeigen deutlich, dass der in Rede stehende Satz fiir 
eine Kreislinie vom Radius Eins wnrichtig ist. 

Im weitern Verlauf des Werkes zeigt der Verf., dass dieses Beispiel einer 
Kreislinie vom Radius Eins als ein ganz singuldrer Fall anzusehen ist, und dass 
der in Rede stehende Satz, obwohl in diesem singuliren Fall ungiiltig, im All- 
gemeinen dennoch besteht. - 


XU. 17 
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Werthe des Potentials innerhalb eines gegebenen massenleeren Gebietes 
M oder 3, ferner iiber diejenigen Angaben, welche erforderlich sind, 
um das Potential innerhalb eines solchen Gebietes & oder § eindeutig 
zu bestimmen. Um niaher hierauf eingehen zu kénnen, zerlegen wir 
die unendliche Ebene durch eine ge- || den unendlichen Raum durch eine 
schlossene Curve 6 in einen itussern | geschlossene Fldche 6 in einen diusseren 
Theil & und einen innern Theil 3, | Theil %& und einen innern Theil 3, 
und bezeichnen die zu % (excl. 6) gehdrigen Punkte mit a oder a, 
ferner die zu & (excl. 6) gehérigen mit i oder j, endlich die auf 6 
gelegenen mit s oder 6. Ausserdem bezeichnen wir die Werthe, welche 
eine Function ® in diesen Punkten a, a, s, 6, i,j besitzt, resp. mit 
9, , Pa, D,, Dz, D;, O;. Solches festgesetzt, wollen wir nun die vom 
Verf. fiir die Gebiete & und § aufgestellten Theoreme in médglichster 
Kiirze und ohne weitere Begriindung anzugeben suchen*). 


Theoreme, welche das Gebiet 2 betreffen. 


Hiilfssatz. — Bezeichnet V das Potential irgend welcher theils 
auf, theils innerhalb 6 ausgebreiteter Massen, so ist 
VV, = 0 oder = +o, | V,. stets =O. 
je nachdem die Summe der das Po- | 
tential erzeugenden Massen Null oder 
von Null verschieden ist. 


Hier bezeichnet V,, den Werth des Potentiales V fiir einen unendlich 
weit entfernten Punkt. 


Theorem A. — Ist V das Potential irgend welcher auf oder 
innerhalb 6 ausgebreiteter Massen, so werden die beiden Extreme der 
Werthe V., V, (d. h. der kleinste und griésste dieser Werthe) unter 


*) All’ diese Theoreme sind vom Verf. bereits im Jahre 1870 (wenn auch 
in etwas anderer Form) publicirt werden, in den Math Annalen, Bd. III, Vergl. 
daselbst namentlich Seite 340—344 und 430—434. Uebrigens wird der sachkundige 
Leser (auch ohne weitere Angabe) sofort erkennen, wie viel von diesen Theoremen 
dem Verf. zuzuschreiben, und wieviel davon schon friiher gefunden ist. So z. B. 
findet man in Gauss’ allgemeinen Lehrsitzen Art. 26 eine Stelle, welche iiber- 
tragen in die hier angewandte Bezeichnungsweise folgendermassen lautet: 

Weim von Massen, die sich blos innerhalb des endlichen Rawmes %, oder auch 
ganz oder theilweise nach der Stetigkeit vertheili auf dessen Oberfliche o befinden, 
das Potential in allen Punkten von o einen constanten Werth = C hat, so wird 
das Potential in einem Punkte a des dussern unendlichen Raumes % 

erstlich, wenn C= 0 ist, gleichfalls = 0, 
zweitens, wenn C nicht =0 ist, kleiner als C, und mit demselben 
Zeichen wie C behaftet sein. 

Man sieht, dass diese Gauss’schen Siitze specielle Fille sind von dem Theorem 

A, des Verf. 








f 
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allen Umstiinden entweder auf 6, oder im Unendlichen, oder theils auf 
6 theils im Unendlichen anzutreffen sein*). Ist z. B. V auf 6 constant, 
= (C, befinden sich mithin auf 6 und im Unendlichen im Ganzen nur 
zwei Werthe, nimlich C und V,,, so miissen jene Extreme durch C 
und V,, dargestellt sein. Mit andern Worten: Es miissen in diesem 
Fall simmtliche V, ihrer Grésse nach zwischen C und V,, liegen. 

Theorem A’. — Ist V das Potential irgend welcher auf oder 
innerhalb 6 ausgebreiteter Massen, und ist die Summe der das Poten- 
tial erzeugenden Massen Null, so werden die beiden Extreme der 
Werthe V., V, nothwendig auf 6 anzutreffen sein**). Ist z. B. V auf 
6 constant, = C, befindet sich mithin auf 6 im Ganzen nur der eine 
Werth C, so miissen beide Extreme durch C dargestellt sein. D. bh. 
simmtliche V,, V,, sowie auch das (zu den V, gehérige) V,, miissen 
in diesem Fall zwischen C und C liegen, also mit C identisch sein. 
Aus der so erhaltenen Formel 


V.=Vua=V,=C 
folgt aber mit Riicksicht auf den vorhergehenden Hiilfssatz sofort: 
V.=V,=0=C. 


*) Der Leser wird gebeten, genau auf den Wortlaut des Theorems zu achten. 
Dasselbe sagt niimlich aus, dass die beiden Extreme mit voller Sicherheit an den 
genannten Orten anzutreffen sind, lédsst aber véllig dahingestellt, ob jene Extreme 
nicht vielleicht gleichzeitig noch an irgend welchen andern Orten anzutreffen 
seien. — Uebrigens ist zu bemerken, dass der Verf. in seinem Werke das Theorem 
mit grésserer Vollstindigkeit hinstellt. Er sagt namlich daselbst: 

Ist V das Potential irgend welcher Massen, die theils auf theils innerhalb 
6 vertheilt sind, so miissen, was die beiden Extreme K, G der Werthe V,, V, 
betrifft, zwei Fdlle unterschieden werden. 

Erster Fall: V ist‘im Gebiete & nicht wiberall =0. Alsdann kénnen jene 
extremen Werthe K, G nur auf o wnd im Unendlichen sich vorfinden; so dass 
also fiir jeden endlichen Punkt a die Formel gilt: 

(I.) K<V,<G, 
die Zeichen genommen in sensu rigoroso. 

Zweiter Fall: V ist in & tiberall = 0. Alsdann wird die Formel (I.) nicht 
mehr giiltig sein, indem die durch sie behaupteten Unterschiede der allgemeinen 
Gleichheit (d. h. dem allgemeinen Nullsein) Platz machen; so dass also an Stelle 
jener Formel folgende zu setzen ist: 

(II.) K=V,=G=0. 


Dabei ist zu erinnern, dass, wie schon oben bemerkt, unter den a die Punkte 
des Gebietes &%, exclusive o zu verstehen sind. 

In ahnlicher Vollstiindigkeit hat der Verf. in seinem Werk auch die weiter 
folgenden Theoreme angegeben. Bei dem gegenwiirtigen Referat aber schien es 
angemessen von einer solchen Vollstindigkeit zu Gunsten der grésseren Kiirze 
und besseren Uebersichtlichkeit zu abstrahiren. 

*t) Wiederum wird der Leser gebeten, genau auf den Wortlaut zu achten, 
desgleichen bei den weiter folgenden Theoremen. 


17* 


TS CS A EG EE AT Na et 


260 Neumann's Untersuchungen 


Tritt also 2u den Bedingungen des Theorems A’. noch die hinzu, dass 
V auf o constant sein soll, so werden die Werthe V,, V, simmtlich 
= 0 sein. 

Theorem A*#4, — Ist V das Potential irgend welcher auf oder 
innerhalb 6 ausgcebreiteter Massen, ist ferner die Summe dieser Massen 
gegeben, = M, wnd sollen die V, von irgend welchen auf 6 vor- 
geschriebenen Werthen f, nur durch eine unbestimmte additive Con- 
stante sich unterscheiden; so werden hiedurch siimmtliche’ V, eindeutig 
bestimmt sein, desgleichen auch der Werth jener Constanten. Ist also 
z. B. die Summe jener Massen gegeben, = M, und soll V auf 6 con- 
stant sein, so werden hiedurch simmtliche V, eindeutig bestimmt sein. 

Schliesslich ergiebt sich, und zwar in unmittelbarem Anschluss an 
das Theorem A., noch ein letzter Satz, jedoch nur fiir das Newton’sche, 
nicht fiir das Logarithmische Potential. Dieser Satz, welcher vom 
Verf. als das Theorem A®*. bezeichnet wird*), lautet folgendermassen : 


Theorem A*™, . . . . . | Ist V das Potential irgend welcher 
auf oder innerhalb 6 ausgebreiteter 
Massen, und soll V auf 6 irgend 
welche vorgeschriebenen Werthe 
| fs besitzen, so werden hierdurch stimmt- 
| liche Va eindeutig bestimmt sein. (Vg). 

_d. Nm, Werk, Pag. 35, Nr. 14.) 
Die hier in der Theorie des Logarithmischen Potentials vorhandene 
Liicke, auf welche bereits zu Anfang dieses Referates hingewiesen 
wurde, ist der Verf. erst spéter, im dritten Capitel, zu beseitigen im Stande. 


Theoreme, welche das Gebiet % petreffen. 


Theorem J. — Ist V das Potential irgend welcher theils auf theils 
ausserhalb 6 gelegenen Massen, so werden die beiden Extreme der 
Werthe V;, V;, unter allen Umstiinden auf 6 anzutreffen sein. Ist z. B. 
V auf o constant, —C, ist mithin auf o im Ganzen nur der eine 
Werth C vorhanden, so miissen jene Extreme beide =C sein. Mit 
andern Worten: Es miissen in diesem Falle simmtliche V, zwischen 
C und C liegen, also mit C identisch sein. 

Theorem J, — Ist V das Potential irgend welcher auf oder 
ausserhalb 6 ausgebreiteter Massen, und soll V auf 6 irgend welche 


*) Der Verf. hat absichtlich Bezeichnungen gewihlt, welche an den Inhalt 
der betreffenden Theoreme einigermassen erinnern. So bezieht sich z, B. das 
Theorem A*?*. auf den Fall, dass die Werthe von V auf ¢ bis auf eine additive 
Constante gegeben sind, wiihrend das Theorem A“*®*., wie auch das weiterfolgende 
Theorem J*°*., den Fall betreffen, dass die Werthe von V auf o absolut, d. h. 
volistiindig gegeben sind, 
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vorgeschriebenen Werthe f, besitzen, so werden hierdurch siémmtliche 
V; eindeutig bestimmt sein. (Vergl. das Nm. Werk, Pag. 41, No. 31.) 


Erweiterung der genannten Theoreme. ‘ 


Das bis jetzt betrachtete (der Ebene oder dem Raum angehdérende) 
Gebiet § besitzt nur eime Begrenzungscurve resp. Begrenzungsflache. 
Denkt man sich von diesem Gebiete § irgend ein in seinem Innern 
befindliches Stiick abgesondert, so wird das zuriickbleibende Gebiet 
zwei Begrenzungscurven resp. Begrenzungsflichen haben. Aus diesem 
Gebiete kann durch Wiederholung desselben Processes ein Gebiet mit 
drei Begrenzungscurven resp, Begrenzungsflichen abgeleitet werden. 
U. s. w. Wir wollen all’ diese Gebiete mit 3, genauer etwa mit 4” 
bezeichnen, der Art, dass 3 im Ganzen » Begrenzungscurven resp. 
Begrenzungsflichen besitzt. 

In ganz derselben Weise kann man das Gebiet & behandeln, in- 
dem man von demselben ein in seinem Innern liegendes Stiick ab- 
sondert; u. s. w. Die so entstehenden Gebiete bezeichnen wir simmtlich 
mit % oder 2%), der Art, dass A” im Ganzen n Begrenzungscurven 
resp. Begrenzungsflichen besitzt. 

Solches festgesetzt, ergiebt sich leicht, dass die im Vorhergehenden 
fiir & und § oder (genauer ausgedriickt) fiir XU und 3“ aufgestellten 
Theoreme iibertragbar sind auf die allgemeineren Gebiete A™ und 3. 


Anwendung der Theoreme. 


Um nun die Niitzlichkeit dieser Theoreme (theils in ihrer engeren 
theils in ihrer erweiterten Gestalt) an einem Beispiele zu demonstriren, 
wendet sich der Verf. zur Betrachtung eines ringférmigen resp. schaalen- 
férmigen Gebietes ©, also eines Gebietes ©, welches z. B. begrenzt 
sein kann 
von zwei concentrischen Kreisen, oder | von zwei concentrischen Kugelflichen, 
von zwei confocalen Ellipsen, oder | oder zwei confocalen Ellipsoidflichen, 
zwei in einander geschachtelten Qua- | u. 8. W.; 
draten, u. s. W.; ) 


und gelangt dabei zu folgendem merkwiirdigen Satz: 

Sind M und M zwei Massensysteme, welche ausserhalb © liegen 
und durch & von einander getrennt sind*), und sollen die beiden Massen- 
systeme M und M zusammengenommen in allen Punkten des Ge- 


*) Reprisentirt also z. B. € eine ellipsoidische Schaale, so wird vorausgesetzt, 
dass von jenen beiden Massensystemen M und MM das eine im innern Hohlraum 
der Schaale, das andere in dem die Schaale umgebenden ‘ussern Raum sich 
befinde, 
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bietes © ein constantes Potential besitzen, so muss jedes der beiden 
Massensysteme, einzeln genommen, diese Eigenschaft haben. (Man 
findet diesen Satz in etwas anderer Gestalt in dem Neumann’schen 
Werk ausgesprochen auf Seite 46 und 47.) 


Zweites Capitel. 


Einige Anwendungen der Green’schen Siitze.’ 


Das eben besprochene erste Capitel enthilt, ausser dem Angefiihrten, 
noch mancherlei Auderes, so z. B. eine kurze Recapitulation der be- 
kannten Green’schen Sdtze, so wie auch eine Uebertragung dieser 
Satze auf den Fall der Ebene d. i. auf die Theorie des Logarithmischen 


Potentials. 


Das nun folgende zweite Capitel, welches ‘speciell iiber einige 
Anwendungen dieser Green’schen Siitze sich verbreitet, ist im Ganzen 
von sehr untergeordneter Bedeutung. Doch mogen folgende Siitze 


erwahnt sein: 


Bezeichnet i einen beliebig ge- | 


gebenen Punkt innerhalb einer Kreis- 
linie 6, und a den conjugirten iiussern 
Punkt, und ist ferner auf 6 eine 
gegebene Masse M in solcher Weise 
ausgebreitet, dass ihre Dichtigkeit 
mit den Quadraten der von i nach 
6 gelegten Strahlen oder (was auf 
dasselbe hinauskommt) mit den 
Quadraten dar von a nach 6 gelegten 


tial dieser Belegung auf dussere Punkte 
ebenso gross sein, als wiire die Masse 
M in i concentrirt; und gleichzeitig 
wird ihr Potential auf innere Punkte, 
abgesehen von einer additiven Con- 
stanten, ebenso gross sein, als wiire 
die Masse M in a concentrirt. (Vgl. 


Bezeichnet i einen beliebig ge- 
gebenen Punkt innerhalb einer Kugel- 


| fldéche 6, und a den conjugirten diussern 


| 
i} 


Punkt, und ist ferner auf 6 eine 


| gegebene Masse M in solcher Weise 
| ausgebreitet, dass ihre Dichtigkeit 


mit den Cuben der von i nach 6 
gelegten Strahlen oder (was auf das- 
selbe hinauskommt) mit den Cuben 


| der von a nach 6 gelegten Strahlen 
Strahlen umgekehrt proportional ist, | 


so wird das (Logarithmische) Poten- 


umgekehrt proportional ist, so wird 
das (Newton’sche) Potential dieser 
Belegung auf dussere Punkte ebenso- 
gross sein, als wiire die Masse M 
in i concentrirt; und gleichzeitig wird 


| ihr Potential auf imnere Punkte, ab- 


gesehen von einem constanten Factor, 


| ebensogross sein, als wiire die Masse 


M in a concentrirt. (Vergl. das N. 


das Neumann’sche Werk, Seite 62.) | Werk, Seite 68.) 


Die Entdeckung dieser iiberaus einfachen und eleganten Siatze 
diirfte, soweit dieselben die Kugel betreffen, Thomson zuzuschreiben 


sein*), 


*) Doch sei bemerkt, dass der Verf., unabhingig von Thomson, zu den- 
selben Siétzen im Jahre 1861 gelangt ist in seiner kleinen Schrift: ,, Ldswng des 
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Drittes Capitel. 


Ueber die Theorie der elektrischen Vertheilung und iiber das 
Princip der sogenannten natiirlichen Belegung. 


Nachdem der Verf. in diesem Capitel zunichst einige elektrostatische 
Satze aufgestellt hat, die vielleicht nicht ganz ohne Interesse sein 
diirften, gelangt er (gewissermassen geleitet durch diese physikalischen 
Betrachtungen) zu einem neuen Princip, vermittelst dessen er die 
allgemeine Theorie des Potentials weiter zu vervollstiindigen, und 
namentlich auch die im ersten Capitel offen gebliebene Liicke auszu- 
fiilllen im Stande ist. Dieses Princip besteht in der sogenannten 
natiirlichen Belegung der zu betrachtenden Curve oder Fliche. — Wir 
wollen bei dem gegenwirtigen Referat jene elektrostatischen Sitze 
mit mdglichster Kiirze angeben, sodann aber mit grésserer Ausfihr- 
lichkeit handein iiber das in Rede stehende Princip und dessen An- 
wendung. 


Einige elektrostatische Satze. 


Nach einem bekannten schon von Gauss aufgestellten Satz ist die 
elektrische Vertheilung auf einem gegebenen Conductor (falls keine 
iiusseren Kriifte influiren) stets ein gleichartige. 

Weollte man dieser Gauss’schen Ausdrucksweise sich anschliessen, 
nimlich die elektrische Schicht an der Oberfliche des Conductors 
gleichartig oder ungleichartig nennen, je nachdem das Vorzeichen ihrer 
Dichtigkeit iiberall dasselbe oder an verschiedenen Stellen ein verschie- 
denes ist, so kénnten leicht Missverstiindnisse entstehen. Denn wollte 
man z. B. von zwei Conductoren mit gleichartigen Belegungen sprechen, 
so wiirde unwillkiihrlich die Vorstellung erweckt werden, als sollten 
die beiden Conductoren unter einander verglichen werden; wahrend 
man doch nur auszudriicken beabsichtigt, dass das Vorzeichen auf jedem 
der beiden Conductoren constant sei, unbekiimmert darum, ob diese 
beiden constanten Vorzeichen mit einander iibereinstimmen oder nicht. 
— Zur Vermeidung solcher Missverstindnisse hat der Verf. die Worte 
gleichartig und ungleichartig durch die Griechischen Ausdriicke monogen 
und amphigen ersetzt. 


allg. Problems wiber den stationiren Temperaturzustand einer homogenen Kugel 
ohne Hiilfe von Rethenentwickelungen nebst einigen Siitzen zur Theorie der An- 
ziehung,* Halle, bei Schmidt, 1861. Auch sei bemerkt, dass der Verf. zu jener 
Zeit (oder sogar noch friiher) die analogen Sitze tiber den Kreis gefunden hatte, 
ohne dariiber etwas zu publiciren. Endlich sei bemerkt, dass eine tiber diesen 
Gegenstand in spiiterer Zeit in den Math. Annalen (Bd. Il, Seite 514) veréffent- 
lichte kurze Note leider mit Fehlern behaftet, und nach dem vorstehenden Text 
zu corrigiren ist, 
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Ueber die Frage der Monogenitaét oder Amphigenitit existirt nun, 
wie der Verf. zeigt, eine grosse Reihe einfacher allgemeiner Sitze, 
von denen jener zu Anfang genannte Gauss’sche Satz nur das erste 
Glied ist. Von diesen Siitzen, welche mit grosser Leichtigkeit aus den 
im ersten Capitel aufgestellten Theoremen sich ergeben, mégen nament- 
lich folgende genannt werden: 

Die elektrische Vertheilung auf einem gegebenen Conductor ist (falls 
keine tiusseren Kriafte influiren) stets monogen. 

Sind zwei Conductoren beliebig geladen, so wird (falls keine aiusseren 
Krifte influiren) immer wenigstens auf einem derselben eine monogene 
Vertheilung anzutreffen sein. Haben insbesondere die Conductoren ent- 
gegengesetzte Ladungen*), so finden auf beiden monogene Vertheilungen 
statt, und zwar von entgegengesetzten Vorzeichen. Hat endlich der eine 
Conductor eine beliebige Ladung, der andere die Ladung Null, so ent- 
steht auf dem erstern eine monogene, auf dem letztern eine amphigene 
Vertheilung. 

Sind beliebig~ viele Conductoren mit beliebigen Ladungen gegeben, 
so wird (falls keine aiusseren Kriafte influiren) immer wenigstens auf einem 
derselben eine monogene Vertheilung stattfinden. Sind insbesondere jene 
Ladungen der Art, dass ihre Summe = 0 ist, so werden mindestens 
zwei Conductoren mit monogenen Vertheilungen anzutreffen sein. 

Die auf einem gegebenen Conductor durch einen dussern elektrischen 
Massenpunkt inducirte Belegung ist stets monogen, -falls der Conductor 
zur Erde abgeleitet ist, hingegen stets amphigen, falls derselbe isolirt 
und mit der Ladung Null versehen ist. 

Befindet sich ein Conductor C im Hohlraum eines schaalenfirmigen 
Conductors S, so werden auf der dusseren Begrenzungsfliche von C und 
auf der innern von S stets monogene Vertheilungen vorhanden sein, 
und zwar von entgegengesetzten Vorzeichen. 

Ausserdem diirfte unter mancherlei anderen Sitzen, die der Verf. 
iiber elektrische Vertheilung aufstellt, etwa noch folgender hervor- 
zuheben sein: 

Ist in einem Conductor elektrisches Gleichgewicht eingetreten unter 
der Einwirkung beliebig gegebener dusserer Krifte, so wird die an 
seiner Oberfliche vorhandene elektrische Dichtigkeit auf keinem noch so 
kleinen Theile der Oberfliche Null sein kinnen, — es.sei denn, dass 
sie daselbst allenthalben Null wiire. Ist der Conductor von mehreren 
Fliichen begrenzt (was z. B, stattfindet bei einem schaalenférmigen 
Conductor), so gilt derselbe Sate fiir jede einzelne Fliiche. Dabei ist 


*) Unter der Ladwng eines Conductors ist die Gesammtmasse der auf ihm vor- 
handenen Elektricitét zu verstehen. Demgemiiss sind die Ladungen zweier Con- 
ductoren entgegengesetzt zu nennen, sobald die elektrische Gesammtmasse auf 
dem einen = M, auf dem andern = — M ist. 
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es gleichgiiltig, ob der Conductor zur Erde abgeleitet, oder ob er 
isolirt und mit einer beliebigen Elektricitiitsmenge geladen ist. (Vergl. 
das Neumann’sche Werk Seite 77, Satz III.) 


"Die natiirliche Belegung einer gegebenen Curve oder Flache. 

Die Vertheilung, welche die Elektricitiitsmenge Kins auf einem 
isolirten Conductor ohne Einwirkung iusserer Krifte annimmt, wird 
offenbar lediglich abhingen von der geometrischen Beschaffenheit seiner 
Oberfliche. Diese Vertheilung, welche der Verf. kurzweg die natiirliche 
Belegung der gegebenen Oberfliche nennt, bildet ein wichtiges Instru- 
ment fiir die weiter folgenden Untersuchungen. Und nicht minder 
wichtig ist fiir die Theorie des Logarithmischen Potentials der analoge 
Begriff in der Ebene, d. i. die natiirliche Belegung einer gegebenen 
Curve. Die betreffenden Definitionen lauten folgendermassen: 

In der Ebene. | Im Raume. 

Unter der natiirlichen Belegung | Unter der natiirlichen Belegung 
einer geschlossenen Curve 6 ist eine | einer geschlossenen Fliche 6 ist eine 
auf 6 ausgebreitete Massenvertheilung | auf 6 ausgebreitete Massenvertheilung 
zuverstehen,derenLogarithmisches | zu verstehen, deren Newton'sches 
Potential in allen Punkten innerhalb | Potential in allen Punkten innerhalb 
6 einen constanten Werth hat, und | 6 einen constanten Werth hat, und 
deren Gesammimasse Eins ist. ° | deren Gesammtmasse Eins ist. 

Die (im Allgemeinen von Stelle zu Stelle variirende) Dichtigkeit 
dieser Belegung mag mit y, ihr Potential auf einem variablen Punkt 
mit TT, und der constante Werth dieses Potentials fiir innere Punkte 
mit [ bezeichnet sein. Alsdann ergeben sich z. B. fiir eine Kreislinie 
oder Kugelflache folgende Formeln. 


Fir eine Kreislinie vom Radius A: | Fir eine Kugelfliiche vom Radius A: 
1 Say 1 


v= onA’ ? = Ink’ 
[ = log +, | rai, 
TT = log = | T=, 


wo r die Centraldistanz desjenigen _ wo r die Centraldistanz desjenigen 
variablen Punktes vorstellt, auf wel- | variablen Punktes vorstellt, auf wel- 
chen sich TT bezieht. | chen sich TT bezieht. 

Leicht kann man auch die natiirliche Belegung fiir eine Ellipse 
oder eine Ellipsoidflache bestimmen, und gelangt dabei zu folgenden 
Satzen und Formeln*): 








*) Diese Formeln, welche im vorliegenden Werk nicht angegeben sind, wurden 
vom Verf. theilweise schon bei friiheren Gelegenheiten mitgetheilt, soz. B. in 
Poggend. Annal. Bd. 113, ferner in den Matth. Annalen, Bd. III, 8. 620, 
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Bei einer Ellipse ist die Dichtig- | 


keit y der natiirlichen Belegung in 
jedem Punkt proportional dem Ab- 
stande des Punktes von einer zwei- 
ten Ellipse, welche der gegebenen 
dhnlich, und von derselben unendlich 
wenig verschieden ist. 

Repriisentirt 


2 
2+%=1 


die Gleichung der gegebenen Ellipse, | 


so ergiebt sich fiir die Dichtigkeit y 
im Punkte (x, y) die Formel: 


1 2 2 
mixed f= 42. 
Diese Formel kann man auch so 

darstellen: . 

<= ah, 
vA 

oder auch so: 


= 2x fab jR, 


wo A die Linge desjenigen Ellipsen- 
durchmessers bezeichnet, welcher der 


i} 








Bei einer Ellipsoidfliiche ist die 


\eDichtigkeit der natiirlichen Belegung 


in jedem Punkt proportional dem 
Abstande des Punktes von einer 


' gweiten Ellipsoidfiiche, welché der 


gegebenen dhnlich, und von derselben 
unendlich wenig verschieden ist. 
Reprisentirt ; 


a y? 2 3 
ae et. a oe F 
die Gleichung der gegebenen Ellipsoid- 


fliche, so ergiebt sich fiir die Dichtig- 
keity im Punkt (2, Y 9 die Formel: 


adel i. +. ae 
=< 4 wabe ) = rie. a 
Diese Formel kann man auch so 
| schreiben : 
ea a, 
Y 


| oder auch so: 


im Punkte (#, y) construirten Tan- | 


gente parallel ist, wihrend R den | 


Kriimmungsradius der Ellipse in jenem 
Punkt vorstellt.— Endlich kann man 
die Formel auch so schreiben: 

‘= 2a Y8S, 


‘ 


wo S, S die nach dem Punkt | 


(x, y) hinlaufenden Brennstrahlen be- 
zeichnen. 


2 = 4a pabe RR’ ,*) 


wo Q den Flicheninhalt desjenigen 
Diametralschnittes bezeichnet, welcher 
der im Punkte (x, y, 2) construirten 
Tangentialebene parallel ist, wihrend 
R, RF die Hauptkriimmungsradien der 
Ellipsoidfliiche in jenem Punkte vor- 
stellen..— Endlich kann man, falls 
das Ellipsoid ein Rotations-Ellipsoid 
ist, die Formel auch so schreiben: 


- = 42a VSS 


| wo a den Radius des Aequators be- 


| 
I 


zeichnet, wihrend S, S’ die beiden 
Brennstrahlen des Punktes (a, y, 2) 
vorstellen **), 


*) Diese Formel ist, soweit dem Referenten bekannt, zum ersten Mal von 
Paolo Pagi aufgestellt worden (Nuovo Cimento Ser. 2, Vol. XV Fasc. di Marzo, 
Aprile e Maggio 1876). 

**) Ist das Rotationsellipsoid ein abgeplattetes, so hat man diejenige Ellipse zu 
betrachten, in welcher das Ellipsoid von der durch den Punkt (2, y, 2) gehenden 
Meridianebene geschnitten wird, und unter S, S’ die Entfernungen des Punktes 
von den Brennpunkten dieser Ellipse zu verstehen. 
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Um nun den Begriff der natiirlichen Belegung weiterhin mit Er- 
folg und Sicherheit anwenden zu kénnen, ist offenbar zweierlei erfor- 
derlich, nimlich erstens die Kenntniss der allgemeinen Figenschaften 
dieser Belegung, und zweitens der Nachweis ihrer Ezistenz. In ersterer 
Beziehung giebt der Verf. folgende Siitze: 


I. Die einer gegebenen Curve oder Fliche entsprechende’ Dichtig- 
keit y ist allenthalben positiv, und kann auf keinem noch so kleinen 
Theil derselben Null sein. 

II. Die einer Curve entsprechende Constante [ kann, je nach Be- 
schaffenheit der Curve, bald positiv, bald Null, bald negativ sein. So 
z. B. ist (wie aus den vorhergehenden Formeln folgt) die Constante [ fiir 
eine Kreislinie positiv oder Null oder negativ, je nachdem der Radius 
der Kreislinie kleiner als Eins, gleich Eins oder grésser als Eins ist. 
— Hingegen wird die einer Flache entsprechende Constante  stets 
positiv und stets verschieden von Null sein. 

Ill. Das einer Curve entsprechende Potential TI hat fiir unendlich 
ferne Punkte den Werth —oo, hingegen das einer Fliache entspre- 
chende den Werth 0. 

Was andererseits die Existenz der natiirlichen Belegung betrifit, 
so giebt der Verf. hiefiir zwei Beweise; zuniichst einen provisorischen 
Beweis vermittelst der schon von Gauss benutzten Variationsmethode 
(am Schluss des Capitels); sodann spiter (im fiinften Capitel) einen 
strengeren Beweis, der indessen leider nicht allgemein gilt, sondern 
auf eine gewisse Kategorie von Curven und Flachen*) sich beschrinkt. 


Der sogenannte singulire Fall. 


y und TT sind (nach ihrer Definition) zwei der gegebenen Curve 
oder Fliche 6 eigenthiimlich zugehérige Functionen, ebenso [ ein ihr ~ 
zugehoériger constanter Parameter. 

Nun existiren gewisse Curven, deren Parameter [ den Werth Null 
hat. Diese Curven, welche den weiteren Betrachtungen besondere 
Schwierigkeiten bereiten und in der zu entwickelnden allgemeinen 
Theorie einen besonderen Ausnahmefall zu constituiren scheinen, nennt 
der Verf. singuliére Curven, und spricht, sobald die zur Behandlung vor- 
gelegte Curve dieser singuliren Classe angehért, kurzweg vom Vor- 
handensein des singuldéren Falles. — Hine solche singulire Curve ist 
z. B. eine Kreislinie vom Radius Kins, ebenso jede Ellipse, deren 
Halbaxen-Summe den Werth Zwei hat. 

Was den Raum betrifft, so ist zu bemerken, dass singulére Fla- 
chen, d. i. Flaichen, deren Parameter [ gleich Null ist, nicht existiren 


*) Man vgl. hieriiber Seite 287 dieses Referates. 
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kénnen. Denn der Parameter [ einer gegebenen Fliche hat, wie vor 
wenig Augenblicken angefiihrt wurde, stets einen positiven und von 
Null verschiedenen Werth. 


Erweiterung des Gauss’schen Satzes des arithmetischen Mittels. 


_ Die Functionen y, TT nebst der Constante [ bieten die Mittel dar 
zur Erweiterung eines gewissen Gauss’schen Satzes. Um niher hierauf 
einzugehen, bezeichne 6 (nach wie vor) eine geschlossene Curve oder 
Flaiche von beliebiger Gestalt; ferner bezeichne V das Logarithmische 
resp. Newton’sche Potential eines beliebig gegebenen Massensystems, 
dessen einzelne Massenelemente theils mit m, theils mit w benannt sein 
mdgen, je nachdem sie ausserhalb oder innerhalb o liegen; demgemiiss 
sei der Werth dieses Potentials in irgend zwei Punkten x und 6 aus- 
gedriickt durch*): 


(1) Ve= >) m Inst > UT ns » 
(2) Vo =>'m Pn + > tL 3 


und zwar sei x ein ganz beliebiger Punkt, hingegen 6 ein auf der 
gegebenen Curve oder Fliache o befindlicher. 

Denkt man sich nun die der Curve oder Fliche 6 zugehdrigen 
Functionen y, TT, sowie auch die Constante [ gebildet, und bezeichnet 
man den Werth der Function y im Punkte o mit y,, ferner ein bei 
diesem Punkte abgegrenztes unendlich kleines Element der gegebenen 
Curve oder Fliche mit do, so folgt aus (2) durch Multiplication mit 
yodo und Integration: 


[Vera -»> (mf Tasted) + Pa (uf Tro7eds) : 


Nach der Definition von [, TT ist aber (weil m ausserhalb und uw 
innerhalb der Curve resp. Flache liegt): 


| Tnoveds = Thin ? 


[ Tarede ous r ? 


wo TT, den Werth der Function TT im Punkte m bezeichnet. Somit 


folgt: 


(3) [Verde => mtn) + SN), 


oder was dasselbe: 


*) Vgl. die fiir 7’ gegebene Definition, Seite 257 dieses Referates. 








(4) 


wo 


( 


. =~ _—_ | a 














tiber das Logarithmische und Newton'sche Potential. 


(4) / Voyods = >) (mTn) + MF, 


wo M => die Gesammtmasse der Elemente p vorstellt. 

Fiir den speciellen Fall, dass 6 eine Kreisfliche resp. Kugelfliche 
vom Radius A ist, sind die Werthe von y, [, TT sofort angebbar*). 
Durch Substitution dieser Werthe in (4) ergiebt sich: 

SVado fV,a0 


i. ew an? 


=> (mlog +) +Mlog 5» —>(™y4™, 


wo die r die Centraldistanzen der einzelnen m vorstellen. 

Der Verf. nennt die Formeln (5), von welchen diejenige rechter 
Hand schon in Gauss’ allgemeinen Lehrsiitzen Art. 20 sich vorfindet, 
den Gauss’schen Satz des arithmetischen Mittels; und demgemiiss be- 
zeichnet er die allgemeinere Formel (4) als den erweiterten Gauss’schen 
Satz des arithmetischen Mittels. 

Jene allgemeine Formel (4) gewinnt, falls die Elemente des ge- 
gebenen Massensystems simmtlich innerhalb 6, resp. auf o liegen, 
mithin simmtlich zu den mw gezihit werden diirfen, folgende Gestalt: 








(5) 


(6) [Voreds = Mr, 
oder (was dasselbe) folgende: 

Vegas 
(7) Ree 


Ist also die der gegebenen Curve oder Fliche 6 zugehérige Function y 
nebst der Constante [ bekannt, so wird man vermittelst der Formel (7) 
die Gesammtmasse M berechnen kénnen, falls die Werthe V, gegeben 
sind; — es sei denn, dass [ —0O wire. Sollte namlich zufialliger 
Weise [ = 0 sein, so kénnte jene Formel méglicher Weise die Gestalt 
M == annehmen, mithin zur Berechnung von M unbrauchbar werden. 
— Somit ergiebt sich der Satz: 

Befinden sich theils auf, theils innerhalb einer gegebenen ge- 
schlossenen Curve oder Flache 6 irgend welche unbekannte Massen, und 
sind die Werthe gegeben, welche das Potential dieser Massen auf 6 
besitet, so wird hiedurch die Summe M jener Massen eindeutig bestimmt 
sein, — ausser im sogenannten singuldren Falle (d. i. im Falle [ 0). 

Bringt man endlich die Formel (6) auf den noch specielleren Fall 
in Anwendung, dass M = 0 ist, so folgt: 


(8) J Voreds =0. 


*) Sie sind bereits angefiihrt auf Seite 265 dieses Referates. 
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Beachtet man, dass die Werthe y, iiberall positiv und auf keinem 
noch so kleinen Theil der Curve oder Fliche Null sind (vgl. pag. 267 
dieses Referates), so erkennt man aus (8) sofort, dass die V, theils 
positiv, theils negativ sein miissen, und gelangt daher zu folgendem 
Satz: 

Befinden sich theils auf, theils innerhalb einer gegebenen geschlos- 
senen Curve oder Fliiche 6 irgend welche Massen, deren Summe = 0 
ist, so kinnen die Werthe, welche das Potential dieser Massen auf 6 
besitet, nicht alle von einerlei Vorzeichen sein, — es sei denn, dass sie 
siimmtlich = 0 wiiren. 


Ausfillung der im ersten Capitel offen gebliebenen Liicke. 


Kiner noch vollig unbekannten Function V miégen folgende Be- 
dingungen auferlegt werden: 
(9.a@) V soll das Potential von Massen sein, die auf oder innerhalb 
6 liegen*), 
(9. B) die V, sollen vorgeschriebene Werthe haben. 


Legt man sich nun die Frage vor, ob die V, durch diese Bedingungen 
eindeutig bestimmt sind, so ist zuvérderst zu bemerker, dass man die 
Summe M der das Potential V erzeugenden Massen auf Grund der 
vorgeschriebenen Werthe V, sofort berechnen kann verniittelst der 
Formel (7): 

M=— Laredo . 


und dass man also zu den Bedingungen (9. a, 8), als unmittelbare 
Consequenz derselben, noch folgende dritte Bedingung hinzufiigen darf: 


(9.7) die Summe M der das Potential V erzeugenden Massen soll 
einen gegebenen Werth haben. 


Solches vorangeschickt, lisst sich leicht zeigen, dass die V, durch 
die Bedingungen (9. @, 8B) oder, was dasselbe, durch die Bedingungen 
(9. a, B, y) eindeutig bestimmt sind. 

Existirten nimlich zwei den Bedingungen (9. a, 6, y) entsprechence 
Potentiale V und V’; 

(10. @) so miisste offenbar die Differenz U = V — V’ das Potential 

. von Massen sein, die auf oder innerhalb .o liegen, 

(10. 8) ferner miissten alsdann die U, simmtlich = 0 sein, 
(10. y) endlich miisste alsdann die Summe der das Potential U erzeu- 
genden Massen = 0 sein. 


*) Alle hier angewendeten Bezeichnungen co, a, etc. etc. sollen dieselbe 
Bedeutung haben wie friiher (vgl. Seite 258 dieses Referates), 
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Beachtet man nun, dass diesen Anforderungen (10. a, 6, y) geniigt wird, 
falls man die das Potential U erzeugenden Massenelemente simmtlich 
=), mithin die U, ebenfalls — 0 setzt, und beachtet man anderer- 
seits, dass die U,, zufolge des Theorems A“?¢., durch die Anforderungen 
(10. a, B, y) eindeutig bestimmt sind, so erkennt man sofort, dass die 
U,, jenen Anforderungen zufolge, nothwendiger Weise = 0 sein miiss- 
ten; q. e. d. 

Doch werden diese Ueberlegungen defect fiir den singuléren Fall: 
[ 0; weil die zur Bestimmung von M benutzte Formel 


Pe JV. _— 


fiir den Fall F = 0 nicht mehr veoiie ist. Somit ergiebt sich fol- 
gender Satz: 

Theorem As, — Ist V das Potential irgend welcher auf oder 
innerhalb 6 ausgebreiteter Massen, und soll V auf 6 irgend welche 
vorgeschriebenen Werthe f, besitzen, so werden hierdurch siémmtliche 
V. eindeutig bestimmt sein. — ausser im singuliren Fall. — — — 
Hiermit ist endlich die im ersten Capitel offen geblicbene Liicke (vgl. 
Seite 260 dieses Referates) ausgefiillt. 


Viertes Capitel. 
Theorie der sogenannten Doppelbelegungen. 


Die im ersten Capitel und am Schlusse der vorhergehenden auf- 
gestellten ‘Iheoreme A‘??., A*s., J*°s, sagen aus, dass gewisse Functio- 
nen durch die ihnen auferlegten Bedingungen eindeutig bestimmt sind, 
geben aber keinerlei Aufschluss iiber die wirkliche Evwistenz dieser 
Functionen. Auch wird heut zu Tage kein Zweifel dariiber obwalten, 
dass die von Gauss und Dirichlet zur Beseitigung dieses Uebel- 
standes angegebenen Variationsmethoden im Allgemeinen wenig Zu- 
trauen verdienen, dass vielmehr die einzig strenge Methode zur Be- 
seitigung des genannten Uebelstandes in der wirklichen <Aufstellung 
jener Functionen besteht. 

Eine derartige Methode ist die vom Verf. angegebene Methode des 
arithmetischen Mittels, deren Wurzeln in der Theorie der Doppel- 
belegungen zu suchen sind. Somit war der Verf. genéthigt, zuniichst 
diese letztere Theorie darzulegen, um sodann im folgenden Capitel zur 
Exposition seiner Methode des arithmetischen Mittels iibergehen zu 
kénnen. 


Einige geometrische Definitionen. 


Bei einer gegebenen Curve oder Fliche pflegt man eine bestimmte 
Seite als positiv festzusetzen, indem man alsdann gleichzeitig die auf 
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dieser Seite errichtete Normale die positive Normale nennt. Und um- 
gekehri: Hat man eine bestimmte Normale als positiv festgesetzt, so 
pflegt man mit demselben Namen auch die entsprechende Seite zu 
benennen *). 


Ausserdem sind fiir die nachfolgenden Expositionen noch gewisse 
andere Festsetzungen erforderlich mit Bezug auf solche Curven oder 
Flichen, welche mit Ecken resp. Ecken und Kanten behaftet sind. 
Will man diese Festsetzungen der Art einkleiden, dass sie nicht speciell 
auf jene Eck- und Kantenpunkte beschriinkt, sondern ganz allge- 
mein fiir jeden beliebigen Punkt s der Curve resp. Fliche giiltig sind, 


e.g a 


— 
~~ 


so kann man sich etwa folgendermassen ausdriicken: 


Die von s nach den Nachbar- 
punkten der Curve 6 hinlaufenden 
und tiber dieselben hinaus verliinger- 
ten Strahlen bilden einen Winkel, 
durch welchen eine mit dem Radius 
Eins um s beschriebene Kreislinie in 
zwei Theile zerlegt wird. Von diesen 
beiden Theilen mag der auf der po- 
sitiven Seite der Curve liegende das 
Winkelmaass der Curve im Punkte s 
genannt, und mit @, _ bezeichnet 
werden. 

Ist z. B. 6 die Peripherie eines 
gleichseitigen Dreiecks, und setzt man 
als positive Seite die innere fest, so 
wird fiir jeden Punkt s 


@,=2, oder = > 


sein, je nachdem der Punkt s in einer 
Seite, oder in einer Ecke des Dreiecks 


liegt. 
Die mit @, durch die Relation 
@,+4,—2 


verbundene Grisse +, mag das Sup- 
plement des Winkelmaasses, oder ktir- 


ver das supplementare Winkelmaass: | 


heissen. 


Die von s nach den Nachbar- 
punkten der Fldche 6 hinlaufenden 
und tiber dieselben hinaus fortgesetz- 
ten Strahlen bilden einen Kegelman- 
tel, durch welchen eine mit dem Ra- 
dius Eins um s beschriebene Kugel- 
fliche in zwei Theile zerlegt wird. 
Von diesen beiden Theilen mag der 
auf der positiven Seite der Fliiche 
liegende das Winkelmaass der Fliche 
im Punkte s genannt, und mit @, 
bezeichnet werden. 

Ist z. B. 6 die Oberfliche eines 
Wiirfels, und setzt man als positive 
Seite die innere fest, so wird fiir 
jeden Punkt s 


@,—=2a, oder = =, oder = <* 


sein, je nachdem der Punkt s in einer 
Seite, oder in einer Kante, oder in 
einer Ecke des Wiirfels liegt. 


Die mit @, durch die Relation 
@,+46,=22 


verbundene Grésse ¢, mag das Sup- 
plement des Winkelmaasses, oder ktir- 





zer das supplementare Winkelmaass 
| heissen. 


*) Dabei sei sogleich bemerkt, dass bei geschlossenen Curven oder Fliichen 
vom Verf. stets die innere Seite zur positiven auserwihlt ist. 





ato oes 7h Ot 


a ae. ee. 
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Aus diesen Definitionen geht hervor, dass s, gewdhnlich = 0 ist, 
dass nimlich eine Abweichung von diesem gewohnlichen Werthe nur 
dann stattfindet, wenn der Punkt s in einer Ecke oder Kante liegt*). . 


Definition der Doppelbelegungen. 


Denkt man sich in allen Punkten der gegebenen Curve oder Fliache 
6 die positive Normale vy errichtet, und auf all’ diesen Normalen ein 
und dieselbe wnendlich kleine Strecke 4 aufgetragen, so entsteht eine 
neue mit 6 parallel laufende Curve oder Fliche o’. Correspondirende 
Punkte von 6 und o sind alsdann solche zu nennen, die auf. derselben 
Normale liegen, und correspondirende Elemente solche, die aus corre- 
spondirenden Punkten bestehen. — Werden nun 6 und ©’ in continuir- 
licher Weise mit Masse belegt, und zwar in solcher Art, dass die auf 
je zwei correspondirenden Elementen do und do’ vorhandenen Massen 
einander entgegengesetzt gleich sind, so entsteht eine sogenannte Doppel- 
belegung. Ist (—£) die Dichtigkeit der auf 6 ausgebreiteten einfachen 
Belegung, ferner 4 (wie schon festgesetzt wurde) der unendlich kleine 
constante Abstand zwischen 6, o’, so heisst (nach Helmholtz): 


Atc=—u 
das Moment der Doppelbelegung**). Unter Anwendung dieses Momentes 


*) Man kann den Buchstaben # ein Omikron-Ypsilon oder kiirzer ein Omikron 
nennen. Letzteres ist nicht ganz richtig, empfiehlt sich aber als das Bequemere. 

**) Bekanni ist ein kleiner Aufsatz von Weyr (Berichte der Wiener Akad. 
LVI (2), Seite 669—682), in welchem derselbe nachweist, dass in der Theorie der 
Doppelbelegungen hiiufig gewisse Glieder in unerlaubter Weise vernachlissigt 
wiirden, so z. B. in Beer’s Einleitung in die Elektrostatik (Seite 286), ferner in 
Karsten’s Encyklopiidie (XIX, Seite 711). 

Das Neumann’sche Werk ist von solchen Vernachlissigungen frei, und be- 
findet sich mit den Weyr’schen Expositionen in voller Uebereinstimmung. Es 
wird nimlich von Neumann ausdriicklich festgesetzt, dass die Massen auf cor- 
respondirenden Elementen entgegengesetzte Werthe haben sollen, nicht aber die 
Dichtigkeiten. Sind also do und do’ zwei solche correspondirende Elemente, 
und (— doe) und (+ £’do’) die auf diesen Elementen vorhandenen Massen, so soll 
(a) : fdo =f do' 
sein. Hieraus ergiebt sich fiir die absoluten Werthe ¢ und §’ der Dichtigkeiten 
die Formel: , = ae 

o 1 +t 
(6) ra ae 
wo R,, R, die Hauptkriimmungsradien der Fliche o, und R,’, R,’ diejenigen der 
Fliche o’ vorstellen. Bezeichnet man nun den gemeinschaftlichen Mittelpunkt der 
beiden Kriimmungskreise (R,) und (R,’) mit M,, setzt man ferner fest, dass die 
Radien R, und R,’ beide positiv oder beide negativ zu rechnen sind, je nachdem 
M, auf der positiven oder negativen Seite von liegt, und trifft man endlich die 
analoge Festsetzung fiir die Rechnung der Radien R, und R,’, so ist: 


XIII. 18 
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uw lautet das Logarithmische resp. Newton’sche Potential der Doppel- 
belegung auf einen beliebig gegebenen Punkt 2 folgendermassen: 


0 | 
I fa ex) see | w. _ { 2) as 
—fu sn ede, | =f ome 
=f u (do)e, | =f # (do)... 


Hier bezeichnet E die Entfernung des Punktes x vom Elemente do, 
ferner # den Winkel der Linie E (do m+) gegen die Normale 1; 
und demgemiiss reprisentirt der Ausdruck: 

















0\lo = | a 1 
(de), = 5-48 _ Cee) do | (a), — 2 e-4¢ _ 2G do 
die mit ¢ multiplicirte scheinbare Grisse des Elementes do fiir einen 
in & befindlichen Beobachter, wobei ¢ = -+ 1 oder «= — 1 ist, je 
nachdem jener Beobachter die positive oder negative Seite des Ele- 
mentes do vor Augen hat. 

Diese Formeln linker und rechter Hand (d. i. fiir Ebene und 
Raum) kénnen unter Anwendung der schon friiher (Seite 257 dieses Re- 
ferates) festgesetzten Collectivbezeichnungen in folgende zusammen- 
gezogen werden: 


W = [ulaoe, 
(de). = Cr do = sor 0 ae 


Das Potential einer Doppelbelegung ist also = fi u(d6),, d. i. gleich 


der Summe der scheinbaren Gréssen der einzelnen Curven- resp. Flichen- 


(y) R, - R, Tithe 

: Ry = By— 1; 

denn es ist zu beachten, dass o’ auf der positiven Seite von o liegen soll. Durch 
Substitution der Werine (y) in (8) folgt: 





g do’ 1 

(8) ta —1-1(4-+ +e)t aR 
oder weil 4 unendlich klein ist: 

g de _ 1 1 
" #7 ae 4G tae) 
oder umgekehrt: » 4 

6 1 1 

(8) + tag titt(a +z): 


Diese letzte Formel (£) ist aber identisch mit der von Weyr a. a. O. gegebenen. 








tay Cy 


a a a Oe Oo 
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elemente, jede solche scheinbare Grésse noch multiplicirt mit dem zu- 
gehérigen Werthe des Momentes, und ferner noch multiplicirt mit < 
(wo e=- 1 ist, wie vor wenig Augenblicken niher angegeben wurde). 


Es verhalt sich mit dem Potential W einer Doppelbelegung f&hn- 
lich wie mit den Differentialquotienten einer gegebenen Function f(«). 


Um nimlich den Begriff des Differentialquotienten Sits) zu erkliren, 


sind gwet Punkte « und a+ da erforderlich, waihrend bei Angabe 
seines fertigen Werthes [der nach Lagrange mit f’ (a) bezeichnet wird] 
nur eim Punkt @ in Betracht kommt. Hiermit analog sind zur Erklérung 
jenes Potentials W zwei Flaichen o und o erforderlich, wahrend bei 
Angabe seines fertigen Werthes nur eine Fliche 6 in Betracht kommt. 


Die vorstehenden Formeln reprisentiren diesen fertigen Werth 
von W, und enthalten demgemiiss nur die eine Fliche 6. Ueberhaupt 
wird im Folgenden nur von diesem fertigen Begriff die Rede sein. 


Doppelbelegungen vom Momente Eins. 


Versteht man unter o eine geschlossene Curve oder Fliche mit 
positiver innerer Seite, ferner unter 


WwW, = { (do. 


das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbelegung vom Momente 
Eins, so ist (wie zum Theil schon von Gauss nachgewiesen wurde; 
vgl. die allg. Lehrsiitze Art. 22): 


W.=0, 
W, =ha — s,, 
W; =2hz, 


wo a, s, ¢ Punkte bezeichnen, welche resp. ausserhalb, auf und inner- 
halb o liegen. Lisst man also den variablen Punkt x in der Richtung 
von Aussen nach Innen die gegebene Curve oder Fiche an irgend 
einer Stelle s durchschreiten, so wird das Potential W, zwei kurz auf 
einander folgende sprungweise Veranderungen erleiden; denn es wird 
in dem Augenblick, wo der von Aussen kommende Punkt die Curve 
oder Fliche erreicht, plétzlich von 0 auf ha—s,, und unmittelbar 
darauf in dem Augenblick, wo der Punkt, nach Aussen strebend, die 
Curve oder Fliche verlisst, von ha—s, auf 2ha anwachsen. Mithin 
ist der eine Sprung von der Grésse ha—s,, der andere von der 
Grosse ha-+s,; wobei zu erinnern, dass die Grésse s, im Allgemeinen 
(nimlich fiir jeden Punkt s, der weder Eck- noch Kantenpunkt ist) 
den Werth Null hat. — 


18* 
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Doppelbelegungen von beliebig gegebenem Moment. 


Ist das Moment mw der Doppelbelegung eine beliebig gegebene 
Function des Ortes auf 6, so besitzt das zugehdrige Potential 


We = fuldoe, 


wie der Verf. zeigt, analoge Discontinuitiiten. Liisst man niimlich 
wiederum den variablen Punkt x die betrachtete Curve oder Fliche o 
an irgend einer Stelle s durchschreiten, und bezeichnet man den Werth 
der Function w an dieser Stelle mit u,, so wird das Potential in dem 
Augenblick, wo der von Aussen kommende Punkt die Curve oder Fliche 
erreicht, plétzlich um (ha—s,)u, wachsen, und unmittelbar darauf in 
dem Augenblick, wo der Punkt, nach Innen strebend, die Curve oder 
Fliche verlisst, nochmals und zwar um (ha+<,)u, anwachsen. — 
Es besitzt also das Potential auf der Curve oder Fliiche 6 im Ganzen 
dreierlei Werthsysteme, niimlich. ein erstes auf der dusseren Seite von o, 
ein zweites direct auf 6 selber, endlich ein drittes auf der innern Seite 
von 6, 


Benennt man simmtliche Punkte der Ebene oder des Raumes, je 
nachdem sie ausserhalb, auf oder innerhalb 6 liegen, resp. mit a, s, 
und ¢, und die in diesen Punkten vorhandenen Potentialwerthe resp. 
mit W,, W, und W,;, so besteht offenbar das erste jener drei Werth- 
systeme aus den’Grenzwerthen der W,, das zweite direct aus den W, 
selber, endlich das dritte aus den Grenzwerthen der W;. Bedient man 
sich nun, was die genannten Grenzwerthe betrifft, der Symbole W., 
und W;,, indem man unter W,, den Werth in einem Punkte a ver- 
steht, welcher dem Punkte s wnendlich nahe liegt, andererseits unter 
W;, den Werth in einem Punkte i, der ebenfalls wnendlich nahe an s 
liegt, so kann man offenbar die vorhin angegebenen sprungweisen 
Aenderungen oder (was dasselbe ist) die Beziehungen zwischen den 
dreierlei Werthsystemen W,, W,, W; durch folgende Formeln aus- 
driicken: 


Was =—_ W, ae (ha — &s) Us, 
Wis = Wi + (ha + 8s) ts; 
woraus durch Subtraction folgt: 


W:; ia W.;= 2hru;,. 


In groésserer Vollstindigkeit lauten die Resultate, zu denen der 
Verf. im gegenwirtigen Capitel gelangt, folgendermassen: 

Bezeichnet 6 eine geschlossene Curve oder Fliiche mit positiver 
innerer Seite, und denkt man sich auf 6 eine Doppelbelegung ausge- 
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breitet, deren Moment wp iiberall stetig ist, so wird das von dieser 
Doppelbelegung auf einen variablen Punkt x ausgeiibte Potential: 


_ fi u(d6)x 
folgende Eigentschaften GaP ag 

Erste Eigenschaft: Die von s abhiingende Function: 
(1) W, + sts 
ist auf 6 tiberall stetig. 

Zweite Eigenschaft: Die Werthe W, bilden ein stetig zusam- 
menhdngendes System, dessen Grenzwerthe W,, mit den directen Werthen 
W, durch die Relation verkniipft sind: 

(2) Was= (W.+ #u,) — haw. 

Dritte Eigenschaft: Die Werthe W; bilden ein stetiges System, 
dessen Grenzwerthe W;, mit den directen Werthen W, durch die. Re- 
lation verbunden sind: 

(3) Wi. = (W.+ ess) + hag,. 
Vierte Eigenschaft: Bezeichnet p eine beliebig gegebene Rich- 


a 


ee aw, aw, 
tung, so sind die Grenewerthe von —— und ae unter eimander 





identisch, was angedeutet werden mag durch die Formel: 
oW,, _ aW,, 
(4) ' 





op op 
Beiliufig werden vom Verf. noch folgende Siitze mitgetheilt, als 
giiltig fiir eine beliebig gegebene geschlossene Curve oder Fiche o. 

Erster Satz. — Die Gesammtmasse einer auf 6 ausgebreiteten 
Doppelbelegung ist stets = 0. 

Zweiter Satz. — Ist das Potential W einer auf 6 ausgebreiteten 
Doppelbelegung fiir alle Punkte a constant (mithin = 0), so wird ihr 
Moment ebenfalls durch eine Constante, und zwar durch eine Constante 
von ganz wunbestimmtem Werthe dargestellt sein. 

Dritter Satz. — Ist das Potential W einer auf 6 ausgebreiteten 
Doppelbelegung fiir alle Punkte i constant, etwa = K, so wird ihr 


K é 
he sein 
Vierter Satz. — Soll eine Doppelbelegung von o der Art sein, 
dass ihr Potential auf der dussern Seite von 6 vorgeschricbene Werthe 
f besitzt, so ist hierdurch ihr Moment bis auf eine additive Constante 


cindeutig bestimmt; — ausser im singuliren Fall. 

Fiinfter Sate. — Soll eine Doppelbelegung von o der Art i. 
dass ihr Potential auf der innern Seite von 6 vorgeschriebene Werthe f 
besitzt, so ist hierdurch ihr Moment eindeutig bestimmt. 


Moment ebenfalls constant, und zwar = 
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Beiliufige Bemerkungen, betreffend den erweiterten Gauss’schen Satz 
des arithmetischen Mittels*). 


Es sei 6 eine gegebene geschlossene Curve oder Fliiche mit posi- 


tiver innerer Seite, deren positive oder innere Normale » heissen mag, 
ferner: 


- . T 
(5) W. = |us(d6). = fe — de ; 


das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbelegung vom Momente 


#. Ferner seien y, [, TT die bekannten der natiirlichen Belegung von 
6 zugehérigen Grdéssen. 


Daneben sei provisorisch eingeftihrt eine zweite geschlossene Curve 
oder Fliache s, welche entweder vollstdndig ausserhalb oder vollstindig 
innerhalb o liegt. Und fiir diese zweite Curve oder Fliche s mégen 
c, C, P dieselbe Bedeutung haben wie y, [, TT fir o. 


Bezeichnet s irgend einen Punkt der Curve oder Fliiche s, ferner 


ds ein bei diesem Punkt markirtes unendlich kleines Element derselben, 
so folgt aus (5): 


(6) Wem [uo so de, 


und hieraus durch Multiplication mit c,ds und Integration: 


(7) [Weds = fdou, ( fase, et) 


Erster Fall: s liegt vollstindig ausserhalb o. Alsdann ist 


offenbar: ¥ 
fase, To = ¢, 


; OT 6 
fas Cs oy = 0; 

wodurch die Formel (7) iibergeht in: 
(8) [Weds =o. 


Denkt man sich nun jene @ussere Curve oder Fliache s naher und niaher 
an 6 herangezogen, bis sie schliesslich mit o identisch wird, so nimmt 
die Formel (8) folgende Gestalt an: 


(9) | Wesredo =0. 


Denn c¢ verwandelt sich in y, und gleichzeitig verwandeln sich die 
Werthe W, in diejenigen Werthe W,,, welche W auf der dussern 
Seite von 6 besitzt. 





mithin : 


*) Diese Bemerkungen sind in dem Neumann’schen Werk nicht enthalten. 








offer 


mit] 


wo 
(10 


unc 
nik 


(11 


ode 


Sa 


lic 

















iiber das Logarithmische und Newton’sche Potential. 279 


Zweiter Fall: s liegt vollstindig innerhalb o. Alsdann ist 
offenbar : 


fas ¢:T.6 =P, 
2 oT, oP, oP, 
fase. ~~: CUM —- “ON”? 
wo N die dussere Normale von 6 bezeichnet. Somit folgt aus (7): 


oP, 
(10) [Woads—— faous 5 ; 


und hieraus, falls man jene innere Curve oder Flache s naher und 
niher an o heranzieht und sie schliesslich mit 6 identisch werden lasst: 


mithin: 





ott, 
(11) | Woredo -_ — facu. oN ? 
oder weil a = — 2hxyz ist: 
(12) J Wisvode = 2hx | wereds. 


Zusammenfassung. Aus (9) und (12) ergiebt sich folgender 
Satz: Beseichnet 6 eine geschlossene Curve oder Fliiche mit positiver 
innerer Seite, ferner y die Dichtigkeit ihrer natiirlichen Belegung, end- 
lich W das Potential einer auf’ 6 ausgebreiteten Doppelbelegung vom 
Momente uw, so ist: 


| Weorads =0, 


(13) . J 

J Wie yoda = 2hx fusreds, 
mithin: : 
(14) | Wee Was) Yod6 = 2he f wo Vol. 


Letztere Formel steht in vollem Einklang mit den allgemeinen Eigen- 
schaften (2), (3). Denn nach (2), (3) ist Wig — Was = 2hauc. 


Finftes Capitel. 
Die Methode des arithmetischen Mittels. 


Es handelt sich hier (wie schon zu Anfang des vorhergehenden 
Capitels naiher ausgefiihrt wurde) um den Existenzbeweis derjenigen 
Functionen, von welchen in den Theoremen A*?4., A**s., Js. die Rede 
war, sowie auch um den Existenzbeweis der sogenannten natiirlichen 
Belegung: 

Der Verf. giebt die genannten Existenzbeweise nur unter der 
Voraussetzung, dass die gegebene Curve oder Flaiche 6 zweiten Ranges 
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und keine eweisternige sei; und wir werden daher, bevor wir auf jene 
Beweise niher eingehen kénnen, uns zuniichst mit dieser Ausdrucks- 
weise (zweiter Rang, zweisternig) niiher bekannt zu machen haben. 
Auch wird es zweckmissig sein, einige einleitende Betrachtungen voran- 
gehen zu lassen, welche den Weg, auf dem der Verf. zu seinen Existenz- 
beweisen gelangt ist, einigermassen andeuten. 


Einleitende Betrachtungen. 


Es sei 6 eine gegebene geschlossene Curve oder Fliche, und 


(15) :  W, = {us(do). 


das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbelegung vom Momente u. 
Beschrinken wir uns bei diesen einleitenden Betrachtungen auf den 
besondern Fall, dass 6 frei von Ecken und Kanten ist, mithin die «, 


simmtlich — 0 sind, so gewinnen die Formeln (2), (3) die einfachere 
Gestalt : 


16 Was = W.—hau,, 
(16) - Wi = We+hrug,. 


Setzt man der grésseren Bequemlichkeit willen: 


(17) hru=—f, 

so gehen die Formeln (15), (16) itiber in: 

(18) W. = = fi fo(d6)z, 

respective in: 

(19) W.,= W.—f,, 
Wi. = W.+ fh. 


Nunmehr bilde man ein Potential W,, welches zu den Werthen 
W, in derselben Beziehung steht, wie W, zu den f,, sodann ein Po- 
tential Wz, welches zu den W, wieder in der nimlichen Beziehung 
steht; u. s. w. Mit andern Worten, man bilde nach dem Schema der 
Formel (18) die auf einander folgenden Functionen: 


w= ff fold), 
, 1 
(20) Wi => — J Wa(de)z, 


Wi = af Weldo)., 


Alsdann gelten nach (19) die Relationen: 
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. Was —, W, ™= he, 
W.a= WwW; —_ W,, 
(21) Was = W,’ — Wy, 


U we vr 
Wa = W,’— Wy, 


woraus z. B. folgt: 
(22) — (Was + Was+ Wi, + Wis) =f. — W.”. 


Nimmt man fiir den Augenblick an, die Function W;” sei auf 6 
allenthalben ausserordentlich klein, und es differire also der in (22) 
auf der rechten Seite stehende Ausdruck (f,— W,”) iiberall nur ausser- 
ordentlich wenig von /,, so wird offenbar 


(23) — (Wat Wot Wit We’) 


eine Function des variablen Punktes a sein, deren Werthe auf 6 von 
den f, nur dusserst wenig abweichen. Zugleich aber reprisentirt diese 
Function (ebenso wie ihre einzelnen Glieder W,, Wz, etc. etc.) ein 
Potential, dessen erzeugende Massen auf 6 ausgebreitet sind. Folglich 
wird diese Function (23) mit grosser Anniherung all’ denjenigen An- 
forderungen entsprechen, welche im Theorem A**, (vgl. Seite 271 
dieses Referates) an das Potential V, gestellt wurden. 

Aus diesen Ueberlegungen geht mit einiger Wahrscheinlichkeit 
hervor, dass ein jenen Anforderungen in voller Strenge entsprechendes 
Potential durch die unendliche Reihe: 


(24) Va=— (Wat Wat Wat Wa'+ ---- in inf.) 


dargestellt sein wird, falls sich nur nachweisen lisst, dass die auf o 
ausgebreitete Function 


(25) w.” 
mit wachsendem » gegen Null convergirt. 

In der That weist der Verf. nach, dass die Function (25), wenn 
auch nicht gegen Null, so doch gegen eine Constante convergirt; und 
gleichzeitig weist er nach, dass die Reihe (24) eine convergente ist. In 
letzterer Beziehung zeigt er, dass die genannte Reihe im Wesentlichen 
eine geometrische ist, welche fortschreitet nach den Potenzen eines ge- 
wissen der gegebenen Curve oder Fliache 6 zugehérigen Parameters 4*), 


*) Diesen Parameter 1 nennt der Verf. die Configurationsconstante der ge- 
gebenen Curve oder Fliiche. Beispielsweise zeigt er, dass diese Constante 4 fiir 


3 
einen Kreis = > ferner fiir eine Ellipse < | 1 — (a) | ist, falls a die grosse 
und 6 die kleine Axe der Ellipse bezeichnet. 
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und dass dieses 4 ein dichter Bruch ist. Andererseits zeigt er in ersterer 
Beziehung, dass simmtliche Werthe der Function W‘” (25) in das 
Intervall einschliessbar sind*): 


(26) C— (G—K)a"*t'< W™<C+ (G—K)a**', 

wo C, G, K gewisse der vorgeschriebenen Function / eigenthiimliche 
Constanten bezeichnen, und dass also simmtliche Werthe jener Function 
W; mit wachsendem nm gegen die Constante C convergiren. Jedoch 
sind all’ diese Demonstrationen des Verf. nur von beschriinkter Giiltig- 
keit, niimlich an die Bedingung gekniipft, dass die gegebene Curve 
oder Fliche 6 zweiten Ranges und keine zweisternige sei. Was diese 
Ausdrucksweise besagen will, soll sogleich erliutert werden. 


Ueber den Rang einer Curve oder Fliche. 


Man kann zwischen Punkt und Stelle unterscheiden, indem man 
z. B. von der Ellipse sagt, dass dieselbe mit ihrer Tangente zwei 
Punkte (nimlich zwei einander unendlich nahe Punkte), aber nur cine 
Stelle gemein habe, ferner von der Lemniscate, dass dieselbe mit ihrer 
Doppeltangente vier Punkte, aber nur zwei Stellen gemein habe. 
Ebenso kann man auch, was die Peripherie eines reguliiren Polygons 
betrifft, sagen, dass dieselbe mit derjenigen unendlich langen geraden 
Linie, welche durch zwei aufeinanderfolgende Ecken geht, wnendlich 
viele Punkte (nimlich simmtliche Punkte der betreffenden Seite), aber 
nur eine Stelle gemein habe. 


In der That bedient sich der Verf. dieser Ausdrucksweise, indem 
er jedes Continuum von Punkten (einerlei, ob die Anzahl der darin 
enthaltenen Punkte endlich oder unendlich gross ist) kurzweg als 
Stelle bezeichnet. Gleichzeitig nennt er eine gegebene Curve oder 
Fliche vom R“" Range, wenn sie mit einer unendlich langen geraden 
Linie, welche Lage man dieser Linie auch zuertheilen mag, niemals 
mehr als R Stellen gemein hat, oder (genauer ausgedriickt) wenn die 
grisste Zahl von Stellen, welche sie mit einer solchen Linie gemein 
haben kann, = BR ist. 

Von besonderer Wichtigkeit fiir die Untersuchungen des Verf. ist 
der Specialfall R= 2. Eine Curve oder Fliche zweiten Ranges kann 
offenbar niemals einspringende Ecken oder Kanten, iiberhaupt keine 
einspringenden Theile haben. Oder genauer ausgedriickt: 


*) Diese Formel (26) ist identisch mit der Formel des Neumann’schen 
Werkes Seite 188, Nr. 44. Denn bei einer Curve oder Fliiche o, welche (wie 
hier vorliufig vorausgesetzt wurde) frei von Ecken und Kanten ist, wird die 
Function W) identisch sein mit f+") ; vgl. das Neumann’sche Werk Seite 166. 




















Welche Tangente man an eine 
Curve zweiten Ranges auch legen mag, 
stets werden siimmtliche Punkte der 
Curve auf derselben Seite der Tan- 
gente liegen. 
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Welche Tangentialebene man an 


eine Fliche zweiten Ranges auch legen 
mag, stets werden siimmtliche Punkte 


der Fliche auf derselben Seite der 
Tangentialebene liegen. 


Als Beispiele von Curven oder Flichen zweiten Ranges wiirden zu 


erwihnen sein: 


die Kreislinie, die Ellipse, die Peri- 
pherie eines Rechtecks*), die Peri- 
pherie eines reguliren Polygons, die 
Peripherie eines Kreissegmentes, wel- 
ches theils von einem Kreisbogen, 
theils von einer geraden Linie be- 
grenzt ist. 


die Kugelfliiche, die Ellipsoidfliche, 





| die Oberfliche eines Tetraeders, Wtir- 
| fels, Dihexaeders, Granatoeders, Iko- 


saeders u. s. w., ferner die Ober- 
fliche eines Kugelsegmentes, welches 
theils von einer Kugelcalotte, theils 


| von einer Kreisfliiche begrenzt wird. 


Eine geschlossene Curve oder Fliaiche zweiten Ranges wiirde man 
zur Noth als eine diberall convexe Curve oder Fliche bezeichnen kén- 
nen**), nur miisste-man alsdann hinzufiigen, dass einzelne Theile der 
Curve oder Fliache geradlinig, resp. eben sein diirfen. 


Die mit sogenannten Sternen behafteten Curven und Flachen. 


Einsternige Curven und Flichen. 


Liisst sich auf einer gegebenen 
Curve ein Punkt M markiren von 


| i 


solcher Lage, dass stimmitliche Tan- | 


genten der Curve durch M gehen,’ so 


mag die Curve einsternig, und M 


ihr Stern heissen. 

Eine einsternige Curve wird da- 
her stets ein Winkel sein, nimlich 
dargestellt sein durch zwei von dem- 
gelben Punkt auslaufende (begrenzte 
oder unbegrenzte) gerade Linien. 


*) Ein beliebiges Viereck darf nicht als Beispiel aufgefiihrt werden. 


\| 
| 


Liisst sich auf einer gegebenen 
Fliiche ein Punkt M markiren von 
solcher Lage, dass sdéimmtliche Tan- 
gentialebenen der Fliche durch M 
gehen, so mag dic Fldche einster- 
nig, und M ihr Stern heissen. 

Eine einsternige Fliche wird da- 
her stets ein Kegelmantel sein, nim- 


lich dadurch erhalten werden, dass 


man einen von einem gegebenen 
Punkt ausgehenden (begrenzten oder 
unbegrenzten) Strahl um seinen Aus- 
gangspunkt in beliebiger Weise sich 


| drehen lisst. 


Denn 


denken wir uns z. B, ein Viereck mit einspringendem Winkel, so wird die Peri- 
pherie dieses Vierecks eine Curve vierten Ranges sein, 


**) Dieser Bezeichnung hat sich der Verf. friiher bedient, namentlich z, B. 


in den Ber, d. Kgl, Sichs. Ges, d. Wiss., April 1870, Seite 56. 
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Zweisternige Curven und Flichen. 


Lassen sich auf einer gegebenen | 
Curve zwei Punkte M, N markiren | 
von solcher Lage, dass jedwede Tan- | 
gente der Curve durch einen dieser 
beiden Punkte geht, so mag die Curve 
zweisternig heissen, und M, N ihre 
Sterne. 

Ein zweisternige Curve wird da- 
her stets aus zwei Winkeln zusam- 
mengesetzt, mithin ein Viereck sein. 
Doch kann der eine Winkel des Vier- 
ecks 180° betragen, wodurch sich 
alsdann dasselbe in ein Dreieck ver- 
wandelt. — Beim Viereck liegen die 
Sterne in zwei gegeniiberliegenden | 
Ecken, wihrend beim Dreieck der eine | 
Stern in einer Ecke, der andere in 
einem beliebigen Punkt der gegen- 
liberliegenden Seite sich befindet. 


Lassen sich auf einer gegebenen 
Fliche zwei Punkte M, N markiren 


| von solcher Lage, dass jedwede Tan- 
|| gentialebene der Fliche durch einen 
| dieser beiden Punkte geht, so mag 
| die Fliche zweister nig heissen, und 
| M, N thre Sterne. 


Eine zweisternige Fliiche wird 
daher stets aus zwei Kegelmiinteln 
zusammengesetzt sein. Als Beispiele 


| wiirden anzuftihren sein die Ober- 
| fliiche desjenigen Kérpers, der durch 


Rotation eines Rhombus um eine 
Diagonale entsteht, ferner die Ober- 


| fltichen des Dihexaeders, des Octa- 


eders, des Rhomboeders, des Parallele- 
pipedums, des Wiirfels, und endlich 
auch diejenige des Tetraeders. Bei 
der letzteren Fliiche befindet sich der 
eine Stern in einer Ecke, der andere 
in einem beliebigen Punkte der gegen- 


| iiberliegenden Seite. 


Vielsternige Curven und Fléchen. 


In ahnlicher Weise kénnte man allgemein »-sternige Curven und 
Flachen definiren. Doch ist solches fiir unsere Zwecke von keinem Belang. 


Der Existenzbeweis fiir diejenige Function, von welcher das 
Theorem A*?¢, handelt. 


Indem wir nach den eben besprochenen geometrischen Definitionen 


den eigentlichen Faden unserer Betrachtungen wieder aufnehmen, haben 
wir uns zuniichst des Theorems A*?4. zu erinnern. Dasselbe lautet; 
Sollen die ein Potential U, erzeugenden Massen auf oder innerhalb 
6 liegen, und eine gegebene Summe M haben, und sollen ferner die 
U, von irgend welchen auf 6 vorgeschriebenen Werthen F, nur durch 
eine unbestimmte additive Constante sich unterscheiden: 

(27) U,= F, + Const. , 

so sind hierdurch stimmtliche U, eindeutig bestimmt *). 





*) Die hier auftretende additive Constante — sie mag B heissen — kann 
sofort bestimmt werden mit Hiilfe des erweiterten Gauss’schen Satzes des arith- 
metischen Mittels, Setzt man niimlich in der Formel (27) 
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Um nun zu zeigen, dass ein diesen Anforderungen entsprechendes 
Potential U wirklich existire, markiren wir irgendwo innerhalb 6 einen .« 
festen Punkt, denken uns in demselben die gegebene Masse M con- 
centrirt, und fiihren an Stelle von U ein neues Potential V ein, in- 
dem wir setzen: 

(28) V.= U.— MT,; 
dabei soll MT, das Potential jenes festen Massenpunktes M auf den 
variablen Punkt a vorstellen. Hierdurch gewinnt die Anforderung (27) 
folvende Gestalt: 

V,.=(F, — MT,) + Const. , 
oder, falls wir zur Abkiirzung F',— MT,—f, setzen, folgende: 
(29) V, =f, + Const. 


Auch die iibrigen an U gestellten Forderungen sind auf das neue 
Potential V leicht iibertragbar. So z. B. sollte die Summe der das 
Potential U erzeugenden Massen den gegebenen Werth M haben. 
Folglich wird die Summe der das neue Potential V erzeugenden Massen 
[wie aus (28) ersichtlich] den Werth MJ — M, d. i. den Werth Null 
haben miissen. Jene an U gestellten Anforderungen werden daher, 
iibertragen auf das neue Potential V, folgendermassen lauten: 

V, soll das Potential irgend welcher Massen sein, die auf oder 
innerhalb 6 liegen, und deren Summe Null ist; ferner sollen die 
Werthe V,, welche V, auf 6 besitet, von den daselbst vorgeschriebenen 
Werthen f, nur durch eine unbestimmte additive Constante sich unter- 
scheiden, d.h. V_ soll der Bedingung 
(29) V,=fs-+ Const. 
entsprechen. 

Der Verf. zeigt nun, dass man ein diesen Anforderungen ent- 
sprechendes Potential V, wirklich aufzustellen im Stande sei, falls die 
gegebene Curve oder Fliiche 6 zweiten Ranges und keine zweisternige 
ist, und falls ausserdem die vorgeschriebenen Werthe F' oder (was auf 

U,=F,+B 
fiir s irgend einen Punkt 6 des Elementes do, so erhilt man durch Multiplication 
mit y, do und Integration: 
[U, 7.46 =/F 7,46 + BJy, do. 
Die linke Seite dieser Formel ist aber nach dem genannten Satze = MI, wo M 
die gegebene Summe der das Potential U, erzeugenden Massen bezeichnet, Ausser- 
dem ist bekamntlich fy,do = 1. Somit folgt: 


Ml =/J/F,y,46+B, 


mithin: 


B= MT — fF ygae. 
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dasselbe hinauskommt) die neu eingefiihrten Werthe f auf 6 iiberall 
stetig sind. Seine Methode (die wir hier ohne weiteren Beweis mit- 
theilen) ist folgende: 

Man nehme die imnere Seite von 6 zur positiven und bilde, von 
den vorgeschriebenen Werthen f ausgehend, gewisse aufeinanderfolgende 
Functionen W™, f™, indem man zur Bildung der W™ die Formeln 
der Columne I., andererseits zur Bildung der / ganz nach Belieben 
die Columne II. oder II]. verwendet*): 





I. | I. | III. 
haW, =f, (ds), Wf, —f,, | W,=f, +f, 
(30) | ha Wl =f (do),, | W=t —f. | Wie +8, 
be We Ste Odes | Wom th | Wem hth 





ete. ete. ete. ete. ete. etc. 











Die in solecher Weise entstehenden Functionen /™ oder {™ haben 
die Eigenschaft, mit wachsendem » gegen eine Constante zu conver- 
giren, was angedeutet sein mag durch die Formel: 


(31) ff =C. 


Nachdem in solcher Weise die Functionen W™, /™, sowie die 
Constante C gefunden sind, kann man nun das gesuchte Potential V 
augenblicklich angeben. Denn es wird, wie der Verf. nachweist, 


allen an das Potential V gestellten Anforderungen Geniige geleistet, 
sobald man setzt: 


(32) Va=— (Wat Wat Wai+ Wa'+---- in inf); 
wahrend gleichzeitig fiir die in jenen Anforderungen [Formel (29)] 
auftretende additive Const. der Werth resultirt: 
(33) Const = — C, 
wo C die in (31) genannte Bedeutung hat. 

Auf diese Weise wird also vom Verf. die Existenz des Potentiales 
V nachgewiesen durch seine wirkliche Aufstellung, jedoch immer nur 
unter der Voraussetzung, dass die Curve oder Fliiche o zweiten Ranges 





*) In den Formeln (30) dient 2 als Collectivbezeichnung fiir simmtliche 
Punkte a, s, ¢, d. i. fiir simmtliche Punkte der Ebene resp. des Raumes. Auch 


ist daselbst in iiblicher Weise (do), fiir ae do gesetzt, wo » die positive Nor- 


male von 6 bezeichnet. Diese positive Normale » ist, weil wir als positive Seite 
von o die innere festgesetzt haben, identisch mit der innern Normale. 
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und keine zweisternige sei, und dass die auf 6 vorgeschriebenen Werthe 
f daselbst stetig sind. 
Beilaiufig sei noch bemerkt, dass das Potential V durch die Reihe 
(32) als das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbelegung dar- 
gestellt ist, dass man dasselbe aber, vermdge einer Transformation 
jener Reihe, auch als das Potential einer auf 6 ausgebreiteten einfachen 
Belegung darzustéllen im Stande ist, und dass sich einfache Formeln 
ergeben sowohl fiir das Moment jener Doppelbelegung, als auch fir 
die Dichtigkeit der einfachen Belegung. (Vgl. das Neumann’sche Werk, 
Seite 206. Fiir V ist dort der Buchstabe ® gebraucht.) 


Der Existenzbeweis fiir die sogenannte natiirliche Belegung. 


Ein specieller Fall des Theorems A, lautet: Sollen die ein Po- 
tential Tl, erzeugenden Massen auf oder innerhalb oe liegen, und die 
Summe Eins haben, und sollen ferner die TI, constant sein: 

(34) TT, = Const. , 
so sind hierdurch stimmtliche Werthe Tl, eindeutig bestimmt. 

Dieses specielle Potential T,, welches nach Vorschrift der allge- 
meinen Formeln (30), (31), (32) sofort berechnet werden kann, ist 
offenbar nichts Anderes als Potential der sogenannten natiirlichen Be- 
legung. Folglich kann die Existenz dieses Potentiales Tl, sowie auch 
die der natiirlichen Belegung selber keinem weiteren Zweifel unterliegen, 
falls nur die gegebene Curve oder Fliiche 6 den vorher genannten Be- 
dingungen entspricht, nimlich zweiten Ranges und keine zweisternige ist. 

Beiliufig sei hier noch aufmerksam gemacht auf einen andern 
Specialfall des Theorems A*¢?,, nimlich auf folgenden: Sollen die ein 
Potential P, erzeugenden Massen auf oder innerhalb o liegen, und die 
gegebene Summe M haben, und sollen ferner die P, constant sein: 
(35) P, = Const., 
so sind hierdurch siimmtliche Werthe P, eindeutig bestimmt. 

Gleichzeitig bemerkt man, dass dieses eindeutig bestimmte Po- 
tential P, durch das vorhergehende Potential TT, ausdriickbar ist, 
nimlich den Werth besitzt: 

(36) P,= MT. 
Somit ergiebt sich der Satz: : 

Es existiren unendlich viele Potentiale P,, deren erzeugende Massen 
auf oder innerhalb 6 liegen, und deren Werthe auf 6 constant sind; 
doch sind all’ diese Potentiale von der Form: 

(37) P. = MT, 
wo M eine willkiihrliche Constante bezeichnet, wahrend TI, das Potential 
der natiirlichen Belegung vorstelit. 
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Der Existenzbeweis fir diejenige Function, von welcher das 
Theorem A’. handelt. 


Man kann das Theorem A***, so aussprechen: Sollen die ein Po- 
tential W, erzeugenden Massen auf oder innerhalb o liegen, und 
sollen ferner die W, vorgeschriebene Werthe F, besitzen: 

(38) W.=F,, \ 
so sind hierdurch stimmtliche Werthe W, eindeutig bestimmt, — ausser 
im singuliren Fall. 

Um zu zeigen, dass ein diesen Anforderungen entsprechendes Po- 

tential W, stets existirt, setze man: 
(39) W,= U,— KT, 
wo U,, Tl, die bereits berechneten Potentiale (27), (34) sein sollen, 
wihrend K eine noch disponible Constante vorstellt. Alsdann wird: 
(40) W.= U,— KT. 
Nun haben aber U,, TT, nach (27), (34), falls man die in jenen For- 
meln enthaltenen Constanten mit B, [ bezeichnet, die Werthe: 

U, = F, +B, 

T= Tf. 
Somit erhilt man: 
(41) W,= F,+ B— KT. 
Folglich wird W allen gestellten Anforderungen Geniige leisten, sobald 
man jene noch disponible Constante K = + setzt, was nur im sin- 


guliren Fall: [ —0O zu Unzutriglichkeiten fiihren kénnte. — Somit 
ist dargethan, dass, abgesehen von diesem singuldren Fall*), 
ein den gestellten Anforderungen entsprechendes Potential W stets existirt, 


*) Der singuldre Fall: 
(1.) . f=0, a. i. T,=0, 

erheischt eine besondere Betrachtung. Nach unseren Untersuchungen bei (27) 
existirt ein Potential U,, dessen erzeugende Massen auf oder innerhalb o liegen, 
und dessen Werthe auf o der Bedingung entsprechen: 

(II.) U,=F,+8B, 

wo die F’, vorgeschriebene Werthe bezeichnen, wiihrend B eine nicht gegebene 
Constante vorstellt. Auch haben wir [vgl. die Note zu (27)] gefunden, dass diese 


Constante B vermittelst der F, durch eine Formel darstellbar ist, welche im 
gegenwirtigen Fall (I.) so lautet: 


(IL) B=—/F,y,d0. 


Wir wollen nun annehmen, das Potential U, nebst der Constanten B wiire be- 
rechnet, und von Neuem uns die Frage vorlegen, ob ein den Anforderungen (38) 
entsprechendes Potential W,, wirklich existire. Dabei unterscheiden wir zwei 
Méglichkeiten. 
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immer vorausgesetzt,, dass die gegebene Curve oder Fliche 6 zweiten 
Ranges und keine zweisternige ist, und dass die vorgeschriebenen 
Werthe F auf o stetig sind. 


Der Existenzbeweis fiir diejenige Function, von welcher das 
Theorem J***. handelt. 


Das Theorem J*°*, lautet: Sollen die ein Potential V; erzeugenden 
Massen auf oder ausserhalb 6 liegen, und sollen ferner die V, irgend 
welche vorgeschriebenen Werthe f, besitzen: 


(42 ) V; = f, ) 
so sind hierdurch stimmtliche Werthe V; eindeutig bestimmt 


Erstens: B ist Null, also nach (IL): 
U, = F,. 
Alsdann wird offenbar das gesuchte Potential W, direct durch U, selber, oder 
allgemeiner durch 
(IV.) W,=U,+ KT, 


dargestellt sein, wo K eine willkiihrliche Constante bezeichnet. Denn lisst man 
a nach gs riicken, so verschwindet der letzte Term der Formel (I1V.), wie aus (I.) 
ersichtlich. 
Zweitens: B ist nicht Null, also nach (II.): 

U,=F,+8B, 
wiihrend 

W,=F, 
sein soll. Hieraus ergiebt sich: 
(V.) U,— W,=B. 
Folglich muss U, — W, ein Potential sein, dessen erzeugende Massen auf oder 
innerhalb o liegen, und dessen Werthe auf o constant sind. Simmtliche Poten- 
tiale dieser Art sind aber nach Satz (37) von der Form: 

MTI,, ‘ 


und haben also, wie aus (I.) ersichtlich, auf o den Werth Null, was der zu er- 
fiillenden Bedingung (V.) widerspricht. Folglich existirt kein Potential W,, wel- 
ches den gestellten Anforderungen Geniige leistet. 

Zusammenfassung. Die eben angestellten Ueberlegungen fiihren mit 
Riicksicht auf (IIL) zu folgendem Satz: 

Im singuliren Fall: [ = 0 ewistiren je nach Beschaffenheit der vorgeschrie- 
benen Werthe F, entweder wnendlich vicie Poteniiale W,, welche den im 
Theoreme A2>s, genannten Anforderungen (38) entsprechen, oder gar kein solches 
Potential. Ersteres findet statt, wenn das Integral 


(VL) JF o%_46 


Nuil ist, letzteres, wenn dasselbe einen von Null verschiedenen Werth hat. Letzteres 
wird, weil y tiberall positiv ist, stets eintreten, wenn die vorgeschriebenen Werthe 
F simmtlich von einerlei Vorzeichen sind. Auch ist zu bemerken, dass jene im 
erstern Fall vorhandenen unendlich vielen Potentiale W, alle nur um Grdssen 
von der Form MTT, verschieden sind, wo M eine willkiihrliche Constante und 
TT, das Potential der natiirlichen Belegung vorstellt. [Vgl. Satz (37.)]. 


xiit. 19 
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Um die Existenz dieses Potentiales nachzuweisen, sind, von den 
vorgeschriebenen Werthen f aus, wiederum die in (30) angegebenen 
Functionen W™, /) zu bilden, so wie auch die in (31) angegebene 
Constante C. Alsdann wird, wie der Verf. zeigt, allen an das Poten- 
tial V gestellten Anforderungen entsprochen, sobald man setzt: 


(43) Vi= C+ (Wi— Wi) + (Wi — Wi’) + (Wi* — Wi) + - - “in inf, 


immer vorausgesetzt, dass die gegebene Curve oder Fliche 6 zweiten 
Ranges und keine zweisternige ist, und dass ausserdem die vorgeschrie- 
benen Werthe f auf o iiberall stetig sind. 

Das Potential. V ist durch (43) dargestellt als das Potential einer 
Doppelbelegung, deren Moment sich leicht angeben lisst. Beiliufig 
zeigt der Verf., dass man dieses Potential, abgesehen von der Constanten 
C, auch ausdriicken kann als das Potential einer auf 6 ausgebreiteten 
einfachen Belegung, und giebt eine Formel fiir die betreffende Dichtig- 
keit (vgl. das Nm. Werk pag. 209; statt V ist dort der Buchstabe 
Q gebraucht). 


Einige elektrostatische und elektrodynamische Aufgaben. 


Dass die oben exponirten Methoden von Bedeutung sind fir die 
bekannten elektrostatischen Aufgaben , bedarf keiner Erliuterung. Doch 
zeigt der Verf., dass dieselben auch von Belang sind fiir gewisse 
elektrodynamische Aufgaben, dass man niamlich vermittelst jener Me- 
thoden folgende beiden Probleme zu lésen vermag: 

I. Auf oder ausserhalb 6 sollen irgend welche Massen ausge- 
breitet werden, deren Potential U auf der innern Seite von 6 der 
Bedingung entspricht: . 

oU 
wo die f vorgeschriebene Werthe bezeichnen, und v die innere 
Normale von 6 vorstellt. (Vgl. das N. Werk, pag. 216.) 

Il. Auf oder innerhalb 6 sollen irgend welche Massen aus- 
gebreitet werden, deren Potential U auf der dussern Seite von 6 der 
Bedingung entspricht: 

(45) ae =f ? 


wo die f vorgeschriebene Werthe bezeichnen, und N die dussere Nor- 
male von 6 reprdsentirt. (Vgl. das N. Werk, pag. 218.) 

In der einen wie in der andern Aufgabe ist unter o nach Belieben 
entweder eine geschlossene Curve in der Ebene, oder eine geschlossene 
Fléche im Raum zu verstehen. 
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Sechstes Capitel. 
Ueber die von Beer gegebenen approximativen Methoden. 


Schon im Jahre 1856 (Pogg. Annal. Bd. 98, pag. 137) hat Beer 
gewisse Reihenentwicklungen gegeben zur Berechnung derjenigen 
Functionen, von welchen in den Theoremen A*¢4,, A¢s,, J2>*, die 
Rede ist, ohne indess die Convergenz und Brauchbarkeit dieser Ent- 
wicklungen einer weiteren Discussion zu unterziehen. Der Verf. ge- 
langt nun zu dem Resultat, dass diese Entwicklungen in der That 
convergent und giiltig sind, falls nur die gegebene Curve oder Flache 
6 zweiten Ranges und keine zweisternige ist. 

Um den Unterschied der Beer’schen Entwicklungen — gegeniiber 
den Neumann’schen — einigermasen zu charakterisiren, sei zunichst 
bemerkt, dass es sich bei Beer — ebenso wie bei Neumann — wesent- 
lich um zwei Aufgaben handelt, nimlich: 

I. um die Aufstellung einer Function, welche den Bedingungen” 
des Theorems A*¢¢,., oder (was ziemlich auf dasselbe hinaus- 
kommt) denen des Theorems A***. entspricht; 

II. um die Aufstellung einer Function, welche den Bedingungen 
des Theorems J**, Geniige leistet. 

Vermittelst der Beer’schen Methoden ist man eines dieser Probleme 
(gleichgiiltig welches) zu lésen im Stande, sobald die Lésung des an- 
dern Problemes bereits vorliegt*); so dass also diese Methoden keine 
wirkliche Lésung der beiden Probleme, sondern immer nur eine Re- 
duction des einen Problems auf das andere darbieten. 


Das Problem der magnetischen Induction. 


Die vom Verf. zur Lésung dieses Problems gegebene Methode, 
welche der betreffenden Beer’schen Methode nahe verwandt sein diirfte, 
basirt ebenfalls auf der Theorie der Doppelbelegungen. Ohne hierauf 
niher einzugehen, sei nur mitgetheilt, was der Verf. iiber das Giiltig- 
keitsgebiet seiner Methode bemerkt. Er sagt: 

Ist der gegebene inducirte Kérper begrenzt von einer Fliiche (2 .N)' 
Ranges, so wird die in Rede stehende Methode stets convergent und 
giiltig sein, falls nur die Magnetisirungsconstante K des Korpers zur 
Zahl N in der Beziehung steht: 


1 

K< Gaq-5)" 
Ist mithin N= 1, die Fliche also zweiten Ranges, so wird die 
Methode giiltig sein fiir jeden beliebigen Werth von K. 


*) Speciell bei den elektrostatischen Problemen, welche Beer hauptsichlich 
im Auge hatte, wird allerdings diese Voraussetzung in der Regel erfiillt sein. 


19* 
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Dabei ist zu beachten, dass die vom Verf. benutzte Magnetisirungs- 
constante K zu der urspriinglich von Poisson eingefiihrten Magneti- 
sirungsconstanten k in der Beziehung steht: 


3k 
K= 4x(i—k) © 


Siebentes Capitel. 
Weitere Entwicklung der Theorie der Doppelbelegungen. 


Bezeichnet 6 eine Curve oder Fliche mit festgesetzter positiver 
Seite, und denkt man sich auf 6 eine Doppelbelegung vom Momente 
uw ausgebreitet, so wird, wie schon erwihnt, das Potential dieser Be- 
legung auf irgend einen Punkt x durch folgende Formel dargestellt: 


(1) We = fu(do, 


(vgl. dieses Referat pag. 274). Nachdem im vierten Capitel der Verf. 
die Theorie solecher Doppelbelegungen fiir geschlossene Curven und 
Flichen behandelt hat, geht er gegenwiirtig zu dem Fall iiber, dass 
dieselben wngeschlossen sind. 

Will man, wenn 6 eine ungeschlossene Curve ist, tiber die Ge- 
sammtheit der Potentialwerthe (1) eine anschauliche Vorstellung ge- 
winnen, so hat man vor allen Dingen zweicrlei Werthsysteme zu unter- 
scheiden, das der W, und das der W,, indem man simmtliche 
Punkte der ganzen unendlichen Ebene, je nachdem sie auf oder ausser- 
halb ¢ liegen, resp. mit s oder ¢ bezeichnet. Denn diese beiden Systeme 
sind, wie der Verf. zeigt, so gut wie ohne Zusammenhang, indem sie 
fast fiberall in wnstetiger Weise zusammenstossen. 

Das System der W, ist, wie der Verf. zeigt, lings der gegebenen Curve 
iiberall von stetigem Zusammenhang, ausser in den Eckpunkten der- 
selben. Denkt man sich niimlich eine Function f einerseits fiir die 
Endpunkte g, h der Curve, andererseits fiir alle iibrigen Punkte s der 
Curve durch die Formeln definirt: 


fy — W,, 
(2) fs = W.+ ssus, 
fh —_ Wi; 


so wird diese Function f auf 6 allenthalben stetig sein. Dabei bezeichnet 
&, das supplementare Winkelmass der Curve im Punkte s, und gu, den 
daselbst vorhandenen Werth von u. 

Um von dem unstetigen Zusammenstoss der beiden Systeme W, 
und W, eine deutliche Vorstellung zu gewinnen, sind die Grenzwerthe 
der W,, d. i. diejenigen Werthe in Betracht zu ziehen, welche W; 
annimmt, sobald der variable Punkt ¢ der Curve 6 unendlich nahe 
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riickt. Diese Grenzwerthe zerfallen in verschiedene Kategorien. Wir 
kénnen nimlich erstens den Punkt ¢ einem der beiden Endpunkte g, h 
der Curve sich niihern lassen; die in solcher Weise entstehenden Grenz- 
werthe seien bezeichnet mit W,, resp. mit W,,. Und andererseits 
kénnen wir den Punkt ¢ irgend einem intermedidren s (d. i. einem 
Punkte s, der von den Endpunkten durch irgend welche, wenn auch 
noch so kleine, Entfernungen getrennt ist) sich niahern lassen; die 
in solcher Weise entstehenden Grenzwerthe mégen bezeichnet werden 
mit Wis. 

Der Verf. zeigt, dass, entsprechend den unendlich vielen Rich- 
tungen, in welchen die Anniiherung von ¢ an g erfolgen kann, unend- 
lich viele Grenzwerthe W,, sich ergeben, die aber simmtlich von der 
Form sind: 


(3) Wis =A-+ BAO, 

wo 4, B Constanten sind, wihrend A das Azimuth der Anndherung, 
d. i. denjenigen Winkel bezeichnet, unter welchem die unendlich kleine 
Linie gt im Punkte g gegen die positive Seite der Curve o geneigt 
ist. Hine ahnliche Formel gilt natiirlich fiir die W,,: 

(4) Wi=A'+ BA, 

wo A’, B’, A’ analoge Bedeutungen haben. 

Was andererseits die den intermedidren Punkten s entsprechenden 
Grenzwerthe W,, betrifft, so ergiebt sich, dass dieselben an einer ge- 
gebenen Stelle s im Ganzen nur zwei Werthe haben, von welchen der 
eine oder andere zur Geltung kommt, je nachdem die in Rede stehende 
Anniherung von der negativen oder positiven Seite (der Curve) erfolgt. 
Der Verf. bezeichnet diese beiden Werthe mit 


W,; und W;,, 


indem er den Punkt ¢t,; je nachdem derselbe von der negativen oder 
positiven Seite sich nihert, respective mit a oder 7 benennt. 

Die Resultate, zu denen der Verf. hinsichtlich all’ dieser Grenz- 
werthe W,,, Wi, und W,, gelangt, lassen sich schliesslich zusammen- 
fassen in folgenden Sitzen: 

Liéisst man den variablen Punkt t irgend einem intermedidren 
Punkt s von der negativen oder positiven Seite sich nihern, und 
bezeichnet man denselben im erstern Fall mit a, im letatern mit 7, so 
gelten fiir die betreffenden Grenzwerthe W., und W;, die Formeln: 


Wa. = (W, + & sls) — Hus, 





(5) Wis = (Ws + ess) + tus, 
OW,, ow,, 
i>.ti“‘(i‘i‘i SC” 


wo p eine beliebig gegebene Richtung vorstellt. 
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Léisst man ferner den variablen Punkt t einem der beiden End- 
punkte, 2. B. dem Punkte g sich nihern, so gilt fiir den betreffenden 
Grenswerth W,, die Formel: 

(6) Wig = W, + us(x—A), 

wo & das Azimuth der Anniherung, d. i. denjenigen Winkel bezeichnet, 
unter welchem die unendlich kleine Linie gt im Punkte g gegen die 
positive Seite der Curve geneigt ist. 

Auf die analogen Betrachtungen im Raume (iiber ungeschlossene 
Flichen) geht der Verf. nicht naber ein. 


Achtes Capitel. . 
Theorie der kanonischen Potentialfunctionen. 


Man kann von den ,,Potentialfunctionen eines gegebenen Gebietes“ 
sprechen, indem man — nach dem Vorgange von Lipschitz und auch 
wohl anderer Mathematiker — unter einer solchen Function das Po- 
tential irgend welcher Massen versteht, die theils ausserhalb theils auf 
der Grenze des gegebenen Gebietes ausgebreitet sind. Diese Potential- 
functionen bilden das eigentliche Thema, um welches alle bisherigen 
Capitel mehr oder weniger sich drehen. So z. B. wird durch die 
Methode des arithmetischen Mittels (wenigstens in vielen Fallen) die 
Berechnung derjenigen Potentialfunction eines gegebenen Gebietes 
erméglicht, welche auf der Grenze desselben mit daselbst vorgeschrie- 
been Werthen entweder vollstiindig oder bis auf eine additive Con- 
stante iibereinstimmt. Wiahrend nun aber bisher jene vorgeschriebenen 
Werthe immer als stetig vorausgesetzt wurden, mag gegenwirtig an- 
genommen werden, dass dieselben unstetig seien, und in Ueberlegung 
gezogen werden, ob vielleicht dieser zweite Fall auf den ersten sich 
reduciren lasse. Um die Frage genauer zu formuliren, betrachtet der 
Verf. ein bestimmtes Beispiel. 

Es sei 6 eine stetig gebogene geschlossene Curve, ferner % das 
Gebiet innerhalb ¢, und es sei irgend welche Methode 3 bekannt*), 
mit Hiilfe deren man die Potentialfunctionen des Gebietes § fiir stetig 
gegebene Grenzwerthe wirklich zu berechnen vermag. — Es fragt sich, 
ob man alsdann jene Potentialfunctionen auch fiir solche Grenzwerthe 
f zu bilden im Stande ist, welche auf 6 in einzelnem Punkte mit end- 
lichen Differenzen behaftet, sonst aber stetig sind. 

Bildet man, um niher hierauf einzugehen, das diesen f ent- 
sprechende Integral: 


U.= 1 fF (ao)e, 


*) Eine solche Methode M wird z. B. die Methode des arithmetischen Mittels 
sein, falls die Curve o zweiten Ranges und keine zweisternige ist, 
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d. i. das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbelegung vom 
Momente £, so erkennt man leicht, dass die Werthe U, von der Un- 


stetigkeit der f, in keinerlei Weise afficirt, sondern trotzdem stetig 
sind*). Auch erkennt man, dass die U; zu den U, in der Beziehung 
stehen: 

Ui, = Us; +f; (vgl. dieses Referat, Seite 277). 
so dass also die Stetigkeit der U, sich unmittelbar iibertrigt auf die 
(fs— Uj,). Folglich wird man mit Hiilfe der Methode § diejenige 
Potentialfunction V; des Gebietes § zu berechnen im Stande sein, 
welche auf 6 die Werthe (f,— U;,) besitzt, also der Relation 

Vis = hs Tt U; 
entspricht. Giebt man aber dieser Relation die Gestalt: 

Vis + Vis = fs» 
so erkennt man sofort, dass (V;-+ U;) die eigentlich gesuchte Poten- 
tialfunction repriisentirt, nimlich diejenige, deren Grenzwerthe mit 
den vorgeschriebenen f identisch sind. 

Die vorhin aufgeworfene Frage ist also bejahend zu beantworten. 
Mit andern Worten: Bezeichnet o eine tiberall stetig gebogene ge- 
schlossene Curve, ferner 3 das Gebiet innerhalb 6, und ist man im Be- 
site irgend welcher Methode zur Bildung der Potentialfunctionen des 
Gebietes % fiir vorgeschriebene stetige Grenewerthe, so wird man diese 
Functionen auch fiir solche Grenzwerthe zu bilden im Stande sein, welche 
auf o in einzelnen Punkten mit endlichen Differenzen behaftet, 
sonst aber stetig sind. -— Uebrigens hat der Verf. diesen Satz im gegen- 


*) Um diese Behauptung zu rechtfertigen, bemerke man zunichst, dass das 
Integral U,,, ausfiihrlicher geschrieben, so lautet: 


U,= - fis = , (vgl. dieses Referat, Seite 274). 


Sodann beschreibe man um irgend einen Punkt s, der Curve o eine kleine Kreis- 
linie, durch welche o in einen innern Theil o’ und einen fussern Theil o” zerfallt, 
von welchen der erstere, bei hinreichender Kleinheit der Kreislinie, als geradlinig 
betrachtet werden kann; denn die Curve o ist nach gemachter Voraussetzung 
iiberall von stetiger Biegung. Bildet man nun das Integral U, fiir irgend einen 
auf ¢, und zwar auf o gelegenen Punkt s, so zerfillt dasselbe in zwei Theile, 
entsprechend den Theilen o’ und o”: 


U,= Uj; + UY. 
Da o’ als geradlinig betrachtet werden darf, so erkennt man sofort, dass der 
Winkel @ in allen Elementen des Integrals U’, gleich 90°, mithin U, selber gleich 
0 ist; und erhilt also: 
U, = U7; 
woraus ersichtlich, dass U, bei einer kleinen Bewegung des Punktes s in stetiger 
Weise variirt, W. z. z. w. 
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wiartigen Capitel mit grésserer Strenge und zugleich auch mit grésserer 
Allgemeinheit bewiesen, niimlich gezeigt, dass derselbe auch dann in 
Kraft bleibt, wenn die gegebene Curve o nicht stetig gebogen, son- 
dern mit irgend welchen Ecken behaftet ist. 

Vor allen Dingen fragt es sich, ob die behandelte Aufgabe eine 
vollig bestimmte ist, ob also eine Potentialfunction W; des Gebietes 
durch Angabe ihrer Grenzwerthe f eindeutig bestimmt sei, — immer 
verausgesetzt, dass diese f keine auderen Unstetigkeiten haben, als 
‘solche, die in einzelnen Differenzpunkten bestehen. Der Verf. zeigt, 
dass solches der Fall ist, sobald man noch gewisse den einzelnen 
Differenzpunkten entsprechende Bedingungen hinzufiigt. Diese acces- 
sorischen Bedingungen sind leicht angebbar. Bezeichnet nimlich g 
irgend einen der in Rede stehenden Differenzpunkte, und sind /, und 
f, die in g zusammenstossenden Werthe von f, so besteht die dem 
Punkte g entsprechende accessorische Bedingung darin, dass alle inner- 
halb eines um g beschriebenen kleinen Kreises befindlichen Werthe W; 
durch Verkleinerung dieses Kreises theils in das Intervall f, - - - - f, 
hinein, theils beliebig nahe an dasselbe heranziehbar sind. 

Analoges ist zu bemerken fiir das ausserhalb 6 gelegene Gebiet 
U%. Um die Behandlung des Gebiets 2% mit der des Gebiets § mig- 
lichst conform zu machen, empfiehlt es sich, den Begriff der Potential- 
function ein wenig zu modificiren. Fiir diesen modificirten Begriff 
benutzt der Verf. das Epitheton: ,,kanonisch“. Und zwar versteht 
er unter einer kanonischen Potentialfunction des Gebietes % oder § 
eine solche, welche abgesehen von einer additiven Constanten das Po- 
tential irgend welcher ausserhalb oder auf der Grenze des gegebenen 
Gebiets ausgebreiteter Massen von der Summe Null ist. 


Neuntes Capitel. 


Ueber gewisse combinatorische Methoden. 


Murphy hat bekanntlich eine combinatorische Methode angegeben, 
durch welche die elektrostatischen Probleme fiir ein System von be- 
liebig vielen Conductoren auf diejenigen Probleme reducirt werden, 
welche den einzelnen Conductoren entsprechen. Diese Methode beruht 
im Wesentlichen auf zwei Siitzen, von denen der eine darin besteht, 
(1) dass die auf einem zur Erde abgeleiteten Conductor durch 
einen elektrischen Massenpunkt (—1) inducirte Vertheilung 
stets monogen und zwar positiv ist; 

wiihrend der andere dahin lautet, 

(2) dass die eben genannte Belegung ihrer Gesammtmasse nach 
stets kleiner als 1 ist. 

Um an diese Murphy’sche Methode kurz zu erinnern, mag folgende 
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Aufgabe in Betracht gezogen werden: Zwei resp. von den Flichen a 
und £6 begrenzte Conductoren sind in solcher Weise mit Elektricitat 
geladen, dass das elektrische Gesammtpotential V auf « den constanten 
Werth A, andererseits auf 6 den Werth Null hat. Es sollen fiir diesen 
Fall die elektrischen Belegungen der beiden Conductoren, sowie auch 
diejenigen Werthe ermittelt werden, welche das Potential V in be- 
liebigen Punkter des Raumes besitzt. 

Um diese Aufgabe nach der Murphy’schen Methode zu behan- 
deln, betrachte man zunichst den Conductor a fir sich allein, und 
bestimme diejenige Belegung A, dieses Conductors, deren Potential 
U auf @ den vorgeschriebenen constanten Werth A hat, was angedeutet 
sein mag durch die Formel: 


U,= A. 

Sodann bestimme man diejenige Belegung Az, welche die Belegung 
A. auf den Conductor B induciren wiirde, falls derselbe zur Erde ab- 
geleitet wire. Das Potential U’ dieser Belegung A; wird alsdann auf 
B, abgesehen von entgegengesetzten Vorzeichen, identisch sein mit U, 
was angedeutet werden mag durch 

Uz = — Us, 
Hierauf bestimme man diejenige Belegung A¢, welche durch die Be- 
legung A; auf dem Conductor @ hervorgerufen werden wiirde, falls 
derselbe zur Erde abgeleitet’ wire. Das Potential U” dieser Belegung 
Ac wird alsdann auf a, abgesehen vom entgegengesetzten Vorzeichen, 
identisch mit U’ sein, also der Formel entsprechen: 

Te ae Wes 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergiebt sich folgendes System von 
Formeln: 


U. =A, Us =— Uz, 
3) Te — Maw. Deion lle 
Uz = — Ua’, Us =— Us, 


Und mit Hiilfe dieser Formeln erkennt man leicht, dass das eigentlich 
gesuchte Potential V deu Werth hat: 

(4) V=U+0'+ U"+ U"+-.--: in inf.; 

denn aus jenen Formeln (3) folgt sofort, dass V auf « den Werth A, 
andererseits auf 6 den Werth Null hat. Zugleich erkennt man, dass 


die gesuchten Belegungen E. und Eg der beiden Conductoren die Werthe 
haben :*) ; 


*) Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass die Grissen A,-E die Dichtig- 
keiten der in Rede stehenden Belegungen sein sollen. 
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(5) E.=A.+ Ar +All +---- in inf, 

Es = As + As’ + A; + ---- im inf. 
Auch erkennt man, und zwar mit Hiilfe der Siitze (1), (2), dass die 
Reihen (5) unter allen Umstiinden convergent sind, und dass also 
Gleiches auch gilt von der Reihe (4). ' 

Diese Murphy’sche Methode ist auf die analogen Probleme der 
Ebene nicht mehr anwendbar, weil die Sédtze (1), (2), wie der Verf. 
zeigt, daselbst unrichtig werden. Aus diesem Grunde entwickelt der 
Verf. eine etwas andere Methode, welche von diesem Uebelstande frei 
ist, namlich in ganz conformer Weise Anwendung findet auf die 
Probleme des Raumes, wie auf die der Ebene. 

Ausserdem giebt der Verf. eine im Ganzen ahnliche Methode (oder 
vielmehr zwei solehe Methoden) fiir den Fall an, dass die beiden Flachen 
a und B einander schneiden. Es handelt sich alsdann, falls z. B. @ 
und # Kugelflichen sind, um die Lésung der elektrischen Probleme 


fiir den von diesen beiden Kugelfliichen begrenzten linsenférmigen 
Korper. 


Anhang. 


Erweiterung einiger Untersuchungen von Green und Thomson. 


Dieser Anhang enthilt, wie schon aus der Ueberschrift hervor- 
geht, zwei ziemlich differente Betrachtungen. 


Die Green’sche Function und die Green’sche Massenbelegung. 


Reprasentirt 6 eine geschlossene Curve oder Fliiche, und j einen 
festen Punkt innerhalb o, so versteht man bekanutlich unter der 
Green’schen Massenbelegung von 6 diejenige, welche mit Bezug auf 
alle dussere Punkte iiquipotential ist mit einer in j concentrirten Masse 
Eins. Gleichzeitig versteht man unter der Green’schen Function das 
Potential der genannten Massenbelegung auf irgend welchen innern 
Punkt i. Der Verf. bezeichnet die Dichtigkeit jener Belegung in irgend 
einem Punkt 6 und den Werth der Green’schen Function fiir den 
Punkt ¢ respective mit yo und G; oder (weil beide Gréssen abhiingig 
sind von dem anfangs gewihlten festen Punkt j) mit n2 und @. 

In analoger Weise kann man von derjenigen Green’schen Be- 
legung und Green’schen Function sprechen, welche einem festen Punkt 
« ausserhalb 6 entsprechen. In diesem Falle bezeichnet der Verf. den 
Werth der Dichtigkeit in einem Punkte 6, und den Werth der genann- 
ten Function in irgend einem dussern Punkte a resp. mit 4% und G*. 

Solches festgesetzt, ist bekanntlich (wie wenigstens fiir den Fall 
des Newton’schen Potentials schon Green gezeigt hat): 
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(1) G=G ud G=G; 
so dass man diese Functionen einfacher mit G;; und G,q benennen 
kann. 
Der Verfasser zeigt nun, dass fiir die Green’schen Belegungen 
7, und 9° gewisse Siitze gelten, die vollstiindig analog demjenigen sind, 
der friiher — unter dem Namen des erweiterten Gauss’schen Satzes — 
von ihm aufgestellt wurde mit Bezug auf die natiirliche Belegung yz. 
Um niher hierauf einzugehen, sei V das Potential eines beliebigen 
Massensystemes, dessen einzelne Massenelemeute, je nachdem sie ausser- 
halb oder innerhalb o liegen, respective mit m oder pw bezeichnet 
werden moégen. Ks sei, also fiir einen beliebigen Punkt z: 


2) Ve= Dw Tu2) + D(mTnz), 
wo T die friiher (Seite 257 dieses Referates) festgesetzte Bedeutung 
hat. Alsdann driickt jener erweiterter Gauss’sche Satz (vgl. Seite 268 
dieses Referates) sich durch die Formel aus: 


(3) J Vere do = > (mt) + > (ur). 


Und in analoger Weise stellen die neuen Siitze fiir die Green’schen 
Belegungen sich durch folgende Formeln dar: 


(4) Jf Vongde = S mGne) + Se Te); 
(5) | Vor, do = > (mIn;) + >) (wGy). 


Sind die m siimmtlich Null, so verschwindet in Gleichung (4) 
auf der rechten Seite das erste Glied, wiaihrend das zweite mit Riick- 
sicht auf (2) in V, iibergeht; so dass man zu der bekannten Formel 
gelangt: 


(4. a) J Vani do = Vz. 


Und sind andererseits die uw simmtlich Null, so verschwindet in Glei- 
chung (5) auf der rechten Seite das zweite Glied, wihrend das erste, 
mit Riicksicht auf (2), in V; tibergeht; so dass man die ebenfalls be- 
kannte Formel erhilt: 


(5. a) J Voy,do = Vj. 

Uebrigens sind die Eigenschaften der Green’schen Belegungen 
in der Ebene und im Raume d.h. in der Theorie des Logarithmischen 
und des Newton’schen Potentials nicht durchweg einander entsprechend. 
So sind z. B. simmtliche Werthe der Function 7° im Rawme positiv, 
nicht aber in der Ebene. Ferner ist die Gesammtmasse der Be- 
legung 4° (welche sich ausdriickt durch das Integral f4{do) im 
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Raume stets kleiner als Eins, héchstens gleich Eins, nicht aber in 
der Ebene. 

Andererseits sind die Werthe der Function 1,» im Raume wie in 
der ahene, simmtlich positiv. Auch ist die Gesammtmasse der Be- 


legung »? (d. i. das Integral fu,do), im Raume wie in der Ebene, 
stets gleich Kins. 


Thomson’s Methode der reciproken Radien. 


Der Verf. zeigt, dass diese Methode nicht nur fiir das Newton’sche 
Potential im Raume, sondern ebenso auch fiir das Logarithmische 
Potential in der Ebene wichtige Resultate ergiebt. Auch theilt der 
Verf. beiliufig einen neuen Satz iiber correspondirende Kugelfliichen mit. 

Um auf diesen letztern niher einzugehen, bezeichne (0, H) eine 
gegebene Kugelfliche vom Centrum o und Halbmesser H. Liisst man 
nun von o einen Strahl ausgehen, und markirt auf demselben irgend 
zwei der Relation 
(1) (oz) (0§) = #? 
entsprechende Punkte x, &, so heisst bekanntlich jeder von diesen 
beiden Punkten das Spiegelbild des andern in Bezug auf die Kugel 
(0, H). Auch pflegt man zwei solche Punkte kurzweg correspondirende 
oder conjugirte Punkte zu nennen. — Sind zwei Paare correspondirender 
Punkte z, — und y, 9 gegeben, so ist nach (1): 





(2) (0x) (08) = (oy) (on) = 2 

und folglich 

(3) A(oxy) co A(oné). 

Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke folgt sofort: 
(ay) _ (0) _ (oy) __ 7/ (0m) (oy) 

(4) (En) ~— (on) (0) Ve (0m) 


Der Verf. zeigt nun, dass diese Relationen (4) giiltig bleiben, wenn 
man die Punkte y, » durch zwei einander correspondirende Kugelflichen 
s, 6 ersetzt, dass nimlich die Formeln gelten: 





(ws) __ (oz) __ (08) / (0x) (08) 
) Ee) — (oe) — @ —V “Ce (0s) 





nur sind in diesem Fall unter (os), (ws) und (06), (&6) die von den 
Punkten 0, x, § an s resp. 6 gelegten Tangenten zu verstehen, jede 
Tangente gerechnet von ihrem Ausgangspunkt bis zum Beriihrungspunkt. 
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Ueber die Polar-Hexaeder bei den Flaichen dritter Ordnung. 
Von 
L. Cremona in Rom. 


(Am 19. September 1877 der Naturforscherversammlung in Miinchen vorgelegt.) 


Wenn 
(J) + t+ %+%+2,+4,=090, 
so folgt aus der Identitit: 


(Ly LaF Ly+ Hy H+ Xp) [(L, + Lo Lg)? + (Ly +H; + 1%)? 


— (242.425) (%,+25+ %,)] 
= (, +2%,+2%3)) + (@%, +2, +25)? 
= 275+ 2+ 2,3 + 27+ 2,° + 2,3 
+ 3 (y+ £5) (Wy + X,) (@ + 2) + 3 (Wy+-25) (2, +25) (e+), 

dass man die Gleichung: 
(2) x,* + x,° + 2° + @,° + 25° + 2° = 0 
in jede der zehn Formen setzen kann: 
(3) (p+ Hg) (@3 4) (@, 4+ %y) + (+45) (3+ Xe) (We +2.) = 0, 
welche den Combinationen (123) (456) etc. entsprechen. 

Die Fliche dritter Ordnung also, welche durch die Gleichung (2) 
dargestellt ist, besitzt als dreifache Tangentenebenen folgende fiimfzehn: 
%+%=0, 4% +4,=—0, ----,4,+4,=—0. 
Dieselben lassen sich zu zehn Paaren conjugirter Trieder gruppiren 

und schneiden sich in den fiinfzehn Geraden: 
%+2,=0, %+24,=—0, +24,—0, 
%+%=0, 4+4+24,=0, 4&4 +%=9, 
. ‘ ? 
von denen jedesmal drei in einer der fiinfzehn Ebenen liegen. 
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Die sechs Ebenen . 
2=0, ~%=—0, 4=—0, %4=—0, 4=—0, ~=—0 
bilden ein vollstindiges Hexaeder, dessen paarweis gegeniiberstehende 
ewanzig Ecken die Scheitel der soeben genannten zwanzig Trieder 
sind. Diese zwanzig Scheitel sind also zu vier und vier auf fijnfzehn 
Geraden gelegen (den Kanten des Hexaeders), und durch jede dieser 
Geraden geht eine der dreifachen Tangentialebenen. Durch die nim- 
lichen Kanten verlaufen noch fiinfzehn weitere Ebenen: 
%)—%—=—0, 4—4,=—0,----- » H, —%,=0, 

welche, zusammen mit den dreifachen Tangentenebenen, die von den 
Flichen des Hexaeders eingeschlossenen Winkel harmonisch theilen. 
Diese fiinfzehn neuen Ebenen verlaufen zu drei und drei durch zwanzig, 
paarweise conjugirte, gerade Linien und schneiden sich iiberdies zu 
sechs und sechs in fiinfzehn Punkten; diese zwanzig Geraden und 
diese fiinfzehn Punkte sind den Ecken und den Kanten des Hexaeders 
einzeln zugeordnet*). 

Das Hexaeder ist polar, das heisst, es gehért zur Classe der 
Polsechsflache, die Hr. Reye entdeckt und in einer Abhandlung: Geo- 
metrischer Beweis des Sylvester’schen Satzes etc.**) (Nr. 15), beschrie- 
ben hat. In der That, man weiss, dass von den Scheiteln zweier con- 
jugirter Trieder jeder der Pol ist fiir einen Polarkegel,,dessen Mittel- 
punkt der andere Scheitel ist. Aber unser Hexaeder besitzt iiberdies 
die Eigenschaft, dass man es unmittelbar construiren kann, wenn man 
von den 27 Geraden der Fliiche dritter Ordnung solche fiinfzehn kennt, 
welche nach Ablésung einer Doppelsechs itbrig bleiben. 

Nun bilden die 27 Geraden sechsunddreissig Doppelsechse. Daher 
existiren fiir eine allgemeine Fliche dritter Ordnung 36 Hexaeder, 
die dem von den Ebenen z,=—0, a, =—0, ---, a =O gebildeten 
analog sind, und jedes Hexaeder gehért zu einer Doppelsechs. Das 
heisst, die 36 Doppelsechse geben die Lésung des folgenden Problems: 
man will die Gleichung der allgemeinen Fliche dritter Ordnung unter 
der Bedingung (1) auf die Form (2) transformiren. 

Sind P=0, Q=0, R=O0, S=O, T=0, U=0 die Ebenen 
zweier conjugirter Trieder, so dass also: 

(4) PQR+kSTU=0 
die Gleichung der Fliche ist, und will man das Polar-Hexaeder finden, 
dem die Scheitel der beiden Trieder angehéren, so hat man einfach: 


*) Vgl. meine Abhandlung: Teoremi stereometrici dai quali si dedu- 
cono le proprieta dell’esagrammo di Pascal (R. Accademia dei Lincei, Roma, 
8. April 1877). 

**) Journal fiir r. u. a, Mathematik, Bd. 78. 
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P’=pP, QW =a, R’'=rR, 
S’=s8, ["=tT, U=—ul, 
zu setzen und nun p, g, --- in der Art zu bestimmen, dass identisch 
(5) P+Q+R+4+8'4T+U'=0 
ist, waihrend die Gleichung der Fliche folgende wird: 
P’QR+S8'T'U'=0. 
Es sei zu dem Zwecke: 
T=aP+bQ+cR+4S8, 
U=¢dP+vQ+¢R+4 aS; 
dann bestimmen sich die Coefficienten p, g,--- durch die Gleichungen: 
pt+ta+tua=0, 
q+tb+ub'=0, 


(6) r+te+uce=0, 
stitd+ud=—0, 
kpqr+ stu =(. 


Eliminirt man hier p, qg, 7, s, so erhalt man eine cubische Gleichung 
in £ , von deren Wurzeln jede eine Lésung des Problems liefert. Denn 


7 [UH Oth —P', m—R'+ P'—Q', =P +Q—R, 
@ a=T7"+U—S', »=—U4-S'—T, a=S'4+T'—-U 
wird eins der gesuchten Hexaeder sein. 


Ein Paar conjugirter Trieder gehért also zu drei verschiedenen 
Hexaedern. In der That, zwei Doppelsechse haben entweder sechs 
oder vier gerade Linien gemein. Nennt man nun zwei Doppelsechse 
associirt, wenn sie sechs Gerade gemein haben, so ist jede Doppelsechs 
zu zwanzig Doppelsechsen associirt, die unter einander wieder paar- 
weise associirt sind. Drei Doppelsechse, die paarweise associirt sind, 
enthalten zusammen 18 gerade Linien; die neun iibrigen geraden 
Linien gehéren einem Paar conjugirter Trieder an, und dieses findet 
sich also in drei Hexaedern, welche den drei associirten Doppelsechsen 
entsprechen. Man hat in dieser Weise 120 Tripel paarweise associirter 
Doppelsechse, welche zu den 120 Paaren conjugirter Trieder zugehéren. 

Die Formeln (7) zeigen, dass die Ebenen 2,, 22, %3, %4, 25, XL 
den andern P, Q, R, S, T, U einzeln entsprechen und dass die 
Trieder z,2,7, und PQR mit Bezug auf die Ebene z,-+ 2, +2,=—0 
perspectivisch sind. Vermége der Identitiit (5) oder (1) unterscheidet 
sich diese Ebene nicht von x, + «, + 2, = 0; man hat also nur zehn 
-solche Ebenen etc. Es folgt also, dass bei zwei associirten Hexaedern, 
vermége der gemeinsamen conjugirten Trieder, die Seitenflichen paar- 
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weise zusammengeordnet sind. Und aus den Gleichungen (6) schliesst 
man, dass die drei Ebenen: . 


1Q@+rk-—p,P=—0, 

2Y+r,R—p,P=0, 

%O+r,R—p,P=0, : 
welche den drei Wurzeln der cubischen Gleichung fiir ¢ : « entsprechen, 
ein Biischel bilden: eine Bemerkung, die selbstverstindlich ebenso fiir 
die anderen Tripel zusammengehiriger Seitenflichen der drei associirten 
Hexaeder gilt. 

Unsere Hexaeder fiihren jetzt fiir die allgemeine Fliche dritter 
Ordnung, auf der die 27 Geraden bekannt sein sollen, zu einer Con- 
struction des Sylvester’schen Pentaeders. In der That, betrachten 
wir zwei Hexaeder, die zwei beliebigen Doppelsechsen entsprechen. 
Die Developpable dritter Classe, welche die sechs Ebenen des ersten 
Hexaeders zu Tangentenebenen hat, und die analoge Developpable, 
welche die Ebenen des anderen Hexaeders beriihrt, haben nach einem 
Theorem des Hrn. Reye fiinf gemeinsame Tangentenebenen, und diese 
eben sind die Seitenflichen des Sylvester’schen Pentaeders. Man 
fiihrt die Construction dieser Ebenen auf diejenige der fiinf isolirten 
Schnittpunkte zweier ebener Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt 


zuriick, von denen jede durch den Doppelpunkt der anderen hindurch- 
lauft. 
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Ueber smitnidicansnisliialts Punktgruppen in der Ebene 
und. im Raume. 


Von J. Liirorn in Karlsruhe. 


In einer Arbeit, die im XI. Bande dieser Annalen erschienen ist, 
habe ich auf geometrischem Wege einige Eigenschaften der cyklisch- 
projectivischen Punktgruppen auf einer geraden Linie abgeleitet. Die 
gegenwirtige Abhandlung behandelt die allgemeinere Frage nach den 
eyklisch- projectivischen Punktgruppen in der Ebene und im Raume und 
lést die Aufgabe: in der Ebene (oder im Raume) un reelle Punkte 
G3 +++ An So 2u bestimmen, dass es projectivische Transformationen 
der Ebene (resp. des Raumes) giebt, welche a, in a,, A, im Ag, +++ Gn 
in a, tiberfiihren. Ich werde eine projectivische Transformation der 
Ebene oder des Raumes (und nur von projectivischen Transformationen 
ist im Folgenden die Rede), welche die Punkte abc--- in die Punkte 
ab'c .-. tiberfiihrt, kiinftig als die Transformation |abc---; a’b’c'---| 
bezeichnen. Statt des Zeichens | a, a, +++} Gp+i1dp42--+| werde ich 
aber auch die einfacheren | a;, a;+,| oder |¢, ¢-+ p| beniitzen. Hier, 
wie im Folgenden stets, ist unter einem Index, der > m ist, sein Rest 
nach dem Modul zu verstehen. Ich benutze bei den Ableitungen 
auch imaginire Elemente, die ich aber stets als solche ausdriicklich 
bezeichne. ’ 


1) Haben die m Punkte a,a,---a, eine solche Lage, dass eine 
Transformation |i, i -+ 1|— 7' existirt und man wendet dieselbe zwei- 
mal an, so entsteht die Transformation |i, i + 2|— 7, eine weitere 
Anwendung liefert die Umformung |i, i+3| = 7°, u. s. w., so dass 
allgemein die Punkte eine Transformation 7? = |i,7-+ p| zulassen. 
Die Transformation 7" = |i, i+ n| = |i, i| lasst jeden der Punkte 
@,, @,**+@, unverindert und folglich tiberhaupt jeden Punkt in der 
Ebene oder im Raume, wenn man von besonderen, nachher auszu- 
schliessenden, Lagen der Punkte absieht. Gesetzt aber es gabe eine 
Potenz von 7’ mit einem Exponenten gq < , welche = |i, %| wire; 
dann miissten die Punkte a,414,42+-+dq, welche durch 7? aus a,@,---dy 
Mathematische Annalen, XIII. 20 
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hervorgehen, der Reihe nach mit a,a,---a, identisch sein, und es 
kénnten also die Punkte a,---a, nicht alle unter sich verschieden 
sein. Vielmehr wiirden dann nur die Punkte a,a, -~--a, in der That 
verschieden sein, und die iibrigen mit diesen zusammenfallen, so dass 
Ag+i = 4, Ag42 = G,,-+-++ a, =a, wire. Dies verlangt, dass, q ein 
Theiler von » und n = pq ist. Seien umgekehrt von der Gruppe nur 
die Punkte a,a,---+a, von einander verschieden. Durch 7 gehen aus 
ihnen die a,a, +--+ a@,4;, hervor. Wire nun a,,, nicht mit a,, sondern 
mit einem andern der q Punkte z. B. aj, identisch, so miissten beide 
vermodge 7’ aus demselben Punkte hervorgegangen sein d. h. es miissten, 
gegen die Annahme, a, und a; identisch sein. Es muss also a,41—<a, 
sein und daraus folgt, dass a,,2—a,--- allgemein a,,;, = a, sein 
muss, und dass die Punkte, deren Indices Vielfache von q sind, die 
einzigen sind, welche durch 7 in a, iibergefiihrt werden. Da dies 
von @, angenommen ist, muss » durch q theilbar sein; es hat dem- 
nach 7 die Eigenschaft, dass 7? — |i, 7| ist. Dann ist aber 
T = |@,a,-++ G3 @,a,-~++a,| und die Punkte a,a, --- a, bilden eine 
cyklisch-projectivische Gruppe. Diese letzteren Betrachtungen gelten 
ebenso, wenn a, a, --~- @, Punkte einer Punktreihe, oder Strahlen eines 
Strahlenbiischels oder Ebenen eines Ebenenbiischels vorstellen, und in 
der That werden wir auch bei solchen Gebilden davon Gebrauch zu 
machen haben, wihrend wir fiir die Hauptaufgabe das Vorkommen 
dieser Ausnahme dadurch ausschliessen, dass wir annehmen, die zu 
suchenden Punkte seien alle verschieden von einander. 


I. Punktgruppen in der Ebene. 


2) Da eine projectivische Transformation einer Ebene in sich selbst 
bestimmt ist, wenn 4 Paare sich entsprechender Punkte gegeben sind, 
so miissen erst 5 Punkte eine gewisse Bedingung erfiillen, wenn sie 
eine cykl.-proj. Gruppe bilden sollen und wir schliessen desshalb die 
Fille n <4 hier aus. Wenn nun fiir die Punkte a,a, - - a (n>5) 
einer Ebene eine Transformation 7’ = |i, i+ 1| existirt, so giebt es, 
wie bei jeder projectivischen Transformation einer Ebene in sich, jeden- 
falls einen Punkt A, und eine Gerade g, die in sich selbst tibergefiihrt 
werden oder Doppelelemente der Transformation sind*). Wenn wir 
hier und im Folgenden den schon friiher erledigten Fall ausschliessen, 
dass die ganze Gruppe auf einer Geraden liegt, so kann g nicht durch 
A gehen. Denn da vermége T der Biische] A (a,a,--+dn) 7\ A(a.a3°++a;) 
ist, also die Strahlen A (a, ---a,) eine cyklisch-projectivische Gruppe 
bilden, so kann kein Strahl von A durch T7 in sich iibergefiihrt wer- 


*) Vergl. v. Staudt, Geometrie der Lage. Seite 169, No. 294. 
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den, weil sonst die zur Gruppe gehérige Transformation schon ein 
Doppelelement hitte, was nicht méglich ist, wenn n 5 3 ist*). 
3) Es kann aber vorkommen, dass der Biischel A(a, a, - - - an) 
nicht aus », sondern aus weniger von einander verschiedenen Strahlen 
besteht. Nun kann auf einem Strahle Aa; nicht auch der Punkt a;41 
liegen. Denn sonst wiirde T zeigen, dass auf dem Strahle Aa;4;—Aa; 
auch dji2, a@i43--- ligen, d. h., dass er die ganze Gruppe enthalten 
wiirde, einen Fall, den wir ausgeschlossen haben. Es miissen also Aa, 
und Aa, verschieden sein. Angenommen es waren nur Aa,, Aa, 
- Aad, unter sich verschieden, so wiirde gemiss den Erérterungen 
in No. 1) die Transformation 7 den Biischel A(a,a,---a,) in 
A(a.d, +++) tiberfiihren. Aber auch diese Gruppe ist eine cyklische 
und folglich existirt kein sich selbst entsprechender Strahl, ausser wenn 
q = 2 ist, wobei die Transformation 7’ die Strahlen des Biischels A 
involutorisch paart. In diesem Falle aber, der nur eintreten kann, 
wenn » gerade, = 2p, ist, besteht die ganze Strahlengruppe A (a, ---a,) 
nur aus zwei Strahlen Aa, = g, und Aa, = g,, von welchen einer g, 
die Punkte a,a, - +--+ d2»—1, der zweite g, die Punkte a, a, - - - a2, trigt. 
Da die Transformation 7? = |i, 7 + 2) die Punkte a, a, -~- - d2p—1 der 
Reihe nach in a,a,---a, tiberfiihrt, so bilden diese Punkte auf g, 
eine cyklisch-projectivische Gruppe. Weil aber 7’ den Punkt A un- 
geiindert lisst, gilt dasselbe bei 7’? und somit wird bei der, zu einer 
ceykl.-proj. Gruppe einer Geraden gehérenden, Transformation T? ein 
Punkt A dieser Geraden nicht verindert. Dies kann aber nur statt- 
finden, wenn die Anzahl der Punkte der Gruppe < 3 ist, und verlangt 
folglich, dass hier p = 2 sei, wobei die ganze Gruppe aus 2- p= 4 
Punkten bestehen wiirde. Da dieser Fall nicht eintreten kann, weil 
wir » >5 angenommen haben, so kann also niemals eine. Doppellinie 
der Transformation durch A geiun. 


4) Hieraus folgt einerseits, dass g nicht durch A gehen kann, 
andererseits, dass auf g kein reeller Doppelpunkt liegen kann; denn 
ein solcher wiirde eine durch A gehende Doppellinie liefern. Dagegen 
liegen auf g zwei conjugirt imaginire Doppelpunkte B und [ der Trans- 
formation 7. 

Es sei nun K, der reelle Kegelschnitt, der in B und [ die Linien 
AB und AP beriihrt und durch den Punkt a, geht. Die Transforma- 
tion 7’ fiihrt diesen in einen Kegelschnitt K, iiber, der ebenfalls AB 
und AT in Bundf berihrt, aber durch a, geht. Beide Kegelschnitte 
haben entweder, weil sie in denselben Punkten dieselben Geraden 
beriihren, keinen weiteren Punkt gemein, oder sie miissen ganz zu- 


*) Vergl. Annalen Bd. XI, Seite 90, No. 5. 
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sammenfallen. Im letzteren Falle zeigt die Anwendung von 7’, dass 
auch a,---+a, auf demselben Kegelschnitt K, liegen miissen. Liegt 
aber a, nicht auf K,, sondern z. B. im Innern desselben, so muss, 
weil beide Kegelschnitte sich nicht schneiden, der ganze Kegelschnitt 
K, im Innern von K, liegen. Aus a, lisst Z den Punkt ay hervor- 
gehen, der dann im Innern von KX, und daher auch von K, gelegen 
ist. Indem man so weiter schliesst, findet man, dass auch a, innerhalb 
K, gelegen ist und daraus, durch Anwendung der Umformung, dass 
a, im Innern von K, liegt. Dies wiederspricht der Annahme, dass 
a, und damit K, innerhalb K,, also a, ausserhalb K, gelegen ist. 
Da man die Annahme, a, liege im Aeusseren von K,, genau ebenso 
wiederlegen kann, so ist bewiesen, dass alle Punkte der Gruppe auf 
einem Kegelschnitt liegen. Wir kénnen also sagen: eine cylilisch-pro- 
jectivische Gruppe von mindestens fiinf Punkten in einer Ebene liegt ent- 
weder auf einer Geraden oder auf einem Kegelschnitt. 

5) Sei die Gruppe auf einem Kegelschnitt gelegen, B irgend ein 
Punkt desselben, und C der ihm in. der projectivischen Beziehung 
entsprechende, so ist B(a,a,---d,) 7 C(a,a3---a,) A Baga, -+- a) 
und es bildet also dann die Gruppe a,a,--+-a, eine cyklisch-projec- 
tivische Gruppe von m Punkten auf dem Kegelschnitt. In meiner 
friiheren Arbeit (Bd. XI, Seite 95, No. 10) habe ich gezeigt, dass, 
wenn ” Punkte eines Kegelschnitts eine cykl.-proj. Gruppe bilden, sie 
auch noch in anderer Anordnung eine solche Gruppe bilden, in jeder 
nimlich, in welcher die Indices der Punkte eine arithmetische Reihe 
bilden. Sei a,'a,'-+- a, eine derartige zweite Anordnung der Punkte, 
so giebt es fiir die Punkte des Kegelschnittes eine Transformation 
|@;, @4:|- Man kann aber stets eine projectivische Umformung der 
Ebene eines Kegelschnittes in sich selbst herstellen, bei welcher der 
Kegelschnitt sich selbst entspricht, und die dessen Punkte nach dem- 
selben Gesetz veriindert wie die gegebene Transformation. Bezeichnet 
man mit a,” den Schnittpunkt der Tangenten in a,’ und a,’, und mit 
a," den der Tangenten in a,” und a,”, so ist diese Transformation 
fiir unseren Fall 

| aya, G3 G5"; Ay as a,a," |; 
und diese stellt somit eine Transformation der Ebene dar, die durch 
|a;, a4,| bezeichnet werden kann. Folglich ist eine cykl.-proj. Gruppe 
in einer Ebene, nicht nur in einer, sondern in jeder Anordnug cykl.- 
proj., in der die Indices der Punkte eine arithmetische Reihe bilden. 

6) Die Transformation 7* —|i,i + k| fiihrt jeden Punkt der 
Gruppe in einen andern iiber, und lisst, wie 7’, den Punkt A und 
die Gerade g unveriindert. Man kann aber zeigen, dass auch bei der 
Umformung 7*, A der einzige nicht in g gelegene Doppelpunkt ist. 
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Ist m ungerade, so sind nach dem in Nr. 1) Bemerkten alle Strahlen 
des Biischels A(a,a, ---a@,) von einander verschieden, weil auf jedem 
Strahle héchstens zwei Punkte liegen kénnen, und bilden eine cykl.- 
proj. Gruppe. Die Transformation 7'* lisst aus ihnen die A(aj41 a:+2 
-++@,) hervorgehen; dabei aber kann, wie Bd. XI, Seite 93, Nr. 8, 
bewiesen ist, kein Strahl unveriindert bleiben. Ist dagegen m gerade, 
= 2q, 80 ist a, 4941, G2, @_+42,°+- eine Involution auf dem Kegelschnitt, 
und es gehen a,4,41, @@+2,++* alle durch denselben Punkt. Weil 
aber durch die Umformung 7 der Schnittpunkt von a,a,41 mit a,a,+2 
in den der Linien a,a,42 und a,a,43 tibergeht, so entspricht der 
Mittelpunkt der Involution sich selbst, und ist also der Punkt A. Der 
Biischel A enthalt daher fiir » —2gq nur die Strahlen A(a,qa, - - - a,), 
die nach Nr. 1) eine cykl.-proj. Gruppe bilden. Die Umformung T* 
liefert daraus die Strahlen A (ay41 de42- ++ @,+x); 80 lange diese von 
jenen verschieden sind, kann kein Doppelstrahl existiren. Dagegen 
werden fiir k = gq beide Biischel identisch, und dann schneidet also 
der urspriingliche und der abgeleitete Biischel die Linie g in denselben 
Punkten, die sich selbst entsprechen miissen. Weil » > 5 sein soll, 
ist g>3, daher ist die Zahl der auf g sich selbst entsprechenden 
Punkte mindestens gleich drei, und folglich entspricht jeder Punkt 
von g, und damit jeder Strahl von A, sich selbst. Die Umformung 
T? ist sonach eine projectivische, und, weil die Punkte a, und a,4, 
sich abwechselnd entsprechen, eine involutorische. Ausser dem Invo- 
tionscentrum A und den Punkten der Involutionsaxe g kénnen aber 
keine Doppelemente existiren. In den vorher betrachteten beiden 
Fallen dagegen kann iiberhaupt ausser A kein weiterer Doppelpunkt 
existiren, weil sonst auch ein durch A gehender Doppelstrahl vorhan- 
den sein wiirde. 

7) Sei nun b, irgend ein anderer Punkt der Ebene, der aber nicht 
der Gruppe a, -*- - @, angehért, noch auch mit A zusammenfillt oder 
auf g liegt. Wenn die Umformungen 7, 7? --- aus ihm die Punkte 
b,b, +++ b, hervorgehen lassen, so hat man eine Gruppe b,b,b,-+- bn, 
welche 7’ in b,b,---0, tiberfiihrt. Keiner dieser Punkte kann mit 
einem der Punkte a identisch sein. Wire nimlich b, etwa = a;, so 
wiirde die Transformation 7’ nach n —k-+ 1 maliger Anwendung aus 
b, den Punkt 6, und aus a; einen anderen Punkt der Gruppe hervor- 
gehen lassen, und diese miissten, unserer Annahme entgegen, identisch 
sein. Die n Punkte b miissen aber auch unter sich verschieden sein, 
denn wenn bj4; =, wire, so wire auch bk: =, us. w., und 
die Umformung Z* wiirde die Gruppe b,b, - - - by in b,b, - "+ by tiber- 
fiihren, so dass diese Punkte Doppelpunkte der Transformation 7* 
wiren. Dies ist nach dem Vorigen nur moéglich, wenn es Punkte von 
g sind, und dies ist nicht der Fall, weil b, nicht auf g liegen sollte. 
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Es bilden also die Punkte b,b,---b, eine neue cykl.-proj. Gruppe von 
m Punkten, die durch dieselbe Transformation 7’ cyklisch vertauscht 
werden. Dies gilt auch noch, wenn b, der Linie g angehért und 
erleidet in diesem Falle nur eine Ausnahme, wenn » = 2q ist. Weil 
dann niimlich schon die Umformung 7% die Punkte von g nicht iindert, 
besteht die aus b, hervorgehende Gruppe nur aus q Punkten. 


8) Auf jede Gruppe, die auf die angegebene Art aus einem Punkte 
der Ebene abgeleitet wurde, lisst sich, wofern sie nicht ganz auf einer 
Geraden, und zwar dann auf g liegt, die friihere Untersuchung an- 
wenden, und so findet sich, dass jede solche Gruppe auf einem Kegel- 
schnitt liegt, und dass alle diese Kegelschnitte in den imaginiiren 
Punkten B und [ von g die Linien AB und AF beriihren. Fiir alle 
diese Gruppen ist g ,,die zu der Gruppe gehérige Linie“‘ im Sinne 
der Nr. 11) der friiheren Abhandlung. Denn bezeichnet man mit p, 
den Schnittpunkt der Linien a, a, und a,a,—; +--+ mit p, den der Linien 
Go Qn, Ay4n—1--*, mit p, den der Linien a,a,, a,a, +--+ und endlich 
mit p, den der Linien a,a, , @,a, +++, welche Punkte alle auf der zur 
Gruppe gehdrigen Linie liegen, so entsprechen vermége 7’ den Punkten 
P,P. resp. die p,p,, und also die Linie p,p, sich selbst. Da g allein 
bei der Umformung 7 sich selbst entspricht, so muss es die zur Gruppe 
gehérige Linie sein. Wiahlt man den Punkt 6,, von dem aus eine 
neue Gruppe b,b,---b, construirt werden soll, auf der Linie Aa,, 
so liegt b, auf Aa,,---b, auf Aa,. Daraus folgt, dass man die 
simmtlichen Gruppen erhilt, deren Punkte durch die Transformation 
|a;@:41| cyklisch vertauscht werden, wenn man auf einem der erwihn- 
ten Kegelschnitte alle derartigen Gruppen construirt, und sie dann von 
A aus auf alle iibrigen Kegelschnitte projicirt. Wird g die unendlich 
ferne Gerade, so wird 4 der Mittelpunkt von Kegelschnitten, die die- 
selben imaginiren’ Asymptoten haben, also der Mittelpunkt von con- 
centrischen und ahnlichen Eillipsen, Ein specieller Fall davon sind 
concentrische Kreise, auf welchen die Ecken der eingeschriebenen 
reguliren » Ecke die Punkte der Gruppen bilden. 


II. Punktgruppen im Raume. 


9) Indem wir uns zur Aufsuchung der cyklisch-projectivischen 
Punktgruppen a,a,-- +d, (m >6) im Raume wenden, suchen wir die- 
jenigen Elemente des Raumes auf, welche bei der Transformation 
T=|i,i-+1| des Raumes sich nicht findern. Es sind im Allge- 
meinen 13 verschiedene Fille méglich, die v. Staudt in den Beitrigen 
zur Geometrie der Lage § 35. Seite 328 ff. beschrieben hat. Wir wollen 
hier von diesen Resultaten keinen Gebrauch machen, sondern nur den 
dort in Nr, 508 bewiesenen Satz beniitzen, dass zwei projectivische 
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Riiume jedenfalls einen reellen oder imaginiren Punkt entsprechend 
gemein haben. Fiihrt die Transformation 7 einen reellen Punkt in 
sich iiber, so fiihrt sie auch den Strahlenbiindel dieses Punktes in sich 
selbst iiber. Wenn aber zwei projectivisch bezogene Strahlenbiindel 
ineinander liegen, so haben sie sicher mindestens einen Strahl ent- 
sprechend gemein. Folglich geht dann durch jenen Punkt ein reeller 
sich selbst entsprechender Strahl. Ist dagegen der Doppelpunkt von 
T imaginir, so muss sein reeller Triger sich selbst entsprechen. Denn 
da jedem reellen Punkt wieder ein solcher entsprechen soll, so muss 
dieser reellen Geraden wieder eine reelle Gerade entsprechen, und da 
sie ferner durch den Doppelpunkt gehen soll, so wird sie durch 7’ in 
die einzige, den Doppelpunkt enthaltende, reelle Gerade, nimlich 
dessen reellen Trager, iibergefiihrt, der sich also selbst zugeordnet ist. 
Wenn daher zwei Réume reell projectivisch sind, so haben sie jeden- 
falls eine reelle Gerade entsprechend gemein. 

10) Sei nun A diese jedenfalls existirende Gerade, welche durch 
T in sich tibergeht (oder wenn es deren mehrere giebt, eine von 
ihnen). Wie oben in Nr. 3) kann man dann beweisen, dass durch A 
nur dann eine Doppelebene gehen kann (wenn nicht die ganze Gruppe 
in einer Ebene gelegen ist), wenn alle Punkte der Gruppe sich auf 
zwei Ebenen vertheilen, so dass auf der einen FE, die Punkte a, a,---, 
auf der zweiten J, die Punkte a,a,--- liegen, was nur bei geraden 
n, = 2p, stattfinden kann, und wobei dann 7 die Ebenen E, und £, 
vertauscht. Dann ist aber die durch 7' im Ebenenbiischel A hervor- 
gebrachte Umfurmung eine involutorische und es existiren zwei Doppel- 
ebenen, wenn iiberhaupt reelle vorhanden sind. Es sind also die beiden 
Fille méglich: ‘ 

a) Der Biischel A hat zwei reelle Doppelebenen E,, E,, und 
alle Punkte der Gruppe liegen auf zwei Ebenen, so dass 
von den » = 2p Punkten auf jeder Ebene p liegen; oder 

b) Der Biischel A hat keine reellen, sondern zwei conjugirt 
imaginiire Doppelebenen. 

11) Die Linie A wird nun von jeder der Ebenen a, a,a,, a,434,°*: 
geschnitten. Denn wiirde eine von ihnen die Linie ganz enthalten, 
so wiirden sie alle A enthalten, weil sie durch 7 in einander iiber- 
gehen, wihrend A ungeiindert bleibt. Dann wiren aber die beiden 
Ebenen a,a,a, und a,a,a, nicht verschieden (wenn wir annehmen, 
dass keiner der Punkte der Gruppe auf A liegt; und wenn einer auf 
A lige, wiirde die ganze Gruppe auf A liegen), und die ganze Gruppe 
wiirde eben sein. Bezeichnen wir aber den Schnittpunkt der Ebene 
a,a,a, und der Linie A mit b,, den der Ebene a,a,a, und A mit 
b,+++ u. s w., so geht die Punktreihe 0,b,b,---b, durch die Um- 
formung 7’ in die Reihe b,b,- +--+, tiber, und diese » Punkte bilden 
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also eine cyklisch-projectivische Gruppe. Die Anzahl der von einander 
verschiedenen Punkte dieser Gruppe ist sicher grésser als Eins. Denn 
wiren alle Punkte mit demselben Punkte 6 identisch, so wiirden die 
Punkte ba,a, gleichzeitig auf zwei Ebenen, also auf einer Geraden 
liegen miissen, ebenso ba,a,, so dass a,a,a, auf einer Geraden ligen 
und die ganze Gruppe gerade wire. 

Ist q die Anzahl der verschiedenen Punkte, so kann man wie in 
Nr. 1) zeigen, dass g ein Theiler von » sein muss und dass diese q 
Punkte wieder durch 7 cyklisch vertauscht werden. Daraus folgt, dass 
nur dann auf A ein Doppelpunkt der Transformation liegen kann, 
wenn g=2, n= 2p ist. Die Umformung vertauscht dann die beiden 
Punkte unter sich, und ist also fiir die Linie A eine involutorische, 


die entweder zwei oder keine Doppelpunkte besitzt. Hienach sind zwei 
_ Falle méglich: 


c) Die Punktreihe A hat zwei reelle Doppelpunkte, und alle - 


Ebenen wie @, 4,4, @,4,a@,, +--+ der Gruppe gehen durch 
zwei Punkte von A, so dass von den » = 2p Ebenen durch 
jeden Punkt p gehen; oder - 
d) Die Punktreihe A hat zwei imaginiire Doppelpunkte. 
Aehnliches gilt natiirlich fiir jede andere sich selbst entsprechende reelle 
Linie, die ausser A noch vorhanden ist. 


Wenn wir von der Linie A ausgehen, so kann jeder der beiden 
Fille von Nr. 10) mit jedem der beiden obigen sich combiniren, so 
dass im Ganzen 4 Moglichkeiten zu untersuchen sind, die wir mit den 
Zeichen ac, bc, ad und bd bezeichnen wollen. 


12) Fall ac. Der Ebenenbiische] A hat zwei reelle Doppelebenen 
E, und £,, und die Punktreihe zwei reelle Doppelpunkte P, und P,,. 
Jedem Punkt von FE, z. B. wird durch 7 wieder ein Punkt von £, 
zugeordnet. Wenn aber eine projectivische Umformung einer Ebene 
nur zwei Punkte P,P, einer Linie A ungeindert lisst, so lisst sie 
entweder*) noch einen dritten Punkt der Ebene unverindert; oder eine 
gerade Linie, die entweder durch P, oder durch P, geht und keinen 
weiteren Doppelpunkt enthilt; oder eine gerade Linie, die entweder 
durch P, oder durch P, geht und in der jeder Punkt sich selbst ent- 
spricht. Wie aber in Nr. 10) bewiesen ist, kann eine sich selbst ent- 
sprechende Gerade, in dem hier vorliegenden Falle, entweder zwei oder 
keinen reellen Doppelpunkt enthalten, und folglich sind die beiden 
zuletzt angefiihrten Fille nicht statthaft. Somit muss die Ebene E, 
noch einen Doppelpunkt P, und ebenso die E, noch einen Doppelpunkt 
P, enthalten, Bei der Transformation 7 bleibt also das Tetraeder 


*) Vergl. v. Staudt, Geom. d. Lage, Seite 169, Nr. 294. 
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P, P,P; P, wiverindert. Da durch jede Kante zwei Doppelebenen der 
Transformation gehen, so muss nach der in Nr. 10) bei a) gemachten 
Bemerkung die ganze Gruppe auf zwei durch jene Kanten gehenden 
Ebenen liegen, von welchen eine die Punkte a,a,---, die andere die 
a,a,:-- enthalt. Da dies fiir jede Kante gilt, so miissen die Punkte 
a,a,-+-~+ auf 6 Ebenen gelegen sein, von welchen eine durch jede Kante 
geht, und ebenso a,a,--- auf 6 andern Ebenen. Dies geht nur an, 
wenn die ganze Gruppe aus den beiden Punkten a, und a, besteht. 


13) Fall ad. Jede der beiden reellen durch A gehenden Doppel- 
ebenen enthialt A als sich selbst entsprechende Gerade, auf der aber, 
weil der Fall d stattfindet, kein reeller, sondern nur zwei imaginire 
Doppelpunkte liegen. Folglich enthalt jede der beiden Ebenen noch 
einen ausserhalb A gelegenen reellen sich selbst entsprechenden Punkt. 
Die Verbindungslinie der beiden Punkte ergiebt eine zweite sich selbst 
entsprechende Gerade B. 


Der Fall be ist mit diesem im Wesentlichen identisch. Der 
Biischel A hat zwei conjugirt imaginire Doppelebenen und die Punkt- 
reihe A zwei reelle Doppelpunkte. Das Strahlbiindel, welches einen 
dieser Punkte zum Centrum hat, entspricht sich selbst und enthalt 
daher ausser der sich selbst entsprechenden Linie A noch eine sich 
selbst zugeordnete Ebene. Diese kann nicht durch A gehen, weil sie 
sonst, gegen die Annahme, eine Doppelebene des Biischels A wire. 
Die beiden Doppelebenen, welche durch die beiden Doppelpunkte auf 
A gehen, schneiden sich folglich in einer sich selbst entsprechenden 
Linie B. Somit ist dieser Fall nur durch die Vertauschung von A 
und B vom vorigen unterschieden und reicht es aus, den ersten zu 
untersuchen. Weil durch A zwei Doppelebenen gehen, so liegen 
(Nr. 10) die Punkte a,a,--- in einer Ebene E,, und die a,a,--- 
in einer zweiten Ebene EF, durch A. Und weil die Linie B zwei 
sich entsprechende Punkte P, und P, triigt, die durch die Ebenen EF, 
und EF, harmonisch getrennt werden, so gehen nach der bei c¢ in 
Nr. 11) bemerkten Eigenschaft die Ebenen a,@,a,, @,4,a,, +--+ durch 
einen und die Ebenen a,a,a,, @34,a,, ++ durch einen zweiten auf B 
liegenden Punkt. Beide Higenschaften verlangen, dass m gerade = 2p 
sei. Man lege nun von P, aus die Strahlen. P, a,, P,a,,--- Pian. Die 
Umformung 7 fiihrt diese der Reihe nach in P,a,, P,a,,--- Pia 
iiber, so dass sie eine cyklisch-projectivische Gruppe im Strahlenbiindel 
P, bilden und folglich, wenn wir den Fall einer ebenen Gruppe aus- 
schliessen, einem Kegel zweiter Ordnung K angehdéren miissen, der 
alle Punkte der Gruppe enthilt. Die Ebene P,A ist die zur Gruppe 
gehérige, weil sie sich bei der Transformation 7 nicht indert. Ein 
zweiter Kegel mit gleichen Higenschaften hat seine Spitze in P,. 
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14) Es ergiebt sich hieraus folgende Construction einer solchen 
Gruppe. Auf einem Kegel mit der Spitze P, bestimme man eine 
cykl.-proj. Gruppe von = 2p Strahlen a, a@,---ag,. In der zu der 
Gruppe gehérenden Ebene E nehme man eine beliebige Gerade A, die 
nicht durch P, geht, an und lege durch sie zwei Ebenen EF, und £,, 
die den Kegel in zwei Kegelschnitten treffen. Die eine dieser Ebenen, 
E,, schneide man durch die Strahlen @, a, ---@2,~1, die andere EZ, 
durch die Strahlen a, a, --- a», so sind die Schnittpunkte a, ay - ++ dep—1 
resp. @,@,- ~*~ 2» die Punkte der Gruppe. Um den Beweis zu liefern, 
dass so eine cykl.-proj. Gruppe erhalten wird, nehme man auf der 
Polaren B der Ebene E in Bezug auf den Kegel den Punkt P, so 
an, dass er von P, durch die Ebenen E, und EF, harmonisch getrennt 
ist und betrachte dann die projectivische Raumtransformation 

T’ =| P, P,a,a,a5; P, P,a,a,a, | , 
durch die P, P, oder B sich selbst entspricht. Da die Strahlen P, a,, 
P,a,, +++ emer cykl.-proj. Gruppe angehéren, so schneiden sich die 
Ebenen P,a,a, und P, a,a, in einer Geraden P,p,, die der zur Gruppe 
gehérigen Ebene E angehért*). In derselben Ebene liegt die Schnitt- 
linie P,p, der Ebenen P,a,a, und P,a,a,, die Schnittlinie P,p, der 
Ebenen P,a,a, und P,a,a,, sowie die Schnittlinie P, p, der Ebenen 
P,a,a, und P,a,a,. Durch 7” gehen aber die Linien P,p, und P,p, 
in resp. P,p, und P,p, iiber, also die Ebene FE in sich selbst. Der 
Kegel mit der Spitze P,, der durch die Strahlen P,a,, P,a,, P,a; 
geht und in Bezug auf welchen E die Polarebene von B ist, wird 
also durch 7” in einen Kegel umgeformt, der die Strahlen P,a,, P,a,, 
P,a, enthalt und in Bezug auf den ebenfalls EF die Polarebene von B 
ist. Durch beide Bedingungen wird aber derselbe Kegel bestimmt, 
derjenige nimlich, welcher der Construction zu Grunde lag, und der 
sich also selbst entspricht. Da nun weiter die Ebene a,a,a, der 
Ebene a,a,a, entspricht und E eine Doppelebene ist, so entspricht 
auch die Linie A sich selbst. Nach der Construction ist der Wurf 
A(P,a, P,a,) harmonisch, folglich A (P,a,P,a,) A A(P,a,P,a,), und 
deswegen fiihrt 7” die Ebene E, in EF, tiber. Weil die Gruppe von 
Strahlen P,(a,a, ---) eine cykl.-projectivische ist, so ist P,(a, a, a, a.) 
A\ P;(a,a@,a,a3), und weil durch 7” der Kegel sich nicht andert, so 
entspricht in dieser Umformung dem Strahle P,a, der Strahl P,a, 
und also dem Punkte a, der Punkt a,. Auf diesem Wege weiter- 
gehend zeigt man, dass 7” allgemein den Punkt a; in a;+, tiberfiihrt, 


womit bewiesen ist, dass die construirte Gruppe die gewiinschte Kigen- 
schaft besitzt. 


*) Vergl. diese Annalen Bd. XI, Seite 96, Nr. 11. 








nare 
Dop 
Dop 
und 
Bet 
ject 


der 
Lin 
erst 
hor 
sol 
sel 


dai 
sel 
sel 


a a oe eT fy 

















Ueber cyklisch-projectivische Punktgruppen. 315 





15) Fall bd. Der Ebenenbiischel A hat zwei conjungirt imagi- 
niire Doppelebenen und die Punktreihe A zwei conjungirt imaginiire 
Doppelpunkte. Seien H, und H, diese Ebenen und TI, und TT, die 
Doppelpunkte. Die Ebene H, wird durch 7 in sich selbst tibergefiihrt 
und zwar so, dass die Punkte TT, und TI, ungeifndert bleiben. Die 
Betrachtung der Fille, die eintreten kénnen, wenn eine Ebene pro- 
jectivisch in sich transformirt wird*), zeigt dann, dass jedenfalls in 
H, noch eine imaginiire Doppellinie y existiren muss, welche durch einen 
der beiden Punkte TT, oder TT,, ‘sagen wir durch TI,, geht. Diese 
Linie y muss eine Gerade zweiter Art sein; denn wire sie von der 
ersten Art, so hiitte sie einen reellen Punkt, der der Ebene H, ange- 
hérte, ohne auf A zu liegen, was nicht angeht, da H, imaginiar sein 
soll. Im hier vorliegenden Kalle kénnen nicht alle Punkte von y sich 
selbst entsprechen. Um dies zu beweisen, legen wir durch den Punkt 
a, der Gruppe den einzigen reellen Strahl, der y schneidet. Entspricht 
dann der Schnittpunkt sich selbst, so entspricht auch jener Strahl, als 
sein reeller Triiger, sich selbst und enthalt daher den Punkt a,. Der- 
selbe Schluss zeigt aber, dass er auch a, enthalten muss u. s. w. 
Folglich kann die Anvahme nur richtig sein, wenn alle Punkte der 
Gruppe auf einer Geraden liegen. Die Gerade y kann also entweder 
ausser TT, noch einen zweiten Doppelpunkt enthalten, oder aber TT, 
ist der einzige auf ihr liegende Doppelpunkt. 

Im zweiten Falle lege man durch a,a,a, die reellen Strahlen 
9; J2 93, Welche y schneiden und mit dieser Geraden die imaginiren 
Punkte A, A,A, gemein haben. Durch die Transformation 7 geht a, 
iiber in a,, der y schneidende reelle Strahl g, also in den einzigen 
durch a, gehenden reellen Strahl g,, welcher y schneidet, und daher 
auch, weil y sich selbst entspricht, A, in A,; aus dem gleichen Grunde 
geht A, hervor aus A,. Da nun nach der Annahme die beiden pro- 
jectivischen Punktreihen TT, A, A,--- und TT, A, A,---, von welchen 
die zweite aus der ersten vermége 7’ hervorgeht, TT, allein entspre- 
chend gemein haben, so ist der Wurf TT,A,A,A, harmonisch**) und 
deswegen sind die 4 reellen Triger Ag,g,g, der 4 Punkte Erzeugende 
einer Regelschaar und auf dieser Ag, durch g, g, harmonisch getrennt***). 
Seien jetzt weiter g, ---g, die reellen Geraden, welche durch die 
Punkte a,---+a, der Gruppe gehen und y schneiden, so folgt, weil 
Ag; 929, eimer Regelschaar angehéren, vermége der Umformung 7, 
dass auch Ag,g,g, einer Regelschaar angehéren, welche mit jener 
iibereinstimmt, weil sie drei Gerade mit ihr gemein hat. Durch wei- 


*) v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. Lage, Seite 186, Nr. 301. 
**) A. o. a, O. Seite 145, Nr. 221. 
*#t) Ao, a, O. Seite 92, Nr. 143; diese Annalen Bd. VIII, Seite 175, Nr. 40. 
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tere Anwendung desselben Schlusses ergiebt sich nun, dass alle Strahlen 
Ag, 92 + + - Gx Erzeugende einer Regelschaar sind, und ferner folgt, dass 
durch 7 aus der Gruppe Ag, g.---gn die Ag,g,+++g, hervorgeht. 
Folglich bilden die Linien g, 9, --- g, eine cyklisch-projectivische, Gruppe 
von Erzeugenden dieser Regelschaar und A bleibt bei der zugehérigen 
Umformung ungeiindert, Nun iibertriigt sich aber der Satz, dass eine 
eyklische Transformation einer Geraden, die sich auf mehr als zwei 
Punkte erstreckt, keinen Doppelpunkt besitzt, auch auf cyklische Trans- 
formationen der Erzeugenden einer Regelschaar (etwa indem man mit 
einem Leitstrahl schneidet) und zeigt so, dass eine Doppelerzeugende 
A nur existiren kann, wenn die Zahl der von einander verschiedenen 
der Linien g, g,-+-g, zwei ist, von welchen beiden geraden Linien 
dann jede die Hialfte der Punkte der Gruppe trigt. Ist dann aber B 
diejenige Erzeugende der Regelschaar Ag,g,, welche von A durch g, 
und g, harmonisch getrennt ist, so ist Ag,Bg, 7 Ag,Bg,, d. h. B 
entspricht durch 7’ sich selbst. Da nun auf der Doppelgeraden y nur 
ein Punkt B existirt, der von TT, durch A, und A, getrennt ist und dessen 
Trager in Folge dessen von A durch g, und g, harmonisch getrennt 
ist, so muss B der Trager von B und daher B ein zweiter auf y ge- 
legener Doppelpunkt sein. Da dies gegen unsere Annahme streitet, so 
ist diese nicht méglich. 


16) Es bleibt also nur noch der Fall, dass y und damit H, noch 
einen zweiten Doppelpunkt P, enthalt. Dann wird aber die conjungirt 
imaginire Ebene H, den zu P, conjungirten Punkt P, als weiteren 
Doppelpunkt tragen. Die Verbindungslinie P,P, ist dann eine zweite 
reelle Doppellinie. Dagegen sind die zwei Linien TT,P, und TI,P,, 
sowie andererseits die beiden TT, P, und TT, P, conjungirt imaginir. 
Diese 4 Linien bestimmen mit dem Punkt a, der Gruppe ein einmanteliges 
Hyperboloid, von dessen Erzeugenden die der einen Schaar die Ge- 
raden T7,P, und TT,P,, und die der anderen die Geraden TT, P, und 
und TT,P, schneiden. Legt man nimlich durch a, und die beiden con- 
jungirt imaginiren Linien TT,P, und TT,P, die reelle Gerade g,, so 
geht durch jeden Punkt von g, eine einzige Gerade, die die beiden 
conjungirten Geraden TT,P, und TT,P, schneidet, und zwar durch jeden 
reellen Punkt von g, eine reelle Gerade und alle diese gehéren einer 
reellen Regelschaar*) H, an, welche jene zwei Paare conjungirt imagi- 
narer Geraden gleichfalls enthilt. Durch die Umformung 7 geht diese 
Flache in ein anderes reelles Hyperboloid H, iiber, das durch den Punkt 
a, und. dieselben vier imaginiren Linien geht. Liegt a, auf H,, so 
fallt H, mit H, zusammen, und die wiederholte Anwendung von 7 


*) v. Staudt, Beitriige, Seite 114, Nr. 175. 








lehrt 


_ nich 


dure 
auck 
naire 
und 
auss 
a, 3 
find 
folg 
ann 
Inn 
sick 
Fila 


eas w= 4 ee Oe 

















Ueber cyklisch-projectivische Punktgruppen. 317 


lehrt, dass die ganze Gruppe der Flache H, angehdrt. Liegt aber a, 
_ nicht auf der Fliche, sondern z. B. im Aeussern von H,, so folgt 
durch die Umformung, dass auch a, im Aeussern von H, und folglich 
auch im Aeussern von H, liegt. Denn weil H, und H, die 4 imagi- 
niren Linien gemein haben, treffen sie sich in keinem reellen Punkt 
und somit liegt H, ganz ausserhalb H,, weil der Punkt a, von H, 
ausserhalb H, sich befindet. Es ergiebt sich dann weiter, dass auch 
a, im Aeusseren von H, und von H, sich befindet u. s. w., bis man 
findet, dass a, die gleiche Lage hat, woraus durch Anwendung. von T 
folgen wiirde, dass a, im Aeusseren von H, gelegen ist; wihrend wir 
annahmen, a, und damit H, sei im Aeusseren von H,, und also a, im 
Inneren von H, gelegen. Ebensowenig kann a, im Inneren von H, 
sich vorfinden und muss daher, und mit ihm die ganze Gruppe, der 
Fliche H, selbst angehéren. 

17) Legt man durch die Punkte der Gruppe die reellen Erzeugen- 
den 9; 9. ++*@n der einen Schaar und die h,h,---h, der zweiten 
Schaar des Hyperboloids H,, so fiihrt 7’ diese, nach einem oben schon 
angewandten Schlusse, in g, g,+++g, resp. h,h,---h, tiber. Beide 
Gruppen bilden also cyklisch-projectivische Gruppen von Strahlen, die 
beide auch aus weniger als m Strahlen bestehen kénnen, wobei dann 
jeder Strahl mehr als einen Punkt, aber jeder gleichviele Punkte tra- 
gen muss. Man kann also eine cyklisch-projectivische Gruppe con- 
struiren, indem man die cyklischen Gruppen von Geraden 9,9, - + + Jn, 
h,h.-+-h» aus den beiden Schaaren von Erzeugenden eines Hyper- 
boloids herauswihlt und g, mit h,, g, mit h,, --+ schneidet, Die 
Raumtransformation niimlich, die die Punkte 
2 DNy Ihe Joby Gohy gh; 
in resp. 

Joh. grhs shy shy gyly 
iiberfiihrt, erzeugt aus dem durch die Geraden g, h, gh, und den Pankt 
gh, gehenden Hyperboloid das durch die Geraden g,h,g,h, und den 
Punkt g,h, gehende, welches mit jenem identisch ist; der Linie g,, 
weil sie durch den Punkt g,h, und die beiden Geraden h, h, gelegt 
ist, entspricht die Erzeugende, die durch g,h, und die Geraden h, h, 
geht, also g,; ebenso der h, die Linie h,. Entspricht der Linie g, 
die Linie 2, so muss sein 9,9.9394 7\ 92939,%- Es ist aber wegen der 
ceykl.-proj. Gruppe 9; 929394 7\ 92939195, 80 dass x mit g, tibereinstimmt; 
in gleicher Weise wird h, in h,, also der Punkt g,h, in den g,h, 
iibergefiihrt. Man beweist ohne Weiteres in der Art, dass eine Trans- 
formation existirt, welche die Punkte der construirten Gruppe cyklisch 
vertauscht. Wenn die so gefundene Gruppe ganz in derselben Ebene 
liegt, so ist 9,9.--+9n 7\ hh. --+h,, und umgekehrt, wenn diese Be- 
ziehung besteht, liegt die Gruppe in einer Ebene. 
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Alles zusammengefasst, ergiebt das Resultat: Eine cyklisch -pro- 
jectivische Gruppe im Raume liegt entweder auf einer Geraden, oder 
auf einer Ebene, oder auf zwei Ebenen, oder auf einem Hyperboloide. 


18) Nehmen wir an, eine cyklisch-projectivische Gruppe a, a, - + dp 
yehore einer der letzten Arten an, und construiren dann, ausgehend 
von einem reellen Punkt b,, der aber auf keinem der reellen Dop- 
pelelemente der Transformation 7 liegt und mit keinem der Punkte 
@, @,+-++@, identisch ist, die Punkte b,, b3,---b,, welche aus b, 
durch wiederholte Anwendung von 7 hervorgehen. Die Anzahl der 
von einander verschiedenen ist sicher nicht > . Wie in Nr. 7) kann 
man zeigen, dass keiner dieser Punkte mit einem der Punkte a, --- a, 
zusammenfallen kann. Es kann aber auch die Anzahl der verschie- 
denen Punkte nicht <m sein. Denn wiire sie nur =k, so dass 
bi4i = 0d, wire, so wiirde die Transformation 7* die Punkte A, Ay-+* On 
b,b,--+ de in Gp410n42-+- ae b,b,---b, verwandeln und liesse dem- 
nach die Punkte b, b, --- b, unveriindert. Da aber 7* dieselben (reel- 
len und imaginiiren) Doppelpunkte nicht andert, die auch 7’ nicht 
findert und deren Anzahl schon 4 betrigt, so wiirde ein weiterer 
Doppelpunkt, der nicht dem Tetraeder jener vier Punkte angehdrte, 
bewirken, dass die Umformung 7* gar keinen Punkt iinderte, Dies 
ist aber nur fir km moglich. Die neue aus b, entstehende Gruppe 
enthalt daher ebenfalls n Punkte. Aehnlich wie der in Nr. 7) bewie- 
sene Satz kann auch dieser eine Ausnahme erleiden, wenn b, auf einer 
Doppelebene oder auf einer Doppelgeraden angenommen wird. Ich 
will auf die nihere Erérterung dieser Ausnahmen, sowie die damit 
zusammenhingende Frage, wann die Verbindungslinie zweier Punkte 
einer solchen Gruppe die beiden reellen Doppelgeraden schneidet, hier 
nicht weiter eingehen und nur bemerken, dass sie mit einer Hinthei- 
lung der cyklisch- projectivischen Gruppen in Unterarten zusammen- 
hingt, die mit der Eintheilung der reguliiren Polygone in Arten 
analog ist. 


19) Auf die, wie oben gezeigt, aus b, entstehende neue Gruppe 
von ” Punkten lassen sich dieselben Siitze anwenden, wie auf die ur- 
spriingliche, und sie liegt also im Falle be oder ad auf zwei Ebenen 
und gleichzeitig auf zwei Kegeln; oder, im Falle bd, auf einem Hy- 
perboloid. Im letzten Falle bilden alle, durch verschiedene Annahme 
fiir b,, so entstehenden einmanteligen Hyperboloide eine einfach un- 
endliche Schaar von Flichen, die, weil sie 4 imaginiire Kanten eines 
Tetraeders enthalten, sich in keinem reellen Punkte treffen. Fiir alle 
Flichen sind die Linien A und B conjugirte Polaren, weil die durch 
die eine gehenden imaginaren Tangentenebenen, nimlich die Tetraeder- 
flaichen, in Punkten der andern beriihren. Hat man auf einer der 
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Fliichen alle cyklisch-projectivischen Gruppen von » Punkten con- 
struirt, so kann man leicht die auf jeder andern finden. Liegen nim- 
lich die beiden Punkte a, und b, zweier Gruppen auf einer Geraden, 
die A und B schneidet, so liegen, wie die Umformung T' lehrt, 
a, und b, ebenfalls auf einer solchen Geraden u. s. w. Man kann 
also mit Hiilfe solcher Strahlen die zweite Gruppe aus der ersten 
ableiten. 

Ein specieller Fall wird gebildet durch die Schaar der concentri- 
schen und coaxialen einmanteligen Rotationshyperboloide, wobei die 
Gerade A die Rotationsaxe und die B eine zur Axe senkrechte un- 
endlich ferne Grade ist. Mit Hilfe von zwei reguliren Vielecken, die 
man dem Kehlkreis einer dieser Fliichen einschreibt, kann man dann 
die Erzeugenden beider Schaaren zu cyklisch -projectivischen Gruppen 
ordnen und so leicht eine Punktgruppe realisiren. 


Karlsruhe, 10. December 1877. 








Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. 
Von 
A. Voss in Darmstadt. 


Die Theorie der orthogonalen Substitutionen ist bereits vielfach 
behandelt und durch die beriihmten Cayley’schen Formeln, vermége 
deren sich die Coefficienten einer allgemeinen orthogonalen Substitution 
a priori angeben lassen, zu einem gewissen Abschluss gebracht. Es 


ist bekannt, in welch’ enger Beziehung dieselbe zu der weiteren Auf- 


gabe steht, eine quadratische Form in sich selbst zu transformiren 
(Hermite’sche Transformation), ein Problem, welches nicht allein fiir 
drei und vier homogene Variabele eine anschauliche Bedeutung in der 
Ebene und im Raume, sondern auch namentlich fiir sechs eine geo- 
metrische Repriisentation in der Transformation des Linienraumes 
findet. Indem ich die Coefficienten der Gleichung einer durch ihre 
Tangenten dargestellten Fliiche zweiten Grades als Coefficienten einer 
speciellen (symmetrischen) orthogonalen Substitution erkannte, ergab 
sich Veranlassung gewisse Determinanten solcher Coefficienten genauer 
za untersuchen.*) Ich habe seitdem bemerkt, dass eine ganze Reihe 
der in einer friiheren Arbeit ausgefiihrten Betrachtungen sich auf 
orthogonale Substitutionen iiberhaupt ausdehnen lassen, deren Aus- 
fiihrung den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bildet.**) 

In § I. sind die bekannten Bedingungen fiir die Coefficienten a;, 
einer orthogonalen Substitution aufgestellt, durch welche eine Fliche 
zweiten Grades in sich transformirt wird, und die Beziehungen zwischen 
den Elementen entwickelt, welche bei der Transformation fest bleiben. 
Daran schliesst sich in § II. eine allgemeine Untersuchung der Unter- 
determinantensysteme solcher Substitutionen, welche, wie ich glaube, 
geeignet ist, die verschiedenen Fiille, die tiberhaupt bei ihnen auf- 


*) Math. Annalen X:. 
*t) Erst nach Vollendung derselben (Juni 1877) erschien die umfangreiche 


neueste Arbeit des Herrn Frobenius: ,,Ueber lineare Substitutionen und bilineare 
Formen,“ Crelle 84, 1. 
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treten kénnen, a priori iibersehen zu lassen. Insbesondere erwihne 
ich eine dabei hervortretende directe Ableitung der Cayley’schen 
Formeln selbst. 

In dem folgenden § III. sind die quadratischen Formen, welche 
gleichzeitig durch die Substitution in sich transformirt werden, be- 
sprochen, sowie die Gruppe der mit einer gegebenen Substitution ver- 
tauschbaren allgemein hergeleitet. Insbesondere habe ich dabei versucht 
der merkwiirdigen Zerlegung der Transformation einer Fliche zweiten 
Grades im gewdhnlichen Raume, nach welcher man eine jede aus 
zwei speciellen vertauschbaren Transformationen zusammensetzen kann, 
bei denen je ein System von Erzeugenden fest bleibt, ein Analogon 
in héheren Riumen zu geben. § V. untersucht Transformationen von 
speciellem Charakter, namentlich die wneigentliche, welche als Central- 
projection der Fliche in sich selbst von einem beliebigen Punkte aus 
aufgefasst werden kann, und die symmetrische, bei welcher die Coeffi- 
cienten a;, und a,; gleich sind. Weiter ist das Problem der Zerlegung 
der Substitutionen behandelt, namentlich gezeigt, wie jede allgemeine 
durch eine gewisse Zahl uneigentlicher specieller, d. h. durch wieder- 
holte Centralprojectionen von Punkten aus, die nach einer sehr ein- 
fachen Regel gefunden werden kénnen, oder durch zwei symmetrische 
ersetzt werden kénnen, welch’ letztere wieder aus einer Gruppe ver- 
tausghbarer Centralprojectionen hervorgehen. 

In § VI. sind die besonderen Fille der Substitutionen- bei 2, 3, 
4, 6 homogenen Variabeln behandelt und geometrisch interpretirt; 
zugleich habe ich versucht simmtliche Substitutionen dieser Art auf- 
zuziihlen. Dabei ergeben sich gewisse Kigenschaften der reciproken 
Punkt-Ebenentransformation, welche, obwohl in naher Beziehung zu 
von den Herren Schréter und Rosanes behandelten Fragen stehend, 
in so allgemeiner orm wohl noch nicht ausgesprochen sind, und die 
in § VII. direct durch eine allgemeine Untersuchung der Reciprocitit 
bestiitigt werden. 

Die im Vorigen entwickelten Begriffe gestatteten, die Transforma- 
tion einer (gewdhnlichen) Fliiche zweiten Grades von einem neuen 
Gesichtspunkte aus zu behandeln. Endlich ist im letzten Paragraphen 
die Transformation gegebener linearer Formen untersucht, insbeson- 
dere die Her mite’sche Transformation eines Kegelschnittes im Raume 
entwickelt. 


$1. 
Die orthogonale Substitution. 


Eine orthogonale lineare Substitution hei n homogenen Variabeln: 
(1) yi = Daur 


Mathematische Annalen. XIIT. 
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ist dadurch charakterisirt, dass 


@) Dwa=m De? 


ist. Demnach miissen bekanntlich die Gleichungen: 


(3) Dandi =(Q, DD aindin = mM 





stattfinden. In Folge dessen lassen sich die Gleichungen (1) umkehren, 
so dass: 


(4) Nx; = Yr Ak; 


womit dann auch: 


(5) > Qj, a= 0, > Ay, Ag = TM 


wird. Die Gleichungen (3) oder (5) ergeben fiir das Quadrat der Sub- 
stitutionsdeterminante : 

A=|ax|, 
die Gleichung: 

A? = m*. 
Mithin hat A einen der beiden Werthe +-//m". Wir unterscheiden 
darnach eigentliche und uneigentliche Substitutionen. Beide spielen bei 
geradem », welchen Fall wir vorzugsweise behandeln werden, “eine 
wesentlich verschiedene Rolle, insofern dann eine eigentliche Sub- 
stitution durch keines blosse Zeicheniinderung in eine uneigentliche 
verwandelt werden kann. Die Wiederholung zweier Substitutionen 
derselben Art liefert immer eine eigentliche Substitution. 

Die Elemente x;, welche durch die Substitution (1) in sich selbst 

iibergehen, sind bestimmt durch die Gleichungen: 


(6) ¥i = 0%; = Dian, 


d. h. durch die Wurzelu der Gleichung n'e* Grades: 


aizk—@ | —_ 0, 
oder: 


(7) Q(e) = 0, 
in welcher @ nur mit den Gliedern der Hauptdiagonale verbunden ist. 


Durch Ausfiihrung der Multiplication beweist man leicht die Re- 
lation :*) 


(8) AQ(e) = (—1)"e"Q(Z)- 
Aus (8) folgt die Reciprocitit der Wurzeln der Gleichung (7). 


*) Brioschi, Liouville’s J. XIX, 253; Faa de Bruno, ebenda pag. 320. 
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Fiir gerades n ersieht man ferner, dass, wenn A = — }//m", zwei 
Wurzeln derselben gleich -+-)/m sind. Fiir ungerades n dagegen ist 


die Wurzel + )/m vorhanden, wenn A = m?, die Wurzel — /m im 
entgegengesetzten Falle*). Wir nennen diese Wurzeln ausgezeichnete 
oder besondere Wurzeln von Q(9) = 0. 


Die nicht ausgezeichneten Wurzelwerthe werden wir immer durch 
die Buchstaben : 


Tr Qi, "2, Oar Ya» Oar °° 
bezeichnen, so dass 
TOs = M. 
Man betrachte nun irgend zwei Lisungssysteme von (6) «;, B;, welche 
zu den Wurzeln gc, 93 gehéren. Dann ergiebt sich: 


On? 4 a? =m > a? ; 
Qu Op on («:8;) = m be (Bi) . 
Daraus folgt: Sobald @4 nicht einen der besonderen Werthe +- Ym be- 


sitet , ist Da? =), ferner besteht zwischen je zwei Lisungssystemen, 
welche zu nicht reciproken Wurzeln gehiren, die involutorische (harmo- 


nische) Beziehung: 
= oe; B; =0. 


Wir werden im Folgenden die Lésungen, welche zu der Wurzel r, ge- 
héren, durch: 

Hy*, Lor, ++ + U,, 
die zur reciproken o, gehérigen durch: 


, Ye» Yory > * Yn’, 
bezeichnen. 


Indem wir uns der Bezeichnung (@f), (a?) an Stelle von «;B;, 


a bedienen, gelten daher zwischen diesen Systemen die Be- 
ziehungen : 


(3) (wat) =0, (ay) =0, (yy) =9, (wy) =1. 
Sieht man die Variabelen x iiberhaupt als Punkte (Elemente) eines 
Raumes (Gebietes) von » — 1 Dimensionen an, so kann man sagen, 


die Fliiche: 
f— 20, 


sei auf ein Coordinatensystem bezogen, dessen Ecken zu je zweien 
harmonische Pole derselben bilden. Den Substitutionsprocess kann man 


*) Brioschi a, a. O. Baltzer, Det. pag. 184, Aufl. 4. 
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als Bewegung des Raumes bezeichnen, wenn die Substitution eine 
eigentliche ist, im anderen Falle als eine symmetrische Umformung*) 


Setzt man ferner: 
~~ ‘ 
r= P Aix Ly 


{= > ang, 


(yz) = m(w8). 
Die Substitution hat also die Eigenschaft, jedes Polareck der Filiiche 
in ein anderes iiberzufiihren, wihrend f in sich selbst iibergeht. Die 
Coefficienten a,;, bilden nach (3) und (5) selbst die Coordinaten zweier 
Polarecke. Diese letzteren gehen freilich durch die orthogonale Sub- 
stitution (1) nicht in einander tiber. Aber durch zweimalige Wieder- 
holung der niimlichen Substitution (1) leitet man die eigentliche Sub- 


stitution: 
y= > Dix Xe, 


bi = > Ayr iE. 


Daraus ergiebt sich fiir 2; = a», : 


so ist: 


her, wo: 


Yi = MAim- 
Jene leiden Polarecke kinnen daher immer durch eine eigentliche Sub- 
stitution in einander iibergefiihrt werden, d. h. sie sind als einander 
direct congruent zu betrachten. 
Andererseits ist in: 


y= > je Ly 


y= > Ait Ank = mim), 


wo [im] gleich 0 oder 1, jenachdem 7 und m verschieden oder gleich 
sind; so dass die gegebene Substitution das eine der beiden Polarecke 
in das Fundamentalgebilde der Coordinatenbestimmung iiberfiihrt. 
Nach (6) und (7) bleiben im Allgemeinen n Punkte fest bei der 
Substitution. Sie bilden bei geradem n und eigentlicher Substitution die 
Ecken eines von Erzeugenden der Fiche gebildeten Polygons, bei un- 
eigentlicher Substitution befinden sich dagegen unter ihnen zwei har- 
monische Pole derselben, welche mit den anderen n — 2 Punkten 
verbunden Tangenten der Fliiche liefern**). Bei ungeradem n ist 


fiir Le = Ank 


*) Fiir ungerades m wiirden die Bewegungen noch auf eine andere Weise 
von den symmetrischen Umformungen zu trennen sein. Vgl. Klein, Math. Ann. 
IV, pag. 602. 

**) Frahm, Inauguraldissertation, § 15. 
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mindestens immer ein nicht auf der Flaiche gelegener Punkt fest- 
bleibend. 

Wir betrachten ferner das Product der beiden Determinanten: 

2(+ e) >< 2(—e). 
Man erhilt durch Ausfiihrung der Multiplication, abgesehen von 
dem Factor 9”, eine Determinante, deren Glieder die a;, — a,; sind, 
wihrend die Glieder der Hauptdiagonale simmtlich gleich ™ — @ sind. 
Das heisst: Bei geradem n und uneigentlicher Substitution verschwindet 
die schiefe Determinante der a;x — ax; sammt ihren ersten Unterdeterminan- 
ten. (Bei ungeradem » verschwindet sie natiirlich identisch.) 

Man kann diesem Verschwinden der Unterdeterminanten in dem 
gedachten Falle leicht eine geometrische Bedeutung unterlegen. Fiihrt 
man die namliche Substitution (1) zweimal hinter einander aus, so 
erhilt man zur Bestimmung der festgebliebenen Punkte die Gleichung 
n'" Grades: 

|@ae, — Magy | =. 

Bei der uneigentlichen Substitution hat dieselbe eine Doppelwurzel 
@ =m, welche das Vorhandensein einer ganzen Reihe von Punkten 
anzeigt, die in sich selbst iibergehen. Es ist die lineare Reihe, welche 
die beiden nicht auf der Fliiche gelegenen Punkte verbindet. Die 
uneigentliche Substitution zweimal hintereinander ausgefiihrt, liefert also 
keine eigentliche Substitution von allgemeinem Charakter, sondern eine 
specielle Bewegung.*) : 

Wir untersuchen noch die symmetrische Determinante der quadra- 


tischen Forni: 
> Aix Li XR. 


(2)? = ¥(o) 2" (—1)" 9". 


Man erhilt leicht: 


wo: 
6 Ay, + ay, Gin + yy 
ay ? 2 - . ST ee 
voe)=, | 
Qny + 
a i F| 
und: 
2 
gus 2S. 
2e 


Bei eigentlicher Transformation und geradem n ist also Y das Quadrat 
eines Polynoms in 6, da je zwei reciproke Wurzeln auf denselben Werth 
von 6 fiihren. Es liisst sich leicht zeigen, dass Y fiir jede seiner 
Doppelwurzeln sammt allen ersten Unterdeterminanten verschwindet. 


*) Zwei solche eigentliche Substitutionen ergeben dagegen combinirt eine 
nicht weiter ausgezeichnete eigentliche Substitution. 
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Ist z. B.: 


0, GQ = Qik Gy, 


a —— > anit; . 
| “a + eu) i > aint aes) ea, 
= + ep) Bi= Sain tan), 


woraus ersichtlich ist, dass die Gleichungen: 


262; = > (ix +. xi) Xk 
eine lineare Reihe von Auflésungen besitzen. Die quadratische Form 
hat hiernach bei geradem » und eigentlicher Substitution den Charakter: 


(11) 24) 11)---], 


sie ist eine von denen, welche durch die Substitution in sich selbst 
iibergefiihrt werden. 


so folgt: 


§ Il. 
Systeme von Unterdeterminanten. 


Im vorigen § ist vorausgesetzt, dass die Substitutionen von allge- 
meinstem Charakter, d. h. simmtliche Wurzeln von Q2(e@) =0 von 
einander verschieden sind. Die speciellen Fille orthogonaler Substi- 
tutionen sind dadurch charakterisirt, dass von den » Wurzeln irgend 
welche zusammenfallen, und stufen sich nach der Art und Weise ab, 
wie die Unterdeterminanten von Q(@) fiir solche vielfache Waurzeln 
sich verhalten. 


Man kann die orthogonalen Substitutionen daher nach der Be- 
schaffenheit der Elementartheiler von Q(@) classificiren, insofern mit 
jeder besonderen Vertheilung derselben eine wesentliche Gruppirung der 
festbleibenden Elemente verbunden ist. Dabei zeigt sich, dass das Auf- 
treten der Elementartheiler an gewisse Gesetze gebunden ist, welche die 
Zahl der miglichen Fille a priori auf eine gewisse kleinste Zahl einzu- 
schrénken erlauben, deren Existenz dann freilich noch einer directen 
Priifung unterliegen muss. Diese Gesetze ergeben sich durch eine 
genauere Betrachtung der Unterdeterminanten von Q(@), die wir im 
Folgenden ausfiihren werden. 

Wir betrachten die k-fach mit beliebigen Gréssenreihen wu, », 


w,--- vertical und U, V, W, --- horizontal geriinderte Deter- 
minante : 








=~. ,H Fn es ¢ 


_ a. fe aoe 
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@;—O-°** Gin Uy, UV, Wyree 
Ant ***Ann—Q Un Un Wr 
U; oo U, 0 a) 0 

Vy, ae 0 0 0 


welche zur Abkiirzung durch 
[wow --. uvWw..-|, 


bezeichnet werden mdge; die Coefficienten der Verbindungen der 
uvw--- UVW..- sind die k Unterdeterminanten von Q(@) (Unter- 
determinanten »— ik" Grades). 


Multiplicirt man dieselbe mit A, so entsteht, wenn 


foe 
nS 
gesetzt wird: 
, “i 

a See ae > Vian > Vins: | 
Gat “1 Se > Vian > Vidni-+- 
(—1)*-*o"-* Uy + Un O O iw alte 8 
Vv; ‘+ 9 8) 0 A | 


| ey ++ Wr 0 0 ee 


oder, wenn > Uar, = U,, > Via = V,’, die Gleichung: 


(1) [wow --- UVW.. aR = (— Iter [0 Vv’ W'-wow], . 


Hat demnach die linke Seite den Factor [e—g.]", so muss die rechte 
Seite den Factor [o’— |" haben. Damit ist bewiesen, dass das Ver- 
schwinden sdmmtlicher ke Unterdeterminanten im me" Grade fiir eine 
Wurzel @, zugleich das Verschwinden der analogen Unterdeterminanten 
in gleicher Weise fiir die reciproke Wurzel rq bedingt.*) 

Man kann die rechte Seite der Gleichung (1) in eine neue Form 
bringen. Zieht man uiimlich die » ersten Verticalreihen, mit den 
U;, Vi, W;--+ multiplicirt, von den folgenden ab, so treten an Stelle 
der U' V’ W’ .-~ wieder die mit 9’ multiplicirten U, V, W selbst, 
waihrend die Nullen in der Ecke der Determinante durch die Ausdriicke 
— (wU), — (uV), — (u W) ete. zu ersetzen sind. 


*) Voss, Mathematische Annalen X, pag. 163. 
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Kin besonders bemerkenswerthes Resultat ergiebt sich hier, wenn 
@ =-+ Ym genommen wird. In diesem Falle ist @ = @. Ist zuniichst 
n gerade, k= 1 und die Substitution eine eigentliche, so hat man 
aus (1) nach Ausfiihrung der eben angegebenen Reduction: 





- Ee nce o/oae 
4[«U] = (—1)*-' e*'@ one ar 2(+Vm)(w0)], 

oder, da A = 9", 

¢ . ee 1 1 \ ’ 

(2) [ U|4 [Uw ie ie Q(-+- Ym) (uU). 


Daraus ist, wenn wir die ersten Unterdeterminanten von Q durch A;, 
bezeichen: 


9 Q (+ Vm) 
(3) Aix — — Axi, Aii = Ani =-+ a be 
2Vm 
Die ersten Unterdeterminanten von Q(-+-V m) bilden also eine schiefe 
Determinante, deren Hauptdiagonalglieder ein und denselben Werth 
besitzen. 


Man kaun also das adjungirte System der |a;,-- /m| in der Form: 
bir bya ~~ - by, 


B — Dex bez - +> dan 


| 
Dat Dae od a i b, m 


a Q (+ Vm) NF 
, RR 2Vm 2: 

darstellen. Nun sind aber die ersten Unterdeterminanten des adjun- 
girten Systemes wieder den urspriinglichen Elementen proportional. Be- 


zeichnet man also die Unterdeterminanten der b;, durch 6;,,s0 hat man: 
Bin = — Gi (Q (+) ‘m))" x 
Bis = — (ai; + Vm) (2 (+ } m))"~*. 


Da endlich die Determinante B selbst gleich (2(+ /m))* ‘ist, so hat 
man schliesslich: 


Dix = Dei, b 


6, (2 (+ Vm)) e B,, 
| a = — B = 40-5 ) m 
) 
| azt+YVm= — ii (2 Ym) = 2a - Vm. 
Es sind die Formeln (4) aber genau diejenigen, welche Cayley 
zur Bestimmung der Coefficienten einer orthogonalen Substitution an- 
gegeben hat.*) Damit ist bewiesen, dass in der That jene Cayley’schen 


(4) 


*) Cayley, Crelle 32. Baltzer, Det. p. 175. 
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Formeln die allgemeinsten sind, welche diese Aufgabe lésen, eine Frage, 
welche bisher eine Liicke in der ‘Theorie der orthogonalen Substitutionen 
bildete. Auch Herr Rosanes*) hat schon gelegentlich bemerkt, dass 
aus dem Umstande, dass die Cayley’schen Formeln die erforderliche 
Zahl willkiirlicher Parameter enthalten, noch nicht geschlossen werden 
kénne, dass sie dei vollen Grad der Allgemeinheit besitzen;**) es lasse 
sich aber ohne Schwierigkeit ein befriedigender Beweis dafiir er- 
bringen.***) TImmerhin diirfte der vorhin gegebene, welcher direct 
die Coefficienten a;, als Unterdeterminanten einer schiefen Determinante 
nachweist, einfach und iibersichtlich genug sein, um hier eine Stelle 
zu beanspruchen. 

Fiir eine uneigentliche Substitution verschwindet dagegen bei 


geradem n die Determinante Q(-+-/m); die Gleichung (1) giebt dann: 
Bix —_= Mii, 
d. h.: die ersten Unterdeterminanten bilden ein symmetrisches System, 


so dass die Lisung «;, welche z. B. der Wurzel + //m entspricht, 
der fortlaufeunden Proportion geniigt: 


2. . . . nei . . . ene 
O,? 5 Oy Oy 2 Gy 2 a, 0,2 >> = A, 2 Ay: Ags 2 Ayy 


*) Rosanes, Crelle 80, p. 52, 71. 
**) Vgl. dazu § V., wo in der That Substitutionsformeln mit viel mehr will- 
kiirlichen Parametern angegeben sind, die keineswegs allgemein sind. 
**t) Wir heben noch folgenden Zusammenhang zwischen den Coefficienten 
a,, und b,, herver. Wenn nach Cayley: 
@,,= 26, = Vm — (Vm), 
und 
24, Ly = OX; 
ist, so folgt: 
Vm DB 5, L;, — x, [Vm] * 


= =” a 
24, & = OX, = 200 Bp Pik 


also wenn mit 6;; multiplicirt wird, wegen 2;,6;,=8, 


(e+yYm) S42, b,, = 20 ma, 
Hiernach findet zwischen den Wurzeln der Determinanten 2(¢) und | bi5,- e' | 
der Zusammenhang statt, dass 

,_ 2@ Vm 
Vm +e : 
wogegen die ersten Unterdeterminanten beider Determinanten fiir correspondirende 
Wurzelwerthe proportional sind. Also ist mit jeder endlichen eigentlichen ortho- 
gonalen Substitution y, = Sa;,x, eine wnendlich kleine: 
Y= Xt (20;4 ty) at 

verkniipft, welche dasselbe Gebilde von n Punkten ungeiindert liisst, deren Wieder- 
holung aber nicht die endliche Substitution hervorbringt. 
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Wir setzen voraus, es seien die k — 1'* Unterdeterminanten die letzten, 
welche séimmtlich fiir eine Wurzel r. verschwinden. Man kann dann 
in (1) die Summen — (uU), weil sie keine Beitrige zu den Werthen 
der k'" Unterdeterminanten liefern, fortlassen, und erhilt so: 


(5) A [ wow ---UVW.-- |— (— 1)"-* 9—* 9 [uvw. -- “vw | F 
¢ 
Bezeichnet man nun, wie gebriuchlich, den 2k" partiellen Dif- 
ferentialquotienten : 


art [uvw---UVW---| 
OU, 00,0, >: a U; oV,@ Wy---? 


durch: 
Aint...j2a...) 
so hat man: 
~ j ’ ‘ a mi ’ 
(6) pOike...jx2. _ (— 1)*-*e-* A Bier... itt fy ? 


eine Gleichung, nach welcher die Unterdeterminanten reciproker 
Wurzeln gewisse Symmetrieeigenschaften besitzen. Wir wollen dieselbe 
zuniichst fiir den Fall in Anwendung bringen, dass bei eigentlicher 
Substition -++- /m eine der Wurzeln ist. Es folgt fiir k = 1: 
Bin = — Ori, Ais = — Ai = 9. 
Die bekannte Identitit zwischen den ersten Unterdeterminanten einer 
verschwindenden Determinante: 
Mii Ore — Aix Ari = O 

zeigt dann, dass auch Aj, — 0. Die ausgezeichneten Wurzelwerthe be- 
dingen daher, wenn sie nicht, wie bei geradem n und uneigentlicher 


Substitution, oder bei ungeradem n, eo ipso der Transformation zukommen, . 


mindestens das Verschwinden aller ersten Unterdeterminanten. 

Man kann diesen Schluss erweitern. Wir nehmen an, dass nicht 
allem die ersten, sondern noch die 2m'" = k,'" Unterdeterminanten 
simmtlich verschwinden fiir einen dieser ausgezeichneten Werthe. In 
diesem Falle ist bei eigentlicher Substitution: 


Ain... jxa... = — jed.. ikle..y 

woraus zunichst das Verschwinden aller k'°** Hauptunterdeterminanten, 
damit aber das Verschwinden aller k's Unterdeterminanten folgt. Ver- 
schwinden also bei einer eigentlichen Substitution fiir @ = + Ym noch 
die stimmtlichen k'" Unterdeterminanten, die hiheren dagegen nicht, so 
ist k nothwendig eine ungerade Zahl. 

Ein analoges Theorem lisst sich auch fiir uneigentliche Sub- 
stitutionen aufstellen. Wenn hier i — 1 = 2m — 1 ist, so hat man 
wieder fiir 9 = +- /m 


Bini... = — Oyea...; 
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so dass bei uneigentlicher Substitution immer nur die siéimmtlichen Unter- 
determinanten bis zu einer geraden Ordnung hin verschwinden kinnen. 

Dass das Verschwinden der k'" Hauptunterdeterminanten das 
siimmtlicher Kk" Unterdeterminanten nach sich zieht, beruht auf einem 
allgemeinen Satze, dessen Beweis wir hier noch besonders einschalten. 
Derselbe lautet: 

Wenn in einer Determinante die k — 1" Unterdeterminanten 
siimmtlich verschwinden, dagegen die k's Unterdeterminanten ein sym- 
metrisches oder alternirendes System bilden, so kinnen diese letzteren 
nur dann von Null verschieden sein, wenn sich wnter den Hauptunter- 
determinanten nicht verschwindende befinden, und umgekehrt zieht das 
Verschwinden der k'** Hauptunterdeterminanten das aller anderen 
nach sich. 

Kin etwas allgemeinerer Satz ist neuerdings von Herrn Frobenius*) 
ausgesprochen worden. Zum Beweise bedienen wir uns ithnlicher 
Ueberlegungen, wie sie zur Begriindung des Kr onecker’schen Satzes**) 
in Anwendung kommen, fiihren ihn aber der Uebersichtlichkeit halber 
an einer sechsreihigen Determinante der b;,, deren vierreihige Unter- 
determinanten siimmtlich, deren dreireihige Hauptunterdeterminanten 
ebenfalls verschwinden. 

Sei nun eine der nicht verschwindenden dreireihigen Determinanten : 

Diy As Dig | 
S = | yy by, doe |, 
Ds, bss bss 


so folgt aus dem identischen Verschwinden von: 


bis bis Ory bus By | 
Day Dys Yay > bes Bs | 
| By, Bys Bag > bs: Bi 
| bes Bas bas > "Bai Bi 


fir B, = 0, B, = 0, B, = 0, wenn die B,,-B,, B, die Gleichungen: 


u.8=0, So.B=0, >'5,8,—0 


befriedigen, dass auch: 





bei B, = 0. 


Demnach verschwinden alle dreireihigen Determinanten: 


*) Frobenius, Crelle 82, p. 241. 
**) Kronecker, Crelle 72, p. 152. 
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Dat Dae bas | 
bat bse bss & 
by bye bys 

Unter diesen befindet sich aber nach der Voraussetzung dem absoluten 
Werth nach einmal auch die Determinante S, womit wir auf den 
Widerspruch S = 0 gefiihrt sind. Das Verschwinden einer dreireihigen 
Hauptunterdeterminante zieht also das aller derjenigen dreireihigen De- 
terminanten nach sich, die aus den Horizontalreihen und Vertical- 
reihen gebildet werden kinnen, die sich in jener kreuzen. 

Man kann jenes Verschwinden der Unterdeterminanten auch mit 


den Betrachtungen iiber schiefe Determinanten in Verbindung bringen. 
Wenn man die Determinante 


‘ 


[uw - -- UVW.. | 
+ 
mit 
2(—e) 

multiplicirt, so entsteht eine Determinante, deren k Rinder, so lange 
Q(—@) nicht selbst verschwindet, wieder als aus ganz beliebigen Gréssen 
bestehend angesehen werden kinnen, deren Kern aber eine schiefe 
Determinante bildet, deren Diagonalglieder fiir ¢ = + //m simmtlich 
Nall sind. Dann folgt der obige Satz leicht aus dem Theorem, dass 
in einer schiefen Determinante (gerader Ordnung) die Reihe der ver- 
schwindenden Unterdeterminanten immer mit einer tngeraden Zahl 
schliesst.*) Aber es erscheint zweifelhaft, ob dieser Beweis eine Aus- 
dehnung auch auf diejenigen Fille gestattet, in denen Q (— @) ebenfalls 
gleich Null ist. 

Das Verschwinden der Hauptunterdeterminanten, welches aus Glei- 
chung (6) sich ergab, kann noch auf andere Art dargethan werden, 
welche hier kurz angedeutet werden midge. 

Setzt man die gegebene eigentliche (uneigentliche) Substitution 
mit einer ungeraden (geraden) Zahl k uneigentlicher von der Art: 

Yi = 2; — 2a,a;**) 
zusammen, so entsteht eine uneigentliche Substitution, d. h. eine solche, 
deren Determinante Q2(9) die beiden Wurzeln +- )/m besitzt. 

Daraus ergiebt sich der Satz: 

Réindert man die Determinante der | a; — @ | vertical mit k beliebigen 
Grossenreihen a;,b;, ¢*+-, und horizontal mit denselben, aber mit dem 
Factor @ multiplicirt, und ersetzt man noch die k? Elemente der Ecke 
durch das Schema: 


*) Frobenius, Crelle $2, pag. 242. 
**) Vgl. iiber solche Substitutionen noch besonders § V. 
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—1 —2(ab —2(ae)---| 
0 —1 — 2(be)--- 
0 0 eile 


so entsteht eine Determinante, welche fiir @ = -+ Ym identisch Null 
ist, welches auch die Werthe der a, b, c--- sind. 

Nimmt man alle.a mit Ausnahme eines einzigen, welches gleich 
1 gesetzt wird, gleich Null, ebenso alle b, c,---r mit Ausnahme 
eines einzigen gleich Null, so ergeben sich Gleichungen, welche eine 
belicbige k Hauptunterdeterminante linear durch die k — 1 ersten Haupt- 
unterdeterminantensysteme ausdriicken, womit der Beweis des Satzes 
geliefert ist. 

Zum Schluss fiigen wir noch hinzu: 

Findet das Verschwinden der k'*" Unterdeterminanten statt, so 
existirt immer eine kfache Mannigfaltigkeit von Lésungen der Glei- 
chungen (1). Dieselben stellen simmtlich Punkte von f = 0 vor, wenn 
die Wurzel, fiir welche das genannte @ stattfindet, nicht einen der 
Werthe -+- /m besitzt. Die involutorische Beziehung bleibt dabei fiir 
alle nicht reciproken Wurzeln angehérigen Lésungen erhalten. Die 
allgemeine Lésung der Gleichungen (1) ist also fiir die Wurzel @2 von 


der Form: 
k+1 
Ek 
i= &, A.) 
1 


mit der Kigenschaft >e = 0, welches auch die Werthe der will- 


kiirlichen Constanten A; sind.*) * 


§ Il. 
Formen, welche durch die Substitution in sich iibergehen. 


Nach der obigen Bezeichnung war: 


8 3 s s 
se es Dnt 04,= D> Minh 


> 8 es 
| e. YX; = m x; a;, 
Lo Say 

0, AY Y; = m LY; - 


. : . o- . . © 20 n 
Bei geradem n und eigentlicher Substitution existiren also —- Paare 


oder: 


(1) 


von linearen Formen, welche in sich transformirt werden, sie stellen n 


*) Diese Annalen X, S. 162. 


334 A. Voss. 


feste Tangentialebenen der Fliche vor. Wir bezeichnen sie der Reihe 
nach durch: 


@) ry ir 
=, S:°'3., (282) 
so dass: 
(3) X= D0, = —x,y. 


Fiir die X;, =; besteht die Identitit: 

(4) D's! = 2X,=,. 

Sie ergiebt sich durch Multiplication der verschwindenden Determinante: 
w,--- 0, X, 


i, 


. y. 


Of | 
mit der Determinante der z;, y}. Die directe Ausfiihrung der rechten 
Seite von (4) liefert dagegen: 


aS > SS. ae ee 
X,=,= ¢,2,9,7,= @,0,(X,Y,+%,Y,)> 
so dass: 


(5) 2 Say 1, Daly t aiyi =o. 


Den Gleichungen (1) zufolge gehen nicht nur die linearen Formen 
X, = in sich iiber, sondern auch jede homogene Function der Producte: 


yi: 


a a 


Insbesondere sind die quadratischen Formen dieser Eigenschaft von 
der Gestalt: 


(6) F= »)X5,4,.") 
Unter den Formen (6) befinden sich auch specielle, welche der 
Gleichung: 


° > (Ey "de 


geniigen. Sie entstehen, wenn man den Coefficienten 4 die Werthe 
+1 in beliebiger Abwechselung ertheilt. Werden von den s = */, 
Gréssen 4 k gleich +-1, die tibrigen / gleich — 1 angenommen, so 
ist die Charakteristik der Determinante derselben: 


*) Dass diese Formen die einzigen sind, welche in sich iibergehen, erkennt 
man, wenn man an Stelle der Variabelen x; einer quadratischen Form Sw; 2,4;, 
die X;, =; einfiihrt. 
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[(L11---Jon(11-- od], 
sie stellen daher nur dann Formen von allgemeinstem Charakter vor, 
die der Gleichung (7) geniigen, wenn 4 von der Form 4m ist*) 

Im Allgemeinen kénnen bei eigentlicher Substitution keine linearen 
Formen gegenseitig in einander tibergehen. 


Denn aus: 
>) aa = 0 Bi, 


> Bain = May, 


>be (4ix — Odi) = 0, 
so dass die Coefficienten einer solchen Form $,, welche durch die 


Substitution gegenseitig mit «, veriauscht wird, den ersten Unter- 
determinanten der verschwindenden Determinante : 
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folgt : 


(8) |@izx — QM: | = 9, 
proportional sind. Aber aus den Gleichungen: 


Dunt—e4, 
>t = 0,2; 

folgt: 

(9) he —— Gp; < | =. 


D. h.: die Wurzeln der Gleichung (8) sind " sdimmtlich reciprok und 

gleich den Verhdiltnissen der reciproken Wurzeln der Gleichung Q(@) =0, 
wiihrend die ersten Unterdeterminanten den x’, y: proportional sind: 

Schreibt man (9) in der Form: 

| ys? 

Ain — Aki = = 0, 


so erkennt man, dass die stimmtlichen ersten Unterdeterminanten von 


2 
(8) verschwinden , fiir 9 = == , sobald noch eine zweite Wurzel r= — 1, 
in Q(e) =0 vorhanden ist. 
In diesem letzteren Falle gehen die linearen Biischel X, — 4X,, 
X, + 4X;, sowie =, — A4=,, =, + A=, gegenseitig in einander iiber. 


Zugleich gehen auch die Producte X,;=,, X,=, in — = Se, 


m 
1 


s X,=,, mithin die quadratischen Formen: 


Xp=sdx + X,=; As 


in sich tiber. Enthialt insbesondere die Determinante Q(0) nur Potenzen 


*) Voss, Mathematische Annalen X, pag. 147, 
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von 9 mit geraden Exponenten, so ist die Determinante (8) das Quadrat 
einer ganzen rationalen Function von g, und die quadratischen For- 
men mit » Parametern: 


ps X,2.4: + X, 2:4, 


gehen in sich iiber. Sie geniigen der Differentialgleichung (7), wenn 


; 1 

jedes Parameterpaar der Gleichung: ( 
A, A, = constans he 

geniigt, und besitzen dann eine Determinantencharakteristik, welche von at 
allgemeinstem Charakter ist, d. h. lauter einfache Elementartheiler hat*). D 
Bei einer uneigentlichen Substitution dagegen existiren zwei beson- . 
dere Formen X,, =,, welche keine Tangentialebenen der Fliche vor- (2 
stellen. In Folge dessen findet die Identitit: Oo 
y cc Rn ( 

(10) Dai = XP4+224+2 >) X=, ; 


statt, und die quadratischen Formen: 
(11) F=4,X.24 42,2 + >) Xized C 
gehen in sich iiber. Die Formen, welche der Gleichung (7) geniigen, 


entstehen, wenn man wieder die Coefficienten 4, w gleich -+- 1 setzt. 
Insbesondere sind die beiden quadratischen Formen: 


[ x?—27?+2 5% — X53), : 
| —_ X,? + ="+ 2 >) (mE: — X;=:) ( 
\ 
7 





(12) 


zu erwihnen, welche die allgemeinste Determinantencharakteristik be- 
sitzen, sobald k —/ sein kann, d. h. wenn » —2 durch 4 theilbar ist. 


Die Schaar quadratischer Formen: 
(13) a, X24 wE,? + 2AX,=, +2 >) XErd | 
dagegen besitzt die Kigenschaft, dass je zwei entgegengesetztem Zeichen 
von 4 entsprechende Formen gegenseitig in sich tibergehen. Auch unter 
ihnen befinden sich specielle Formen, welche der Gleichung (7) ge- 
niigen; sie entstehen, wenn man 4, = /1 — 2?, w= —Y1— 2, 
und die iibrigen 4; gleich -+- 1 setzt, und sind vom allgemeinsten Cha- 
rakter, wenn in der Summe > Xized sich gleichviel Glieder mit 
positivem und negativem Zeichen befinden. 


*) Ein Beispiel hierfiir liefert die Transformation der Fliche zweiten Grades, 
bei welcher die beiden Systeme der Erzeugenden unter einander vertauscht werden. 
Vgl. § VIII. 
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§ IV. 
Vertauschbare Substitutionen. 


Zwei Substitutionen, (a), (b): 
(a) yi = >) aint, 
(b) 4; = >'b, Lt y 


heissen vertauschbar, wenn die Ordnung, in welcher sie nach einander 
ausgefiihrt werden, fiir das Resultat der Substitution gleichgiiltig ist. 
Dies fiihrt auf die Bedingungen: 


(2) > aibir = > bias, 


(1) 


oder: 

(3) mess —= > yen dye. 

Die Gleichungen (3) sagen aus, S die bilineare Form: 
(4) Fiyy) = > ban’ Yin Yn 


vermige der Substitution (a) in on iibergefiihrt wird. In der That 
hat man: 


Fiyy) = >) bun Yin Un = >) ban a was = om F(z’). 


Aus dem vorigen § III. ergiebt sich aber fiir den Ausdruck der 
bilinearen Formen dieser Eigenschaft ohne Weiteres der Ausdruck: 


(5) "= SUX Ei + Xi E,. 
Und umgekehrt dain sich daraus als Coefficienten einer mit (a) 
vertauschbaren Substitution (b) die Gréssen: 


(6) bun =>, (Uaiy, + Aa) y,). 
Sollen die b,, ebenfalls Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
sein, so findet man leicht nach § III. (5), dass: 
A; l; = 0, 

d. h. gleich einer beliebigen Constanten zu setzen ist. 

Man kann die Aufgabe, siimmtliche Systeme der b,,, zu bestim- 
men, noch auf eine andere Weise lésen. 

Man multiplicire die Gleichungen S, 


e> ajbi, = iG Vik 


alata ; 
mit z,, so entsteht, wegen: 


' 2 
rz, = a,,%,» 


SS, 
@ >) a,,0,,2% =r, 7, b; 4; 


Mathematische Annalen, XIII. 22 
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Wird also: 


7) Dnt =? 


gesetzt, so ist: 

(8) e > 4,7 =1,7), 

aus welcher Gleichung hervorgeht, dass @ = 1 zu nehmen ist und dass 
die Gréssen y; von den x, y; nur um willktirliche Factoren ver- 
verschieden sein kénnen. Damit aber hat man zur Bestimmung der 
bx die Gleichungen (7) oder: 


= | > bit, = Lat, 
| Soman, 


aus denen wieder die Gleichungen (6) hervorgehen. 


Wir haben dabei die Substitution als eigentliche und » gerade 
vorausgesetzt. Es ist leicht, die Modificationen anzugeben, welche 
die tibrigen Fiille mit sich fiihren wiirden. In dem hier betrachteten 
Falle ist natiirlich die Substitution (b) wieder eine eigentliche, was 
sich auch durch Bestimmung der Determinante der b;, aus den Glei- 
chungen (7) ergiebt. ; 

Je zwei mit (a) vertauschbare Substitutionen (b), (B) sind nun auch 
unter sich vertauschbar, was sich ebenfalls.leicht direct verificiren lisst. 
Da jede Transformation (a) mit sich selbst vertauschbar ist, so muss 
in der Lésung (b) bei geeigneter Wahl der /, 4 auch das System der 
a;, selbst enthalten sein. In der That kann man leicht die a;, durch 
die #3, ys ausdriicken und erhilt dann: 


(10) ap = > (ay; eo, + xy.r,). 


Diese Darstellung der a;, sctzt uns in den Stand, die allgemeinste 
Zerlegung der gegebenen Substitution in beliebig viele andere vertausch- 
bare auszufiihren. 


Kine beliebige Zahl von Substitutionen: 


, 


% y s 8 , s s 
b= UY, + ALY; 
(11) Ui, = Dbaiy, + Baty, 


b= D> larly, + Katy, 


setzt sich nimlich zur Transformation (10) zusammen, wenn: 


(12) U v + Vor 


8 
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enommen wird. Unter diesen Substitutionen sind “ kanonische be- 
8 2 


sonders bemerkenswerth, welche entstehen, wenn jedesmal ein System 
der 1, A gleich einem Paar reciproker Wurzeln r,, 9,, die anderen 
gleich /m angenommen werden. Es sind dies Transformationen, bei 
denen den.» —2 Wurzeln //m entsprechend, ein linearer Ausdruck 
mit »—2 Parametern und zwei Punkte der Fliche fest bleiben, d. h. 


die = Elementarrotationen, in welche die allgemeinste Bewegung sich 
zerlegen lisst. Indessen gehen wir nicht weiter auf jene Zerlegung ein, 
da sie von verschiedenen Seiten sowohl fiir beliebige Dimensionen, als 


auch insbesondere fiir den projectivischen Raum von drei Dimensionen 
bereits untersucht worden ist*). 


Die Formeln (11) fiihren noch auf eine andere Zerlegung. Man 


setze > der Zahlen 1, 4 simmtlich gleich k, und ordne sie einer 


Gruppe von ™ solchen Punkten aus den n bei der Transformation (10) 


festbleibenden Punkten x, y zu, deren Verbindungslinien Erzeugende 
der Fliche f= > =O sind. Ordnet man den Werthen ° die 


k 
ss} os n . ” 5 ° ° ° 
iibrigen : Punkte zu, so entsteht eine Transformation mit den beiden 


. . @ . . 
nicht ausgezeichneten Wurzelwerthen yz Und k, bei welcher zwei spe- 


cielle lineare Mannigfaltigkeiten, die ganz auf’ der Fliiche liegen, so un- 
gedndert bleiben, dass jeder Punkt derselben fest bleibt. Eine solche 
Anordnung der Gruppe der n festbleibenden Punkte x, y ist auf 


n n 


—1,. are _ -1 ; : 
22 -fache Art méglich, so dass im Ganzen 2? Transformationen 
dieser Art existiren. 


Betrachten wir jetzt irgend eine dieser Transformationen, etwa 


diejenige, welche simmtliche x in eine Gruppe vereinigt, so bleiben 
bei derselben die folgenden beiden speciellen linearen Ausdriicke fest: 


VY » 
A> a.m, 
i et 
- y 
; '¢ ior Y; U,. ? 


. n . - 
welches auch die Werthe der = Parameter m,, uw, sein mégen. Daraus 


folgt, dass jede lineare Reihe 2; + § bei der Transformation im sich 
verschoben wird. Unter diesen befinden sich inshesondere erzeugende 
lineare Reihen der Fliiche, wenn: 


*) Frahm a.a.O. 8,18. Schlifli, Crelle’s Journal Bd. 65. Lindemann, 
Projectivische Mechanik, Math. Annalen Bd. VII. 


22* 
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> mt = 0. 


Der Ausdruck 2;+ €; aber stellt tiberhaupt stimmtliche Punkte der 
Fliche vor, denn man kann zu jedem Werthsystem a; = 2; + §€; die 
zugehérigen Parameter m,, m aus Gleichungen mit nicht verschwin- 
dender Determinante bestimmen. Demnach hat die Transformation die 
Eiigenschaft, ein System von Erzeugenden der Fliiche so in sich zu 
transformiren, dass jede Erzeugende festbleibt, wiaihrend ihre Punkte sich 
verschieben. Jedes derartige System enthiilt oo”-* gerade Linien mit 
oo"-?, d. h. siimmtlichen Flaichenpunkten. 


Es giebt 2? ~" soleher Systeme, wie schon oben bemerkt wurde. 
Die Erzeugenden ein und desselben Systems schneiden sich nur in 
solchen Punkten, die den Mannigfaltigkeiten z; oder £; angehdren. 

Man kann demnach die Fliche durch vertauschbare Substitutionen, 
bei denen je ein System von Erzeugenden fest bleibt, in sich transfor- 
miren. Da jede Substitution eine wesentliche Constante einfiihrt, so 


. n . . . . . 
werden mindestens — Transformationen dieser Art erforderlich sein, 


wenn eine gegebene Transformation entstehen soll. 
Eine ganz bestimmte Anordnung dieser “ Transformationen ent- 
steht nur fiir den Fall n = 4. Sollen die beiden Transformationen: 
l= l, =—k,, [,? == A,? <= k, , 
A 


, @ . 
A = A, => - 1.” = - = 
l 2 ky ? = 1 ky ? 
sich zu einer gegebenen mit den Wurzeln r,, 0,; 7, 0, zusammen- 
setzen, so hat man: 


q ’ . @, @ 
k, k, = 7, , : = 0; 


a. @ 
ky, i = Fes "ky = Q2, 


also: 


h=Vnn, 2=Vee: 


k, = V ® Th» ke V e, Ys 


womit die gegebene Transformation in zwei vertauschbare zerlegt ist, 
von denen jede ein System von Erzeugenden ungeiindert liisst. 

Dagegen hat man fiir » =6 vier Transformationen dieser Art, 
von denen je drei schon geniigen, um eine gegebene mit den Wurzeln 
T1> Q13 Te» Qo} V3, Og hervorzubringen *). 


*) Verschieden von dieser Auffassung der Systeme der Erzeugenden einer FP, 
in einem héheren Raume ist die, welche Herr Cayley gelegentlich entwickelt 








(1) 


eg 
set: 
ject 


gel 
uns 


hat 
Jou 
(1) 

ges 
(2) 

Sin 
mit 
din; 
ein 


sole 
gen 


ver 
Det 
(3) 


ciel 
2us 
gle 
die 
nar 
sch 


unt 


nic 
(od 
me: 


(od 









Ueber orthogonale Substitutionen, 



























§ V. 
Specielle Substitutionen. 


, Kine uneigentliche specielle Substitution ist durch die Gleichungen: 


(1) Yi = % — 20; Ty 

. a 7 
gegeben, in denen man noch zur Vereinfachung (a?) = > a? = 1 

: setzen kann. Man kann diese Transformationen auch als Centralpro- 


jection der Fliche f =O vom Punkte a aus in sich selbst bezeichnen. 
Es sind dies zugleich diejenigen Transformationen, welche Herr Klein 
| gelegentlich als Spiegelungen bezeichnet hat, welches Ausdruckes wir 


uns im Folgenden gleichfalls bedienen. 
’ hat (On the superlines of a quadric surface in five dimensional space, Quarterly 
‘ Journal, vol, XII, p. 176). Wenn die Gleichung der Fliche in der Form: 
(1) DaezeZ— LyZJ=0, t=1---4, 
? geschrieben wird, so setze man: 
(2) Yi = Vy Ly. 


- Sind die «;, Coefficienten einer orthogonalen Substitution der Determinante + 1 
mit ; homogenen Variabelen, so erfiillen die Gleichungen (2) offenbar die Be- 
dingung (1). Die Gleichungen (2) repriisentiren eine Mannigfaltigkeit, welche fiir 
eine eigentliche Substitution als Hrzeugende erster Art, im anderen Falle als eine 
solche zweiter Art bezeichnet werden kann. Fiir den Schuittpunkt zweier Erzeu- 


genden (2) mii den Coefficienten «;,, B;, muss die Determinante 


| ip — Bix | 
verschwinden, Maltiplicirt man sie mit der Determinante der «;,, 80 entsteht die 
Determinante: 
(3) | 1 — 2&5, Bix | ’ 
d. h. eine Determinante mit den Coefficienten a;,= La, 6;,, also den Coeffi- 
cienten einer orthogonalen Substitution, welche aus den beiden der «;, und B;, 


.  zusammengesetzt ist. Ist nun “ gerade und betrachten wir zwei Erzeugende 
gleicher Art, so sind die a;, Coefficienten einer eigentlichen Substitution, und 
die Determinante (13) verschwindet nicht oder zugleich mit allen Unterdetermi- 


nanten bis zu einer ungeraden Ordnung. Fiir Erzeugende ungleicher Art ver- 


t, schwindet sie aber immer oder mit allen Unterdeterminanten bis zu einer geraden 
Ordnung. Aehnliche Schliisse gelten aber auch fiir den Fall eines ungeraden ; 

t, und man hat daher den Satz: 

n Zwei Erzeugende gleicher (oder ungleicher) Art schneiden sich im Allgemeinen 


nicht, oder in einem Gebilde von ungerader Dimension; Erzeugende verschiedener 
(oder gleicher) Art haben dagegen immer einen Punkt oder ein Gebilde gerader Di- 
mension gemein, je nachdem die Dimension des Raumes von der Form 4n— 1 
(oder 4 -+ 1) ist. 
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Jede wuneigentliche (eigentliche) Substitution lisst sich aus einer 
eigentlichen (uneigentlichen) und einer speciellen der Art (1) zusammen- 
setzen. Denn aus der Verbindung von (1) mit: 


(2) i= > Qik Xx 

entsteht: 

(3) Fi = >) ain (ee—2 ana) ; 

so dass die Coefficienten der neuen Substitution werden: 
Ss 

(4) Dix = Ain — 2a», (ir Ay. 


Daraus ist umgekehrt: 
> a. bi. = omy > a, AiR , 
also: 


() n= biz —2 as > bir ayy 

woraus, wenn die 6;, gegeben sind, bei beliebigem a; die a;, bestimmt 

werden kénnen. Somit ist die Substitution mit den Coefficienten b;, 

in zwei andere zerlegt, von denen die eine die willkiirliche uneigent- 

liche der a; ist. Beide sind im Allgemeinen nicht vertauschbar. 
Betrachtet man die 6;, als zu einer uneigentlichen Substitution 

gehérig, so hat man, den Wurzeln +-)//m entsprechend, die beiden 


Gleichungen: 
> at, bi, = + V ma;, 


> B-bir = —VmBi, 


Verwendet man die «, 6 zur linearen Transformation (1), so hat man 
nach (5): 


‘ 


Qin = Dy, — Zaye, Vm, 


’ ¢ f 
Gin = bi + 2B br Vm, 
und damit zwei eigentliche Transformationen, die respective mit der- 


jenigen, aus der sie hergeleitet wurden, vertauschbar sind. Endlich 
bestehen noch die Gleichungen: 


> an = — a, Vm, 
> au 6. = — BiVm, 
> die “= +a,Ym, 
> ain be = +BiVm, | 


d. h. die eigentlichen Substitutionen der a;,, @;, sind selbst von spe- 
ciellem Charakter, da ihre Determinante Q2(@) die Doppelwurzeln 
+YVm, —Ym besitzt. Somit hat man den folgenden Satz: 














e- 
In 
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Jede (allgemeine) uneigentliche Substitution lisst sich auf zwiefache 
Weise in ein vertauschbares System zweier specieller Substitutionen zer- 
legen, von denen die eine eine Substitution von der Art (1), d. h. eine 
Centralprojection der Fliiche f vom Punkte «(B) aus, die andere eine 
Bewegung von speciellem Charakter ist, bei der eine Gerade fest bleibt. 
Eine andere Classe besonderer Substitutionen bilden die symmetri- 
schen, bei denen ajx == ay; ist. 
Sie fiihren, wie bereits friiher gezeigt wurde*), auf eine Determi- 


nante Q(@), welche im allgemeinsten Falle nur die Wurzeln + /m 
n 
> 
dem » durch 4 theilbar ist oder nicht. Die quadratische Form 


eine jede > mal besitzt, und sind eigentlich oder uneigentlich, je nach- 


B ik Uj Ly = F 


ist dann von speciellem Charakter, weil sie der Gleichung: 


o Sym ye 


geniigt. Diese Substitutionen spielen eine wesentliche Rolle bei der 
Untersuchung der quadratischen Formen, welche jener Gleichung ge- 
niigen**). Bezeichnet man die halben Differentialquotienten von F 


durch F; = J f, so lisst sich die symmetrische Substitution in der 
Form: ao 

(a) wm F, 

schreiben. 


Jede (allgemeine) eigentliche Substitution kann auf unendlich viele 
Arten in die Folge von zwei symmetrischen Substitutionen zerlegt werden. 


Um dies zu beweisen, betrachten wir die beiden Formen: 


| F= >) X31, 4 534, 


(8) | 
@ = > XU 4 522, 
in denen 1,4; =, 1j4{j =o’ sein mége. Beide geniigen der Glei- 
chung (6) und vermitteln die beiden symmetrischen Transformationen : 
, { Yi = F,, 
(9 
) \ eae 9; , 


welche nach einander ausgefiihrt werden sollen. Unter geeigneter Wahl 
der Coefficienten 1, 4 ergiebt sich dadurch die Substitution der a, 


(§ IV. (10). 


*) Voss, Math. Annalen Bd, X, p. 147 ff. 
**) Ebenda p. 147. 






344 A. Voss, 


Man hat zunichst: 
Fy = >) X,1,ai + =, 4,94, 
O, = >) X,Uai + E,2yi, 
oder bei vollstiindiger Ausfiihrung an Stelle von (9): 
¥i= >, x12; + p> x,y Ay", 
y= a a,x) Ua: + > ©, 4, Y) 
und durch Zusammensetzung beider Substitutionen : 
= > af ot Yi (a0) La + a, 2), Ay.) 
+ > uit (a2, 1,2" + 2,25,4,2',). 


Vereinfacht man vermittelst § I. (9) die Combinationen der 


> aig} etc., 


so ergiebt sich: 


(10) a= Dn (YU aa! +X Lys xt), 
d. h. eine Transformation mit den Coefficienten b;,: 
(11) bin = > ya Ua, + A Lyfe’. 


Die b;, sind nach § IV. (10) identisch mit den a,,, wenn: 


A As = Ns) As l, = Os 
Daraus folgt: 


lV’ l 
(12) o-=—r,, a> =9,, 
i, I 
8 
oder: 
, , ’, l, 
aa =m, lL = 
@ 


Die Gréssen /, bleiben daher vollig willkiirlich, wonach die vor- 
gelegte Transformation auf unendlich vielfache Weise aus zwei sym- 
metrischen (nicht vertauschbaren) zusammengesetzt werden kann. Eine 
ganz specielle Zerlegung dieser Art ist zB. durch die beiden Formen: 


2 
? 


r—>'x? + 


20, 


—_. » Wte 
as ff X, r, -{- 


vermittelt. 


Wir wenden uns jetzt wieder zur Betrachtung specieller uneigent- 
licher. Transformationen (1), Zwei Substitutionen: 


Yi = 1; — 2aj,a, 
(13) ° 


yy; = x; — 20,6, 
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sind im Allgemeinen nicht vertauschbar, denn combinirt liefern sie 
die Substitution : 


(14) Re XH 2 aja, — 2 bb; + 4(ab)a,b;. 
Die Bedingung der Vertauschbarkeit ist: 
(15) > (abi) = (ab) = 0, 


d. h. die involutorische Beziehung der Coefficienten a;, b;. Zwei solche 
Transformationen (13) liefern dieselbe symmetrische eigentliche Trans- 
formation: 

(16) = x; — 2aja, — 2b,);, 

in welcher Reihenfolge sie auch angewandt werden*), 

Setzt man beliebig viele unter einander vertauschbare Transfor- 
mationen dieser Art, a, b, c, -++, zusammen, so entsteht die folgende: 
(17) 2; = %; — 2aa, — 2bab; — 2ege, — - : 
Je n derselben hinter einander angewandt, liefern aber eine identische 
Transformation. Ks ergiebt sich dies aus der Identitit: 

(18) — 4 = 4; — 2a;a, — 2b;b, — 2ec,---. 
Man erhilt dieselbe, wenn man die identisch verschwindende Deter- 
minante: 
| @, a, +++ Gn Ge 
6, b--- R &, 


Cy Cy ++ Cy Cg | =O 


| 
| 
| 
| 
| 


| Zy Be ++ Be Sar | 
mit der Determinante der a, b, c, --- multiplicirt und die entstehende 
Identitit nach 2; differentiirt. 

Es liisst sich nachweisen, dass ausser dieser identischen Substitution, 
welche durch n vertauschbare Substitutionen (1) vermittelt wird, keine 
andere Gruppe von n nichtvertauschbaren Transformationen der Art (1) 
vorhanden ist, welche ebenfalls cine identische Transformation liefert. 

Betrachtet man niimlich die Transformation (1) als eine Central- 
projection der Fliche f= 0 in sich selbst, bei welcher je zwei auf 
einer durch den Punkt a gehenden Geraden gelegene Flichenpunkte 
mit einander vertauscht werden, so ergiebt sich leicht: Soll iiberhaupt 
eine identische Transformation durch n-malige Centralprojection ent- 
stehen, so muss jede Gruppe von n—-1 Projectionscentren mit simmt- 
lichen Beriihrungspunkten der vom n'" an die Fliche gelegten Tan- 


*) Solche Transformationen (vertauschbare Spiegelungen) sind bereits von 
den Geometern mehrfach verwendet. Vgl. z. B. Lie, Partielle Ditferentialglei- 
chungen und Complexe, Math. Annalen Bd. V, p. 180, 182. 
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genten in einer Ebene liegen, d. h. je » —1 der Punkte a, b, ¢ miissen 


‘ 
sich in der Polarebene des n' befinden, wodurch gerade die Be- 
dingungen der Involution (ab) = 0, (ac) = 0, ----, (bec) =0,---- : 
herbeigefiihrt. werden. ' 


Eine jede symmetrische Transformation lésst sich in . 
eigentliche Substitutionen zerlegen, die unter sich vertauschbar sind. Um 
dies zu beweisen, gehe man von der Form symmetrischer Transfor- 
mationen aus, welche > Systeme von Coefficienten a, b, c, +--+ ver- 
wendet, und durch die specielle quadratische Form: 

| (a*) (ab) (ac) +++ ae 

| (ab) (b?) (be) --- by 
F =| (ac) (eb) (ec?) --- 


specielle un- 


Cx 
‘ : 
hy b, Ce *°°* 4 Zxe | 


vermittelt ist*). Der Differentialquotient F’; hat den Werth: 
(a*) (ab) --+ aj 


——-™ 
| de be see hay | 
Multiplicirt man nun F mit dem Quadrat der Determinante: 
| aes 
egmilians © 
es 





n . ° 
welche — —s Reihen besitzt, so kann man an Stelle der a, b, c, -- - 


~~ 


solche lineare Combinationen derselben mit Hilfe der Parameter 4, 
“u,---» einfihren, dass in F; alle nicht zur Hauptdiagonale geho- 
renden Coefficienten fortfallen, womit F; sich in 
x; — 2a,a; — 2 B2Bij — 272i --- 

verwandelt und die allgemeine symmetrische Substitution in ” ver- 
tauschbare specielle (1) zerlegt ist. % 

Man kann darnach die allgemeine eigentliche Substitution in zwei 
symmetrische Transformationen zerlegen, deren jede aus einer Gruppe 
von ° unter sich vertauschbaren Spiegelungen besteht. 


Wir untersuchen schliesslich die fortgesetzte Anwendung uneigent- 
licher specieller Substitutionen iiberhaupt. Im Ganzen verlangt eine 


*) Voss, Math. Annalen Bd. X, p. 146. 
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orthogonale Substitution aC —1) willkiirliche Parameter. Da nun 


jede Substitution (1) schon » — 1 enthilt, so wiirden bereits s = * 
derselben combinirt die hinreichende Allgemeinheit zu besitzen scheinen. 
Aber man kann sich leicht tiberzeugen, dass selbst die Anwendung von 
n — 2 Substitutionen (1) immer noch keine allgemeine eigentliche Sub- 
stitution liefert. Kis wird daher eines besondern Beweises bediirfen, 
dass eine jede eigentliche Substitution als Folge von m speciellen un- 
eigentlichen Substitutionen angesehen werden kann. 


Obwohl von uns schon oben eine Zerlegung der Substitution 
in » specielle von besonderem Charakter gelehrt ist, so wollen wir 
doch noch eine Methode angeben, welche direct die Coefficienten ai, 
dieser gegebenen eigentlichen Substitution in solche umwandelt, wie sie 
aus n hinter einander angewandten von der Form (1) entstehen. 

Die Coefficienten der orthogonalen Substitution, welche entsteht, 
wenn man successive specielle Transformationen (1) a, b, ¢, +++ an- 
wendet, besitzen schon bei viermaliger Wiederholung eine sehr un- 
iibersichtliche Form. Wir suchen daher zunichst die aus k successiven 
Transformationen dieser Art entstehenden Coefficienten iibersichtlicher 
darzustellen. 


Wir bezeichnen diese Coefficienten durch a;,; ihre Determinante 
ist gleich (—1)*. Man hat ferner die Identitit: 





Qing UG | z= 
Qn. >So Uj UR; 
UY; ra) ik | tUk@iky 
oder: 
Qip UG | 
(19) ~ @|” (~ 1S) einen, 
Uk | 


d. h. man kann die Coefficienten «;, als ihren eigenen ersten Unter- 
determinanten proportional ansehen*). Macht man von dieser Dar- 
stellung Gebrauch, so erhiilt man ohne besondere Schwierigkeit durch 
geeignete Determinantenreductionen als Werth des Ausdruckes rechter 
Hand in (19) die iibersichtlichere Determinante: 


| 1 2(ab) 2(ac) 2(ad) --- 2(au) 
| 0 1 2(be) 2(bd) --- 2 (bu) 
| 0 0 1 2(ed) --- 2 (eu) 
(39) erie 8 Ss le 
(a v) (bv) (ev) (dv) --- (uv) 





*) Baltzer, Det. p. 173. 
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Sie liefert das Bildungsgesetz der «;,, denn a;, ist der Coefficient von 
u,v, in der Determinante (20). Bezeichnen wir die Determinante, 
welche durch Weglassung des letzten Elementes (wv) entsteht, durch: 
d’, so hat man: 


(21) ' > tire = A’ + (uv). 


Wir wollen jetzt k = m (gerade) voraussetzen und eine eigentliche 
Substitution betrachten, welche durch die Cayley’schen Formeln: 


(22) Ain = 2 Bix 5 — [ik] 


gegeben ist; die B;, sind die Unterdeterminanten der schiefen Deter- 
minante der b;,, B (§ Il.), und [ik] nur dann von Null verschieden 
und gleich eins, wenn i=k. Daher ist: 


\) 2 
(23) z Aix Uj UE = “: > Bit U;V, — (wr). 


Unterwirft man die Coefficienten a, b, ¢ jetzt den ; (n—1) Be- 
dingungen : 


| > braid, =0, birdie, = 0, > bircid, =0, ws. w. 
(24) > brit Cc, = O, > Virb d, =(, 
. iit d, = 0, 





welche wegen b;, = — ;, b); = bk, = @ die weiteren Relationen: 
> biaia, = @, 

) b,;b;b, =@0, 
ny Va 


> bier = @, 


Vb.ittebi 2 a (ab), > b,:b-e; -2.@ (be), Dy britedi 2@(cd)- - 


~N 
26) P b,;a,¢; -2@ (ac), > bib, d; 2 @ (bd) , 
(20 
7 : 
fh. b,,a,d; —2@(ad), 





nach sich ziehen, so lisst sich zeigen, dass aus den den Gleichungen 
(24) unterworfenen Coefficienten von » speciellen uneigentlichen Trans- 
formationen gerade die vorgelegte der Coefficienten a,, hervorgeht. 




















a 
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Zu diesem Zwecke bezeichnen wir die Determinante der a, b, c, 
- durch A”. Dann ergiebt sich: 
bi Die > ++ Din 
ber bee +--+ ban Ue 








. "9 A’ 
jon a 
_ {A o"—, 





| 
[bas Danes Dan te] 
| 


1 Us --: 0, O 


nach welcher Gleichung: 


(27) > winba =—} 20m, 
oder nach (21), (23): 


> tire Bis = - [> UjVEAiE + (uo) ’ 
A= | wirees _— (uv) . 


B ») 1 ,) 
ras i> UzVEAGR + (u »)| =—=— 2A”? [> UjzpUp Qin — (ue) | co"—! ’ 


und endlich wegen: 


te 


Mv 


BA’? = w" 
(28) Ai, = — Ay. 


Damit sind die a, in eine Form gebracht, in welcher sie direct 
als Coefficienten der nmal wiederholten uneigentlichen Transformation 
erscheinen. Die a; sind dabei noch ganz willkiirlich, die b; einer, die 
c¢; zwei linearen Gleichungen unterworfen, und so fort. Man kann da- 
her durch eine Construction, welche der eines Polareckes einer Fliiche 
zweiten Grades ganz analog verliiuft, beliebig viele solcher Gruppen von 
n Punkten erhalten, welche, successive als Centren einer Centralprojection 
benutzt, die gegebene Transformation hervorbringen. ' 

Liegt eine uneigentliche Substitution vor, so kann man sie zu- 
niichst in eine specielle uneigentliche und eine eigentliche mit der 
Doppelwarzel 1 zerlegen. Die letztere liisst sich dann jedenfalls aus 
n—2 uneigentlichen speciellen in der vorhin beschriebenen Weise zu- 
sammensetzen, so dass im Ganzen eine uneigentliche Substitution auf 
n—1 Centralprojectionen zuriickgefiihrt werden kann. Endlich lisst sich 
leicht erkennen, dass sich bei ungeradem » schon » — 1 Transforma- 
tionen von der Art (1) zu einer gegebenen zusammensetzen lassen. 

Wir schliessen hieran noch folgende Bemerkung. Die Cayley’- 
schen Formeln setzen uns in den Stand, eine allgemeine eigentliche 
Substitution mit der Determinante + 1 hinzuschreiben. Es soll hier 
noch gezeigt werden, wie man sich derselben bedienen kann, um 
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eigentliche Substitutionen anzugeben, deren Determinante Q(@) die 
Doppelwurzel + 1 oder — 1 oder beide gleichzeitig besitzt. ~ 
Nimmt man eine allgemeine uneigentliche Substitution: 


gj => biz tx, 
so entsteht daraus durch Anwendung der speciellen 


Yi = 2; — 2D,b. 
die eigentliche 


y * 
Yi -> Ai y ayy = Dix — 2b, >, b,b,% ° 


Demnach ist die Determinante Q(@) gleich: 





be—e Bb | 
a —1/| 
Soll nun Q(1) = 0 sein, so hat man als einzige Bedingung: 
(ab) = 0, 
zu welcher noch die analoge: 
(Bb) =0 


hinzukommt, wenn auch Q(— 1) verschwinden soll. Die «, B haben 
dabei die unter (5) p. 342 angegebene Bedeutung. 


§ VI. 
Besondere Fille. 


Wir werden jetzt die Ville n = 2,3,4,6 der orthogonalen Sub- 
stitutionen besprechen, welche vorzugsweise in geometrischen Unter- 
suchungen Verwendung finden. 

A. Es sei n= 2; Substitution im bindren Gebiet. 

Die allgemeine wuneigentliche Substitution ist zugleich nach § V. 
die specielle. Dagegen muss die eigentliche Substitution aus zwei spe- 
ciellen uneigentlichén (Spiegelungen) zusammengesetzt werden. Nimmt 
man nach Baltzer*) als Coefficienten der gegebenen Substitution die 
folgenden: 





1— 2? 22 
eS 1422? an = 1+?’ B l A 
—24 1—2? =|", 1|? 
ay, = 1+ 12? 1, = i+’? 
so hat man fiir 
2 
Vi — (ab? ' 
oder: 
_ Vi-— (ab)? 
2 eee wee 


*) Baltzer, Det p. 177 
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(ab) = a,b, + a,b, 


—a,=—1—2a? —2b? +4 (ab)a,),, 
—Ayy,= —2a,a,—2b,b,+ 4 (ab)a,b, , 
— 4, = —2a,a,—2b,b,+ 4 (ab)a,b,, 
— Ay =1—2a,, —2b2 +4 (ab)a,b,. 


Rechterhand stehen jetzt die Coeffcienten, welche durch successive 
Ausfiihrung der Substitutionen a, b entstehen. Die symmetrische Sub- 
stitution ist hier zugleich die identische, (ab) = 0. 

In Verbindung mit der am Schluss des § IV. betrachteten Zer- 
legung einer eigentlichen Substitution in eine Reihe vertauschbarer, 
deren jede eine co"~* Schaar linearer Reihen so ungeiindert lisst, dass 
jede einzelne Reihe nur in sich verschoben wird, welcher letztere Pro- 
cess auf 2 successiven Spiegelungen beruht, hat man den folgenden Satz*): 

Eine jede eigentliche Substitution im Raume von 2k—s Dimensio- 
nen lisst sich in k aus 2*— Systemen auszuwdhlende vertauschbare spe- 
ciellere Transformationen zerlegen, deren jede ein System von Erzeugen- 
den einer Fliche zweiten Grades ungeindert lisst und auf der Folge 
von zwei Spiegelungen beruht. 


B. Es sei n=3; orthogonale Substitution in der Ebene. 

Die allgemeine Substitution mit positiver Determinante + 1 ent- 
steht durch Verbindung zweier uneigentlicher specieller. Setzt man 
nach Baltzer: 





| 1 vy —w | 
B=/;-—vy l A l/=1+4n4 Yr, 
eA 8g 
so sind die Coefficienten derselben: 
¢ (14-24%) Q. dut+rv Av—u 
| Re 2 B - Ry ay = 2 B ’ a, =2 B ’ 
9 Au 9 (1+u*) go uri 
ly, = 2 —s a,, = 2 a ay, = 2 — 
9 Avtu o uvr—a" ¢ (t+?) 
cy 2 - B ’ Rey 2 B ? a3, = 2 - s 1, 


Setzt man: 
A(ab) = a,b, — a,b, , 
w(ab) = a,b, — a,b, , 
v(ab) = a,b, — a,b, , 


1 1 
B = a = - --—- = 
ee (ab)? [a,b, + aby + a,b, )* ” 
*) Derselbe ist fiir den gewéhnlichen Raum mannigfach verwendet; siehe 
z. B. Klein, diese Annalen Bd. IX, p. 188 und die dort gegebenen Citate. 
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so ergeben sich die Coefficienten a;, in derjenigen Form, welche sie 
durch die Verbindung der Centralprojectionen des Kegelschnittes 
x,> + z,* + 2,2 =O von den Punkten a, b aus erhalten wiirden. 

Die genannten Punkte sind auf einer durch den Punkt 4, uw, v 
gehenden Geraden so zu wiihlen, dass: 

B(ab)* == 1 oder = (a?) (b?), 
je nachdem zwischen den a;, b; die Identitit (a?) = 1, (b?) = 1 vor- 
ausgesetzt wird oder nicht. 

Zu jedem willkiirlich auf dieser Geraden angenommenen Punkte a 
gehiren mithin noch zwei verschiedene b, welche dieselbe gegebene Sub- 
stitution mit a verbunden hervorbringen. Man kann dies auch so aus- 
driicken : 

Construirt man in einen Kegelschnitt Vierseite, deren zwei Gegen- 
seiten sich in einem festen Punkte a schneiden, wiihrend die dritte 
Seite durch einen festen Punkt ) geht, so geht auch die vierte durch 
einen festen Punkt, welcher mit a, b auf einer Geraden und zu b in 
Bezug auf den Kegelschnitt conjugirt liegt. 

Die identische Transformation besteht in der dreimaligen Projection 
des Kegelschnittes von den Ecken eines Polardreiecks aus: In einen 
Kegelschnitt lassen sich unendlich viele Dreiecke beschreiben, deren 
Seiten durch die Ecken des nimlichen Polardreieckes gehen. 

Die Determinante 2(g) hat im allgemeinen Falle drei verschie- 
dene Wurzeln, also die Charakteristik: 


(1) (1, 1, 1). 
Die besonderen Fille: 

(2) [1, (11)}, 
(3) (2 1) 


entstehen, je nachdem die Punkte a, b harmonisch conjugirt sind, oder 
ihre Verbindungslinie den Kegelschnitt beriihrt. 


C. n=4. Wir haben dann die Transformation einer Fliche 
zweiten Grades in sich selbst. 

Die eigentliche Transformation kann auf unendlich viele Arten 
nach § V. aus vier Centralprojectionen zusammengesetzt werden. Die 
viermalige Centralprojection von den Ecken eines Polartetraeders in 
ganz beliebiger Reihenfolge ist eine identische: es giebt co? Vierseite, 
welche in die Fliiche so einbeschrieben werden kénnen, dass die Seiten 
durch die Ecken eines festen Polartetraeders gehen. 

[Anmerkung. Betrachtet man also ein Biischel von Flichen 
mit gemeinsamem Polartetraeder, so lassen sich 8 verschiedene colli- 
neare Transformationen angeben, welche jede Fliiche, also auch die 
thnen gemeinsame Raumceurve vierter Ordnung ungedndert lassen, aus 
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welcher Bemerkung man leicht eine Reihe bekannter Siitze iiber in 
eine ebene Curve dritter Ordnung eingeschriebene Vierseite, sowie iiber 
solche, die einer R, eingeschrieben sind, herleitet.] 

Andererseits kann die eigentliche Substitution in zwei successive 
(eigentliche) symmetrische zerlegt werden. Die symmetrische Trans- 
formation setzt an Stelle eines Punktes der gegebenen Filiche den 
Beriihrungspunkt einer Ebene, welche dem ersten in Bezug auf eine 
Flaiche polar conjugirt ist, die mit der gegebenen ein Vierseit von Er- 
zeugenden gemein hat. Die symmetrische Transformation kann noch 
auf co! Arten in zwei vertauschbare Centralprojectionen zerlegt werden. 


Bei der eigentlichen Substitution bleiben ferner im Allgemeinen 
vier Punkte fest, die Eckpunkte eines von Erzeugenden gebildeten 
Vierseits, in Bezug auf welches als Coordinatentetraeder die Gleichung 
der Fliiche dann X,=, + X,=, = 0 wird: gleichzeitig gehen alle Fli- 
chen des Biischels X,=, + 4X,=, = 0 in sich iiber, und jede Gerade 
des Raumes formt sich in eine Tangente desselben Flichenpaares aus 
jenem Biischel um, dem sie urspriinglich angehért. 

Die eigentlichen Transformationen zerfallen in folgende Classen: 

1) [J, 1, 1, 1], der allgemeine Fall, 

2) [2, 2], 2 nicht ausgezeichnete Doppelwurzeln, 

3) [(11), (L1)], desgleichen, mit verschwindenden ersten Unter- 
determinanten, wobei alle Erzeugenden eines Systems 
fest bleiben, 

4) [(11), 1, 1], 2 beliebige Centralprojectionen*) von den 

Punkten a, b aus; 
5) [(11) (11)], Fall, wo @ zu b conjugirt ist; 
) [(81)]); zwischen den Coordinaten von a, b besteht die 
Gleichung: 
(ba)? = (a2) (02). 

Bei einer uneigentlichen Substitution gehen dagegen alle Fliichen 

des Netzes: 





7) 


AX? + w=? +2 vX,=, =—0 
in sich iiber. Diese Flichen beriihren die gegebene 
XP + =? + 2 X,=,=—0 
in zwei verschiedenen Punkten und gehen durch zwei conjugirte Pole 
derselben; je zwei derselben schneiden sich in Kegelschnitten, welche 
durch die Substitution in einander gegenseitig iibergefiihrt werden. 
Unter diesen Fliichen sind besonders hervorzuheben: 


*) Ich habe hier, wie in meiner friiheren Arbeit (diese Annalen Bd. X, p. 179), 
Elementartheiler, welche einem der ausgezeichneten Wurzelwerthe angehéren, 
durch einen tibergesetzten Strich hervorgehoben. 
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— XP +=?+2X,=,=—0, 
X? — =?+2X,=,=0, 
welche mit der gegebenen je eine Beriihrung lings der Ebenen X, =0, 


=, = 0 eingehen: die Polarebenen beider Flichen in Bezug auf die 
Punkte der gegebenen umhiillen diese letztere selbst. 


[Anmerkung. Man kann sich leicht auch direct von diesen 
Kigenschaften uneigentlicher Substitutionen iiberzeugen. Da bei den- 
selben zwei Punkte auf der Fliche fest bleiben, die beiden anderen 
Punkte, in denen sich die zugehérigen Erzeugenden schneiden, gegen- 
seitig sich vertauschen, so geniigt es, die Fliche 2,7, + 2,2, —0 
durch die Gleichungen: 


. 


Hy = AY. y= UY, T= VY,, %=OY%,, AU—VE 


in sich iiberzufiihren, wobei denn in der That jede Fliche des Netzes: 


G2, X, + Bxzx, + 7 €: + st) = @ 
in sich iibergeht*). | 
Die Classification der uneigentlichen Substitationen ist sehr ein- 
fach, da immer die Wurzeln +1, —1 mit auftreten miissen. Man 
hat daher die folgenden Fille: 
1) [1, 1, 1, 1], der allgemeine mit zwei reciproken einfachen 
Wurzeln, 
2) . (3, 1}, 
3) [(111), 1] mit einer dreifachen Wurzel +1, fiir welche 
noch alle zweiten Unterdeterminanten von Q(@) ver- 
schwinden (specielle Substitutionen). 


D. n=6. Wir erhalten die Transformation des Linienraumes 
in sich, wenn wir die sechs homogenen Variabelen « als Liniencoor- 
dinaten im Raume auffassen. Diese Transformationen zerfallen in 
collineare und reciproke des gewohnlichen Punkt-Ebenenraumes, je 
nachdem die Substitution eine eigentliche oder uneigentliche ist**). 

Die specielle uneigentliche Substitution ist diejenige reciproke Um- 
formung des Punktraumes, welche mit dem linearen Complexe verkniipft 
ist, vermége der an Stelle jedes Punktes die durch ihn gehende Com- 


lexebene, an Stelle jeder Geraden ihre reciproke Polare in Bezug auf 
b] 5 


den Complex tritt. Die identische Substitution ist vermittelt durch die 
Umformung in Bezug auf sechs gegenseitig in Involution liegende lineare 
_ Complexe. Die symmetrische allgemeinste Transformation setzt an Stelle 


*) Vgl. insbesondere noch § VIII. 


**) Dieser wichtige Satz riihrt von Herrn Klein her, vgl. Math. Annalen 
Bd. 1V, S. 356. 
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irgend einer Geraden ihre reciproke Polare in Bezug auf eine beliebige 
Fliiche zweiten Grades*); ausser dieser uneigentlichen Substitution 
existirt noch eine symmetrische eigentliche, es ist die (collineare) Um- 
formung in Bezug auf zwei in Involution liegende lineare Complexe**). 

Wir betrachten zuniichst die collineare Substitution. Im Allgemei- 
nen bleiben sechs specielle lineare Complexe fest, deren Axen die Kanten 
eines Tetraeders bilden. Die Gesammtheit der Complexe zweiten Grades, 
welche in sich iibergehen, wird durch die Gruppe quadratischer Formen: 


AX, =, + wX,=, + vX;,=, = 0 
gebildet, welche wegen der Identitiit: 
X,=, + X=, + X=, =0 
ein Biischel tetraedraler Complexe darstellen. 


Andererseits geht aus unseren friiheren Ueberlegungen hervor, dass 
die Collineation sich auf unendlich viele Arten in zwei successive Polar- 
reciprocititen zerlegen lisst in Bezug auf F lichen, welche jenes feste 
Tetraeder zum gemeinsamen Polartetraeder haben. Ebenso kann sie 
immer durch Umformungen in Bezug auf sechs lineare Complexe er- 
setzt werden. 


Nach den in § II. entwickelten Siitzen ist es ferner leicht, die 
iiberhaupt moéglichen Substitutionen, nach den Elementartheilern der 
Determinante Q(@) geordnet, anzugeben. Wir fiihren dies hier nicht 
weiter aus, weil bei der Untersuchung iiber gemeinsame Polartetra- 
eder zweier Flichen zweiten Grades fiir die eigentliche Transfor- 
mation bereits alle Fille aufgeziihlt sind. Die dort aufgestellte Ta- 
belle***) gewinnt dadurch noch eine etwas allgemeinere Bedeutung. 
Aber es muss hier bemerkt werden, dass dort zwei Fille, es sind 
((211), 11], (211) (11), Nr. 15 und 16, irrthiimlich als moéglich 
bezeichnet sind, welche nach den in § II. bewiesenen allgemeinen 
Determinanteneigenschaften nicht vorhanden sein kénnen. 

Die Kigenschaften der reciproken Substitution sind wesentlich an- 
dere. Es bleiben im Allgemeinen zwei allgemeine lineare Complexe und 
vier specielle fest, welche letzteren die Kanten eines Tetraeders bilden, 
the fehlenden beiden Kanten vertauschen sich gegenseitig. 


*) Voss, Math. Annalen Bd. X, S. 166. 
**) Ebenda 8. 165 Anm. Diese Transformation ist nicht wesentlich ver- 
schieden von derjenigen, welche an Stelle einer Geraden a die vierte harmonische 
zu zwei festen Geraden a, b und x auf der Regelschaar a, b, « setzt, deren Cha- 
rakteristik [(1111), (11)] ist, ‘Tritt an Stelle des harmonischen ein beliebiges 
Doppelverhiltniss ein, so ist die letztere [(1111), 1, 1]. 
***) Voss, Math. Annalen Bd. X, 8. 172 ff. 
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In sich transformirt werden alle Formen: 
(1) A, X,? + 4,=,? + 24, X,=, + 24, X35, , Ps 
welche wegen der Identitiit, welche fiir alle Gerade des Raumes besteht: 
XP + =? + 2 X,=, + 2 X,=, = 0 
ein Netz quadratischer Complexe bilden. Die Charakteristik derselben: 
{1 1 (11) (1 1)) 
deutet nach Herrn Weiler’s Arbeit*) auf eine Schaar von Complexen, 


von denen je einfach unendlich viele die niimliche aus zwei Flichen 
zweiten Grades bestehende singuliire Fliche besitzen. 


Diese Fliichen zweiten Grades gehen, wie man leicht sieht, gegen- 
seitig in einander iiber. In der That entnehmen wir aus § III. direct 
die Gleichung der Schaar specieller Complexe zweiten Grades, welche 
gegenseitig in sich iibergehen: 
Vi—#VXZ2—pl—#VE2+21X,=, +2 X,=, — 2 X,=, —0, 
welche mit Hiilfe der Identitiit auch in die Form: 

[AX, + V1—ME,P +2 X,2, <0 
gebracht werden kann. Und diese Schaar stellt zugleich die stimmilichen 
singuliren Fliichen vor, die in dem angegebenen Netze vorhanden sind. 


Wir schreiben die Gleichung derselben der bequemeren Untersuchung 
halber in der Gestalt: 


(2) 4, a? + A,2,? + 4,(@,?+2,°) + 4,[%,?+ 2,7] = 0, 

wo an Stelle von X,, =,, 2 X,=,, 2X,=, wieder x,, x, 2,;° + 2,?, 

z,? + «7, gesetzt ist, damit die Identitat wieder in der Form: 
4 + 2)? + 2? + 2? + 2? + 2? = 0 

erscheint. An Stelle von (2) kann man auch nehmen: 

(3) (a, —A,)a,? + (4,—A,) 2,” + (A; ri A,) (43? + 2”) = 0 ? 

oder, wenn: 

ts’ + 2 —=2*, 4,—4,, 4,— A,, A, — A, gleich my, My, Ms 

gesetzt werden: 

(4) 2," + yx," + w32? = 0, 

wihrend die Identitit in 


ay? + 27 4- @, + xe + 2? = 0 
iibergeht. 
Die singulire Fliiche von (4) in Liniencoordinaten y ist nun die 
Diseriminante der in 4 quadratischen Gleichung: 


*) Weiler, Math, Annalen Bad. VII, S. 160, 
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_ hy? He Yo" (ys* + ys?) ue 
itin * itin *" Te 
Diese Discriminante zerfallt aber in die Factoren: 
(6 yay? + wo By,? + wsr(y;?+y,?) — 2 Veena By, ¥,=0, 
H, @Y,? + Wo By.? + sy (Ys? +47) + 2V wy mo aeBy, yy =, 
& = fly — Ws = A, —A,, 
B =u, — w= 4, —A,, 
y=, — Wp =A, —A,. 


Die Gleichungen (5) sind die von zwei Flachen zweiten Grades. 
Man kann sie durch die einzige Gleichung: 


[X, Vi) I) + EV) (eH) == 
1 V(Ay—aAq 2 Gee pc 3 + 2 X=, = 0 


wo: 


darstellen , oder auch, weil die Summe der Quadrate der Coefficienten 
von X,, =, gleich eins ist, in der oben angegebenen Form: 


[X,A+=,VI—-AP +2 X,=,=—0. 
Aber es befinden sich unter den Complexen (2) noch solche, fiir 
welche die beiden Gleichungen (5) zusammenfallen, niimlich wenn «@ 


oder 6 verschwindet. Setzt man demgemiiss 4, =A, oder 4, —A4,, 
so entstehen zwei besondere Fliichen zweiten Grades: 
X’°+2X,=,=—0, 
=? +2X,5,—0, 
welche als doppeltzihlende singulire Flichen durch die reciproke Sub- 
stitution in sich selbst iibergehen, wie freilich aus § III. direct entnom- 
men werden konnte. 

Die Classification der uneigentlichen Substitutionen wird durch den 
Umstand betriichtlich erleichtert, dass in der Gleichung 2(¢) = 0 immer 
zwei Wurzeln gleich + 1 oder —1 sind, und dass jede derselben auch 
bei héherer Vielfachheit nur in ungerader Anzahl vorkommen kann. 
Ausserdem kommen die Gesetze des § II. in Anwendung. Wir haben 
daher folgende Fille: 

1) [1,1, 1,1, 1,1]; der allgemeine, die beiden ersten Elementar- 
theiler beziehen sich auf die Wurzeln -++- 1, die anderen auf zwei Paare 
reciproker Wurzeln. 

2) [1, 1,2, 2], zwei gleiche Paare reciproker Wurzeln. 

3) [1,1 (11) (11)], desgleichen, mit verschwindenden ersten Unter- 
determinanten. 

4) [3,1,1,1], drei Wurzeln sind gleich -+ 1, ausserdem ‘ist ein 
Paar reciproker vorhanden. 
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5) [5 1). 

6) [3 3}. ‘ 

7) [(111), 1, 1, 1), dreimal wiederholte uneigentliche specielle Sub- 
stitution a, b, c. 

8) [(111),3],, desgleichen, mit einer invarianten Beziehung zwi- 

9) {(311), if schen den a, b, c. 

10) [{(111) (111)], symmetrische Transformation. 

11) {(11111), 1], uneigentliche specielle Substitution. 

Die Substitution [(221), 1] ist wahrscheinlich nicht vorhanden. 
Uebrigens wiirden sich aus 4), 5), 7), 8), 9), 11) noch ebenso viele 
nicht eigentlich verschiedene Substitutionen ergeben, in welchen die 
Wurzel — 1 die ausgezeichnete Kigenschaft besitzt, welche in jenen 
der Wurzel + 1 beigelegt worden ist. Sieht man von diesen ab, so 
kommen zu den friiher angegebenen 21 eigentlichen Transformationen*) 
noch 11 uneigentliche hinzu, so dass im Ganzen 32 Transformationen 
des Linienraumes vorhanden sind, welche wesentlich durch die Beschaffen- 
heit der Gebilde sich wnterscheiden, welche bei denselben ungeiindert 
bleiben**). 


§ VIL. 
Zur Theorie der Reciprocitat. 


Die Betrachtungen des vorigen § haben einige vielleicht bisher 
nicht bemerkte Eigenschaften der reciproken Punkt-Ebenentransfor- 
mation ergeben***), Es wird daher nicht unzweckmissig sein, wenn 
dieselben jetzt direct als eine Folge der reciproken Beziehung nach- 
gewiesen werden. 

Auch hier werden wir eine unbeschriinkte Zahl von Variabelen 
voraussetzen. Wir betrachten die Substitution: 

(1) “= > dir Res 

in welcher die  Variabelen u; homogene Ebenencoordinaten, die x; 
homogene Punktcoordinaten bedeuten. Die Umkehrung der Gleichungen 
(1) liefert: 

(2) u,Qi,= Az,, 


*) Die identische Transformation ist hier mitgezihlt. 
**) Trotz vielfacher Versuche habe ich wenigstens das Vorhandensein von 


weiteren Substitutionen, welche nach § II. denkbar wiiren, nicht constatiren 
kénnen. 


**t) Es ist schon im vorigen § vielfaltig hervorgetreten, dass in Gebieten 
von ungerader Dimension die uneigentliche orthogonale Substitution einen spe- 
ciellen Charakter gegeniiber der eigentlichen besitzt. In tihnlicher Weise verhilt 
sich die Reciprocitiit zur Collineation; schon die Reciprocitiit der Ebene fiihrt ein 
ganzes Biischel von Kegelschnitten in sich tiber. 
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wo A, A;, die Determinante und Unterdeterminanten des Systems der 
aj, bedeuten. Soll die Ebene u den Punkt x, dem sie zugeordnet ist, 
enthalten, so muss: 


(3) r= > dir ay =0 
sein. Die Transformation ordnet aber gleichzeitig jeder Ebene v auch 
einen Punkt y zu. Setzt man niimlich: 


DS vwe=> uy, 


so hat man, wenn rechts statt der w die x aus (1) gesetzt werden: 


» } vt = > } Gir Lr Yi , 
also: 


7 
(4) m= D> dirt 
und umgekehrt: 
(5) Ay = >) Aurvr. 
Soll demnach eine Ebene o den ihr entsprechenden Punkt enthalten, 
so muss: 
(6) : o = >) ober = 0 
sein. Die beiden Flichen F' und ® stehen in der Beziehung zu einan- 
der, dass F' durch die Substitution (1) in ® tibergeht und wmgekehrt ® 
in F. In der That hat man: 

2m 2, 

Ak = Dirt dite ber = a> Uz UA = A® , 
# und ® sind die bekannten beiden Ordnungsjfliichen*) der Substi- 
tution (1). 

Wir untersuchen nun, wie oft es geschieht, dass dem Punkte x 
die Ebene «, dieser wieder der Punkt x entspricht. Das heisst, es ist 
in den Gleichungen (1), (2), (4), (5) zu setzen: 

Vi = Ui y OX; = Vi 
So entstehen die Gleichungen: 


; 
“= Dir Lr, 


| y 
Ur =0 7, UirX%; 


(7a) 

d. h.: - 
7 

(7) Q = Cir Li za A, 5 Xi 


Die Gleichungen (7) ftihren auf eine Gleichung n'" Grades in g, 
welche reciproke Wurzeln besitzt, deren Product gleich eins ist. Ist 
eine gerade Zahl, so sind im Allgemeinen nur reciproke Wurzeln vor- 


*) Vgl. Reye, Geometrie der Lage II, 18. 
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handen, wihrend die Wurzel 1 nur als vielfache Wurzel auftreten 
kann, fiir die mindestens noch alle ersten Unterdeterminanten ver- 
schwinden. Ist dagegen » ungerade, so ist eine Wurzel gleich 1, die 
iibrigen sind im Allgemeinen reciprok.*) 

Wir nehmen alle Wurzeln als reciprok d. h. als gerade an, sie 


sondern sich dann in zwei Systeme von je s = > Wurzeln: 
12 Tor° °° Ys) 
Q1> Q2, °° * Os5 

und bezeichnen die Lisungen der Gleichung (7) durch 


Ss 8 8 - 
“, H--. &,, gehorig zu r,, 


Yi» y3° is y.» ” ZU Qs. 
Zwischen diesen Lisungen finden ganz ihnliche Beziehungen statt, 
wie die in § J. behandelten. Zuniichst ist aus (1): 


\) a ee 3 
’, in Fi: iit _ 
Diath, = Dyas 


Hieraus folgt, so lange nicht r, = 1: 


a. Dacia, =0, 
DV. =, 


> a, 4 = a, a, x 
x 
a (0,0, = Sa, aa, 
woraus, so lange 7,7; von Eins verschieden ist, folgt: 
( 
32,0, = 0, 
9 ee a. 
) 4:94, = 9, 
sf 
YY, 4 


Nur die Ausdriicke Ya,2 y, verschwinden nicht, sondern geniigen 
den Gleichungen: 


r > wi ya,, Wes >a a v5; » 
(10) 
uy A, = 24; « 


also: 


Ferner ist: 


*) Die genauere Untersuchung aller méglichen Fille reciproker Substitutionen 
kniipft sich tiberhaupt damit an ganz iihnliche Betrachtungen an, wie sie in § II 
auseinander gesetzt worden sind. 
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Bezeichnet man den Ausdruck Daha, durch [x,y], so kann man 
die Gleichungen (8) (9) (10) in die folgenden zusammenfassen: 
(11) { [tr] =9, [ym] =90, [xy] = 0, 
rs [%sYs] = [ys%s]. 
Man hat ferner nach (2) und (5): 
| Duds. = Ag,, 


u;Q,; = Aos,. 


(12) 


Die Gleichungen: 


Q Uhi,= wba 


liefern daher eine neue Determinante, welche dieselben Wurzeln be- 
sitzt, wie die vorhin betrachtete. Dementsprechend finden zwischen 


den Lésungen wu; und den den entsprechenden reciproken Wurzeln zu- 
gehérigen v; diejenigen Gleichungen statt, welche den (11) analog sind: 


aig {HI O [mH =O, fue = 
[U, Vs] — Alay]. 
Endlich hat man noch: 


| Duis = Suy = [y,«,] , 
Soy, = dia! = [2,y], 


Die Gleichungen (11)—(13) sagen aus: 

Bei der reciproken Transformation sind (n gerade) n in ; Paare 
geordnete Punkte vorhanden, welche auf der Fliche F liegen und deren 
Verbindungslinien mit Ausnahme der zu einem Paar gehirenden Er- 
zeugende derselben sind. Je einem derselben entspricht eine Tangential- 
ebene der Fliiche ®, welche durch alle anderen Punkte mit Ausnahme 
des zugehirigen geht, und welcher threrseits wieder der urspriingliche 
Punkt als entsprechender vermige der Transformation zugeordnet ist. 

Bei ungeradem n treten einige sehr leicht zu erkennende Modi- 
ficationen dieses Satzes auf. 


(13) 


Es wird angemessen sein, das aus jenen » Punkten bestehende 
Gebilde zum Fundamentalgebilde einer Coordinatenbestimmung zu 
wihlen. Wir fiihren daher die Transformation: 


ein, welche an Stelle der Variabelen x zwei Reihen neuer: 
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A 
Y,, Yy°°: Y,, 
H 


1? H, gts H,, i 
setzt. Dann ist: 


> *, “= ae Yau + Hyjut, 


also nach (13) 


Dda,v° 

A ae ai , 
; Seat 
He Tyed 


Fiihren wir ihnlich an Stelle der Ebenencoordinaten v; zwei Reihen 
U; V; ein, so ist: 


> 02) = Syu+uv— > a ae ee 


also: 
16 5 ants Vu; 0; U, 
(18) = Cte) + Dey)’ 
oder: 

U — S»,2’, 
ms (%-> 


| a 9; 


Die Gleichungen (14)—(17) vermitteln die kanonische Gestalt der 
Reciprocitét. Wir erhalten so zuniichst die Formen F’ und ® in ihrer 
einfachsten Gestalt. Und zwar ergiebt sich: 


(18) F = Sana, = >)YHA(aye) + (yr), 
sowie: 

¢ ae SS han. ck SP. z (29s) [Ye e]) 
(19) @ An uinn 4 »S'V.U. CO OCn 


Aus den Gleichungen (18) (19) geht unmittelbar hervor, dass die 
Gleichung ® in Punktcoordinaten geschrieben wieder von der Form 
(18) ist, d. h. dass die Fliche F von © in dem aus Erzeugenden ge- 
bildeten Fundamentalgebilde geschnitten wird*). 

Wir gehen nun dazu iiber, die kanonische Form der reciproken 
Substitution (1) selbst herzuleiten. Da: 


u; = > 4,,2,= >a, Ya + a,.Hy* nach (1), (14), 
a A V, v; U, ach (16 
[¥.2,] tay ¥,] nach ( )» 


*) Vgl. Schréter, Crelle 77, pag. 140 ff. 
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so ergiebt sich, wenn man mit 2; multiplicirt: 
H; [aeye] = U:, 
und ebenso durch Multiplication mit y/: 


Yi [yx] = V;. 
Darnach sind: 
(20) [ye] H, — U:, 
| year] Y,= V; 


die kanonischen Formeln fiir die allgemeine reciproke Substitution. 


Man kann hiernach Formen zweiter Ordnung angeben, welche 
‘durch die reciproke Substitution in sich tibergehen. 


Setzt man zur Abkiirzung [2%] [yt] gleich a@,, so wird die 


Punktfliche: 
f= oD Fil, = 0) 


nach (20) iibergehen in die Tangentenebenenfliche 
a, 
= DUN. a, om 


welche selbst wieder mit der Punktfliche (forma adjuncta) 


- a, 
f= SHH a 


gleichbedeutend ist. Daher sind die Bedingungen, unter welchen / 
in sich selbst iibergeht: 

(21) A? = at, 

und der allgemeine Ausdruck des Systems, dessen sdimmtliche Individuen 
in sich tibergehen, ist: 


(22) Q = SYM Va, 


wo die Quadratwurzeln mit beliebigen Zeichen genommen werden 
kénnen. Q ist eine Gruppe in der Mannigfaltigkeit der Formen, die 
gegenseitig in sich tibergehen; in der That miissen je zwei Formen, die 
tiberhaupt in dem System 

— 

> ¥, H, At 


enthalten sind, durch die reciproke Substitution in dieser Weise einander 
zugeordnet erscheinen. Fiir n= 4 erhalten wir also aus (22) zwei 
Flachen, die in sich iibergehen und zu dem Biischel gehéren, von dem 
die beiden Ordnungsfliichen J’, ® zwei Individuen sind. Je zwei 
Flichen dieses Biischels gehen im Allgemeinen gegenseitig in einander 
tiber, wiihrend die beiden: 
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Y,H, Ya, + ¥,H, Vaz, 
Y,H, Va, — ¥,H, Vag, 
in sich selbst transformirt werden. 
Fiir ungerade Variabelnzahl wiirde man dagegen dem der Wurzel 


1 zugehérigen Punkte x; entsprechend den Gleichungen (15) (17) (20) 
noch die folgenden respective: 


“WU, 
Y, wr Dee (15), 


U, = we, (17), 


Y= i (20) 


Ure) 





hinzuzufiigen haben. Die Form: 


¥,24, + > Yea, 


wiirde darnach in 
i a > G2 a 
Wt Burk are ss Dus 
iibergefiihrt werden. Fiir n = 3 gehen also je zwei Curven des Biischels 
sich doppelt beriihrender Kegelschnitte 
Y,?4, + 4,H, Y, =0 
gegenseitig in einander iiber , wiihrend die beiden besonderen Kegelschnitte 
Y,*a, + Y,H, Va, 
im sich selbst transformirt werden.*) 


§ VIII. 
Die Transformation einer Fliche zweiten Grades in sich selbst. 
Wir wollen hier die Transformation einer gegebenen Fliche zweiten 
Grades in sich noch kurz besprechen. Dabei ist die Gleichung der- 
selben in Liniencoordinaten vorausgesetzt worden, eine Auffassung, die 


im Ganzen vier Classen von Transformationen als gleichwerthig hervor- 
treten lasst. 


Die beiden Systeme der Erzeugenden einer Fliiche zweiten Grades 
lassen sich in der Form:**) 


(1) a= wa + bAw +.¢H*, 
Yi = MP; + BiAM + yiK” 
darstellen, wo x, y, die Liniencoordinaten derselben, Functionen zwei- 


*) Rosanes, Crelle 80, pag. 67, Anmerkung. 
**) Voss, Math. Annalen VIII, 118. 
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ten Grades der homogenen Parameter 4, w; A, M sind. Dabei miissen 
die Gleichungen: 


(a?) =0, (ba)=0, (be) =0, (ce?) =0, 
2(ac) + (bt) =0, - 
und die analogen fiir die «;, B;, y; vorausgesetzt werden, wihrend: 
(aa) =O, (ab) =—9, (ac)=90, (Ba) =—0,---us. w. 

ist. Die Gleichung der Fliche selbst erscheint in der zweifachen 
Gestalt : 
(2) | F =4a,c, — b,? =0, 

| F’ = 4e,7.—B.? =0, 
wobei F’, F’ durch die Identitit: 


a « F Ff’ 
(3) >a + (B®) + (B?) = 0 
verbunden sind. Das Verhiltniss: 
() __ (ae) 
(8%) (wy) 


mag mit EF bezeichnet werden. 
Setzt man an Stelle der 2, w oder A, M die Ausdriicke au+ bd, 
cu + da oder aM-+ BA, yM-+ OA, so werden die Erzeugenden pro- 
jectivisch in 2’, y transformirt, wo dann: 
(18) es (cu + da)? a;-+ (ap + ba) (cw + dd)+e; (ap +ba)?, 
yi = (yM-+-0A)?a,+ Bi (@M+BA) (yM+0A)+7:(@M+ BA)’. 
Da ferner jede Tangente der Fliche in der Form 2; + vy; erscheint, 
so kann die Transformation des 'langentensystemes nur darin bestehen, 
dass an Stelle der Tangente x; + vy; = 2; die neue 2; = laj + my; 
tritt. Da nun aus (1): 
a, = A?(ac), a, = A?*(ay), 
b= Aue), B= AM(B), 
c, = p* (ac), y: = M*(ay), 
so kann man vermoége z; =/a; + my; die Formen a,, b; - - - leicht 
durch die z ausdriicken, und erhilt so die Transformationsformeln: 
a;.=1(a?c,—abb.+0b?a,), 
— b/ =1(2ace,—(ad+be)b.+2bda,). 
e; =I1(c?e,—cdb.+da,), 
a, = m(a?y, — «BB.+ Ba), 
— Bs =m(2ayy,—(ad+By)y.+2fh0c.), 
¥: = m(y?y.— yd B.+0%a,). 
Man kann in denselben / = m = 1 voraussetzen. 


(4) 





Da ferner: 
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4a, ec, — b/? = (ad—be) F, 
4a/y. — B.? = (ad —By) F’, 
so ist nach (3) erforderlich, wenn die Substitution (4) iiberhaupt eine 
orthogonale sein soll, dass: 
(ad—be)’ = (ad —Byy, 


und also die Werthe der beiden Determinanten (ad—bc), (ad —By), 
k und x so ist: 

Kk? = x2, 
und zugleich: 


6) De? on a >, 
PAT = kt Sley. 


Die Determinante der Substitution (4) ist gleich k*x?, und die Trans- 
formation ist demnach eigentlich oder uneigentlich, je nachdem k = x 
oder k = — x ist. 

Es giebt noch eine zweite Transformation der Fliche; sie entsteht, 
wenn man zugleich eine Vertauschung der beiden Systeme von Er- 
zeugenden ausfiihrt, d. h. wenn man in (4) rechter Hand die lateinischen 
Buchstaben mit den entsprechenden griechischen vertauscht. Fiir sie 
gelten daher die Formeln: 


a; = a’y, — a8 B, + Bra., 

—b/ = 2ayy, — («8+ By) B. + 2Bde, 
ce = py. — OB, + Oe., 
a; =a’e, — abb, + ba,, 

— Bs = 2acec, — (ad+be)b. + 2bda., 

| y: = cc, —cdb, + d@a,, 


(6) 





wobei wieder: 
4a.c; — b/? = (ad —y By F’, 
4 a“, Ye = Bb: 2 om (a d—b c)? a. 
also 
(ay —y B)*e = (ad—be)* 


vorausgesetzt werden muss. Die Determinante der Substitution (6) ist 
-— kx und die letztere daher eigentlich oder uneigentlich, je nach- 
dem k + ex =0 oder k —ex =O. Die Formeln (4), (6) stellen zu- 
gleich die allgemeinsten Transformationen des Linienraumes vor, bei 
denen eine Fliiche zweiten Grades in sich tibergeht. 

Wir betrachten zuniichst die Gleichungen (4). 

Zur Bestimmung der linearen Complexe, welche durch die Trans- 
formation in sich iibergefiihrt werden, hat man zu setzen: 








KF 
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k, a! + kb, + ky cy = e(k, a, + kb. + kye,), 
HG, + Hy Be + ks, = 6 (%, a, + *,B, + x37). 


Fiir die k,, k,, k, entstehen so die Gleichungen: 





ok, = k,b—2bdk,+kh@, 
(7) ok, = — k,ab + (ad+be)k, — k,ed, 
ok, = k,a®—2ack,+k,c, 
also zur Bestimmung von @ die cubische Gleichung: 
b?> —@ — 2bd ad? | 
(8) —ab ad+be—o@ —eced|=0, 
a’ —2ac e—e@ 
oder: 
(9) (e+-k) [(e—k? — n?e] = 9, 
wo: 
n=b+e. 
Ganz analog hat man zur Bestimmung von x,, *,, *,, 6 die Gleichung: 
|f—eo — 2p0 é° 
(10) | —ap ad+py—o —pd|—0, 
a? —2ayp y—e 
oder: 
(11) (6 + x) |(6— x)? — v’?o)|=—0, 
y=B+ >. 
Bezeichnet man die den drei Wurzeln 9 = —k, @,, 9, entsprechen- 
den linearen Complexe durch A,, B,, C,, die den Wurzeln 6 = — x, 
6,, 6, zugehérigen durch A,, B,, [,., so hat man die Identititen: 
A; = —k A,, 
B;= o0,B., 
O; = gift, 
) A, =—x A,, 
By = 4o,B,, 
[j= o,f. 


Die Complexe B., C., B., [, sind specielle, sie stellen zwei Paare 
von Erzeugenden vor, welche bei der Transformation fest bleiben. 
Dagegen hat man fiir A,, A. die Gleichungen: 


A,=a,d+ . —— th, << ee, 
(13) : 
A. = a«,0 + F=2 B. — «y:, 


und diese Complexe sind nur dann speciell, wenn n? — 4k = 0 oder 
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v? — 4x =—0, d. h. wenn die Discriminante der quadratischen Factoren 


von (9) und (11) verschwindet. 


Ist nun k =x, so geht gleichzeitig jeder Complex des Biischels: 


A,+ oA, = 0 


in sich iiber, und die beiden in letzterem befindlichen speciellen Com- 
plexe sind die beiden Diagonalen des festen Erzeugenden-Vierseites: 
die Transformation ist (im Sinne der Punktgeometrie) eine eigentliche 


collineare. ({11,1,1,1,1)) 


Wenn dagegen k.— — x, so geht A, + oA, iiber in A, — @A,, 
d. h. je zwei Complexe jenes Biischels, also auch die beiden Diagonalen 
vertauschen sich gegenseitig, und die Transformation ist eine reciproke 


({1,1,1,1,1,1)). 


Wird ferner die Transformation (6) zu Grunde gelegt, so kann 


man verlangen, dass die lineare Form: 
(14) kas + kyb! + kgey + kya,’ + k; By + key,’ 
=e(ka.+h,b, + ke, + kya, + kB, + he7:) 
werde. Zur Bestimmung der k hat man die 6 Gleichungen: 
, ok, = b*k, — 2bdk, + @k,, 
— ok, = abk, — (ad+ be)k, + dek,, 
ok, = a®k, — 2ack, + ck,, 
ok, = pk, — 2pdk, + Pk,, 
— ok, = aBk, — (ad+ By) k, + dks, 
ok, = a®k, — 2ayk, + y*ks, 


(15) 


! 








welche fiir 9? die cubische Gleichung: 


| A? — g? —2AB R | 
| —AC (AD+BC)—9? —B |=0 


liefern, in welcher: 
A=bf-+ ad, C=ap+aec, 
B=bé+yd, D=cy+ad. 
Setzt man: 
K = AD — BC = (ad—be) (ad— By), 
N=A +D =6b+ad+ad-+ cy, 
so hat man: 


(16) (9? — K) [(e* + K)? — N?Q*] = 0. 


In diesem Falle hat also die Determinante Q2(@) nur Potenzen von @ 


mit geradem Exponenten (vgl. § III, S. 335). 


Eine vollstindige Untersuchung der Elementartheiler von Q(@) 
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fiir alle speciellen Fille, welche die Transformationen (4) (6) darbieten 
kénnen, wiirde hier zu weit fihren. Um aber wenigstens den allge- 
meinen Fall, in welchem die Wurzeln der beziiglichen* Gleichungen 
(9), (11), (16) von einander verschieden sind, genauer zu tibersehen, 
wollen wir zuniichst bei eigentlicher Transformation in (4): 
a=0, d=0, a=0, d=0, be=—py=k 
setzen. Darnach bleiben die Erzeugenden: 
a, Y, a, € 

und: das Biischel b, + 98, fest. Es miissen daher alle Flaichen zweiten 
Grades mit dem Parameter o: 
(17) | W= F(e’—) + 20 Roar. +b.8.] = 0 
in sich tibergehen. Jede Gerade z des Raumes transformirt sich hier- 
nach als Tangente an zwei der Fliichen des Biischels Y, deren Para- 
meter bei gegebenem 2 durch die Gleichung (17) bestimmt werden.*) 

Da die Fliche /' =O keine besondere Stelle in jenem Biischel 
einnimmt, so geniigt es z als Tangente vorauszusetzen, d. h.; 

a,=l, a,—= mM, 
b,=214, B,—=2mu, 
=Al, y= mp’, 

anzunehmen. Jede ana von F' ist daher gleichzeitig Sil 
an diejenige Fliche » = 0, fiir welche: 


(18) mes oe 


mw 





*) In Verbindung hiermit steht der Satz, den Herr Cayley (Phil. Magazine 
1853, VI, 326) bemerkt hat: Die Verbindungslinien correspondirender Punkte der 
Fliche sind Tangenten an zwei feste Flichen zweiten Grades. Will man diesen 
Satz direct beweisen, so transformire man die Fliche: 

U1 Ls = © = — qty 
durch die Gleichungen y; = 4,2; in sich, wo 4,23 = 4,44. Die Liniencoordinaten 
einer Verbindungsgeraden (xy), 
Pi> Per Ps: Pas Por Por 
stehen in der Beziehung, dass: 


ae oe ee 
(As—4,)* (44— 45)? (ay — 44) (Ag— ag) (44 — Ag) (Ag—As) 
Da nun die Gleichung des Flichenbiischels 2,2, + k2,.2,—0 mit den nimlichen 
vier festen Erzeugenden in Liniencoozdinaten ist: 
DP? + Kp + 2k(psps—Pi Ps) = 0, 
’ so erkennt man ohne Weiteres,, dass die Gleichung: 
K® (Ag — Ag) 4 2K [(Ay— 4g) (Ag — Ae) — (44 — Ag) (Ag — A5)] + (4g — 49)? = 0 
die Parameter k,, k, der genannten beiden Flichen des Biischels bestimmt, 


Mathematische Annalen, XIII. 24 
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Andererseits sind iiberhaupt die Geraden z, welche von ihren 
transformirten 2 geschnitten werden, durch die Gleichung: 


(4.4,2—(n? 2h) F) + ¢ (442 —(2+2K)F’) =0 


bestimmt, woraus in unserem speciellen Falle und fiir / = F’ = 0 
wird: 
(19) PA? (b- c)? + emu? (B— yy)? =0, 


d. h.: die Tangenten von F’, welche von ihren Transformirten geschnitten 
werden, sind durch zwei verschiedene lineare Complexe ausgeschieden 
und zerfallen darnach in zwei getrennte Systeme: die sdimmtlichen. Ge- 
raden eines jeden beriihren nach (18), (19) noch je eine feste Fliiche 
des Biischels w. 

Ist dagegen By = — be, so ist die Transformation eine reciproke, 
und das Biischel » hat die Eigenschaft, dass je zwei Flichen desselben 
gegenseitig in einander iibergehen, wihrend zwei Fliichen desselben, 
nimlich die gegebene (fiir @ =) und die Fliiche ¢B,* — 4a,¢, = 0 
(fiir @ = co) fest bleiben. 

Betrachten wir zweitens die aus (6) sich ergebenden Formeln: 


a, = PP «,, a, = ba., 
by = ByB., By, = beb., 
Cy = Ys, py = C,, 


wenn wieder a = d= a = 6 = 0 gesetzt wird. Ist nun: 


By + ebe=0, 
so sind sdémmtliche in sich iibergehende lineare Complexe: 
ba, + Be, =+bA[ba.+ Ba], 
| Cty tyys = =teplee. trys], 
Voebs + VBy Be =+V Bybe [Yoeb. + VBy B.), 
specielle und bestimmen die sechs Kanten eines Tetraeders, von wel- 


chen vier Tangenten der Fliiche sind: die Transformation ist eine wn- 
eigentliche collineare. Bezeichnet man jene sechs Complexe (20) durch 


A,, B., c.. A., B., re, 


so gehen in Folge der Gleichungen (20) die linearen Formen der 
Gruppen: 


20) 


A, + oA., A, — @A., 
(23) a) B, + oB., b) B, — oB., 
C,+ tf., C, — tI, 


gegenseitig in einander iiber. Gleiches wird daher von den durch sie 
erzeugten oo® Flichen zweiten Grades gelten. Im Allgemeinen ist die 
durch die Gruppe a) erzeugte Fliiche eine andere, wie die aus b) ent- 
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stehende. Aber es entsteht die nimliche Fliche, wenn saimmtliche 
Complexe a) mit denen von b) in Involution liegen. 


Dies fiihrt, wegen By + ebc = 0, und da: 


A, + oA, = Ba.(1+e) + ba,(1—e), 

B, + 6B. = yy.(1+6) + ce,(1—o), 

C. + tf. = VBy B.(1+1) + Woe b.(1—n), 
auf die einzige Bedingung: 

Padrrat 
wonach also ein ganzes Netz von Fliichen zweiten Grades fest bleibt. 
Hat man dagegen By — ebe==0, so befinden sich unter den 
Complexen (20) zwei nicht specielle, die Transformation ist eine reci-- 
proke. Auch hier gehen oo* Fliichen gegenseitig in sich iiber, aber 
es existirt nur eine einfach unendliche Schaar in sich fester Fliichen, 
weil die Bedingungen: 
er=1, ol, . 

erforderlich sind, wenn simmtliche Complexe der Gruppe a) mit denen 
von Gruppe b) in Involution liegen sollen. 


§ IX. 
Orthogonale Transformation linearer Formen in sich selbst. 


Eine eigentliche Substitution transformirt im Allgemeinen nur 
specielle lineare Formen a, in sich, d. h. solche, deren Coefficienten 


der Bedingung >a? = 0 geniigen. Wird iiberhaupt eine allgemeine 
lineare Form in sich transformirt, so ist dies gleich mit einem Biischel 
solelter Formen der Fall. Anders ist es mit der uneigentlichen Sub- 
stitution: sie transformirt schon im Allgemeinen zwei, aber auch nur 
zwei lineare Formen allgemeinen Charakters in sich, wihrend die In- 
dividuen des aus ihnen gebildeten Biischels gegenseitig vertauscht 
werden. 

Um Formeln anzugeben, welche eine gegebene Form a, = 0 ortho- 


. . : . . n 
gonal in sich trausformiren, construire man eine Gruppe von = Punkt- 


paaren 2;, y; (s = 1,2--- *), welche auf der Fliche f= *>'a;?? = 0 
liegen, und deren Verbindungslinien zu je zweien Erzeugende der 
Fliche sind, mit Ausnahme derer, welche zu einem Paare gehéren. Die 
Punkte x;, y; wihle man so, dass:*) 





*) In ganz abnlicher Weise kann man Substitutionen bilden, welche zwei 
und mehr lineare Formen in sich transformiren. Insbesondere sei hier noch die 
(specielle) Substitution 

Y; = F. 


24* 
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yi = 2% — 2a, 


a; 


die tibrigen unterwerfe man ausserdem den Bedingungen: 
a =0, a,=0, 
und ordne den Punkten 2’, y' die Zahl 1, den iibrigen 2}, y; Zahlen 


Ys, Q, 2, deren Product gleich 1 ist. Dann wird die Transformation 
mit den Coefficienten 


(1) by ay, tay t Siu, + eciy, sl, 


nach § III. die verlangte Eigenschaft besitzen. Und sie ist zugleich 
die allgemeinste Transformation dieser Art, da sie 4 (m—1) (m—2) 
willkiirliche Parameter enthiilt. 

Will man dagegen Formeln haben, welche die erforderliche Zahl 
von expliciten Parametern enthalten, so scheint es am einfachsten, 
die gegebene Form zuerst orthogonal in y, =O (etwa durch eine 
specielle uneigentliche Transformation, wie im Folgenden gezeigt wird) 
und dann Dv — we? durch die Cayley’schen Formeln in sich zu 
transformiren. 


Man kann aber auf folgendem Wege einfachere Formeln erhalten, 
die zwar nicht allgemein sind, aber bei manchen Gelegenheiten eine 
vortheilhaftere Anwendung finden. ° 


Die specielle uneigentliche Substitution: 


a 


9 — ‘ y 
(2) a= Y — 20, 
=; 
transformirt den Ausdruck a, in sich selbst, wenn (aw) = 0. Sie 


stellt demnach oo"-* uneigentliche specielle Substitutionen der verlangten 
Eigenschaft dar. 

Andererseits bedingen die beiden speciellen uneigentlichen Sub- 
stitutionen : 
a “7 (a, +m B,) 
@) t= 9 — Toa) + med) 


(«im Bi) , 


m = of al 


die Identititen: ™ 

| a, = + mB,, 
(4) S04 

| be =F ae: 


(Seite 29) erwiihnt, welche ersichtlich = willkiirliche lineare Formen a,, b,, --- 


in sich tiberfiihrt. ” 
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Man kann also auf zwei wesentlich verschiedene Arten a, uneigentlich 
in die willkiirliche Form 8, transformiren. Wendet man die beiden 
(vertauschbaren) Substitutionen (3) nach einander an, so entsteht eine 
eigentliche Substitution, welche @, in sich transformirt: 


a, + mB,) m6,) 
(5) oa el alts aoa (@: + + mBi) — ni ae (a — m Bi). 


Die Formel (5) stellt mithin co"—' eigentliche Substitutionen vor, welche 
a, in sich transformiren. Wendet man die Transformation (5) zwei- 
mal hintereinander an, so entsteht wieder eine identische Transformation. . 

Allgemeinere Formeln entstehen, wenn man verschiedene Sub- 
stitutionen der Art (1) oder (5) oder beide unter einander in irgend 
einer Weise combinirt. Insbesondere aber erschipft schon die Formel 
(5) alle Transformationen eines auf der Fliche f=x,? + «,? + 2,7 +2=0 
gelegenen Kegelschnittes im gewdhnlichen Raume in sich selbst. Der 
geometrische Inhalt derselben ist folgender. Durch die Form p, = 0 
wird dem Kegelschnitte K, in welchem f von ae, = 0 geschnitten wird, 
ein Kegelschnitt K’ adjungirt. Die Transformation (5) geht nun aus 
zwei Centralprojectionen hervor, deren Centra die beiden Spitzen der 
Kegel sind, welche durch K, K’ gelegt werden kénnen; die erste fiihrt 
K in K’, die zweite K’ in K iiber. 


Man kann diese Transformation ohne Weiteres auf die beliebigen 


Formen: 
a, = 0, Dain vate = 0, 


anwenden, welche einen Kegelschnitt K bestimmen. Nimmt man die 
willkiirliche Ebene: 
b, = 0 

hinzu, so sind die Spitzen der beiden Kegel, welche wir durch ibre 
Coordinaten : 

Wy" Lyi) Us, Uy’, Wy") My” Hy”, By" 
bezeichnen, abhingig von den Wurzeln 4,, 4, der quadratischen 
Gleichung: 


: — , (ab ; 
(6) A+ 24 (‘) + 2 (“ ’) == (), 

‘ ‘ ' ‘a ab 
in welcher A die Determinante der quadratischen Form, (5), e: 


die mit den a;, b; beziiglich ein oder zweimal geanderten Determinan- 
ten sind, welche aus A entstehen. Ferner ist 


> LX, Aix = ZA, dy de , > Uj U,Ain — 2A, Az" bz” , 
Sx 0 ay,=O. 
—! 


Unter Anwendung der Transformation (5) erhilt man die folgende 
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Hermite’sche Transformation eines beliebigen Punktes & des Kegel- 
schnittes K: 
(7) Ni = Xj dy by (agbe + beg) + aay bx (debe + beaz’) 

ites: Eid by az" bz”, 
aus welcher man leicht unter Voraussetzung von a,, = Ay, = ay, = 0, 
,=1, a, =0, a, =0, a,=0, a,=1 die Formeln herleitet, welche 


die Hermite’sche Transformation des Kegelschnittes >in mim = 0) 
geben, 


Darmstadt, im December 1877. 














Ueber die Auflésung der Gleichungen vom fiinften Grade. 
Von 
P. Gorpan in Erlangen. 


In den Untersuchungen iiber das Ikosaeder, welche Hr. Klein 
im neunten Bande dieser Annalen p. 183 ff. verdffentlichte, hatte sich 
ein sehr merkwiirdiger Zusammenhang mit der Theorie der Gleichungen 
fiinften Grades ergeben. In der That gelang es Hrn. Klein neuer- 
dings, diejenigen Gleichungen fiinften Grades, bei welchen die Glieder 
mit der vierten und der dritten Potenz der Unbekannten fehlen, in 
einfachste Beziehung zu der Ikosaedergleichung zu setzen. — Die hier 
folgenden Untersuchungen kniipften urspriinglich an die erste hierauf 
beziigliche Mittheilung an, welche der Erlanger Societiit im Januar 
1877 vorgelegt wurde. Ich stellte mir vor Allem die Aufgabe, die 
Wurzeln der Gleichung fiinften Grades explicite durch die Ikosaeder- 
irrationalitét auszudriicken. Die Note, welche ich hieriiber im Juli 1877 
der Erlanger Societit einreichte, ist gleichzeitig mit einer weiteren 
Mittheilung von Hrn. Klein, in der er durch andere Betrachtungen 
zu demselben Ziele gelangte. Das Higenthiimliche meiner Behand- 
lung bestand darin, dass ich die in den Formeln auftretenden Aus- 
driicke als Covarianten einer gewissen doppeltbiniiren Form f erkannt 
und im Anschlusse an meine friiheren ‘hnlichen Arbeiten das volle 
Formensystem, welches zu f gehort, aufgestellt hatte. Weitere hierauf 
beziigliche Mittheilungen und insbesondere die unten mitzutheilenden 
Schlussformeln legte ich im September 1877 der Naturforscherversamm- 
lung in Miinchen vor. 

Hr. Klein hatte inzwischen die Darstellung seiner Untersuchungen 
beendet, welche im zwélften Bande dieser Annalen*) veréffentlicht ist 
und die ich im Folgenden als bekannt voraussetzen werde. Wir haben 
seitdem die von mir gefundenen Resultate wiederholt und eingehend 
durchgesprochen, und so ist die Darstellung entstanden, welche ich 
hiermit dem mathematischen Publikum vorlege. Die Auflésung der 
Gleichungen fiinften Grades erscheint jetzt als blosse Anwendung ge- 





*) Weitere Untersuchungen iiber das Ikosaeder, p. 501 ff. 
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wisser Aufgaben, die man hinsichtlich der Ikosaedersubstitutionen stellen 
und erledigen kann. 

Die principielle Durchfiihrung dieser Aufgaben, wie ich sie im 
ersten und zweiten Abschnitte des Folgenden gebe, diirfte an meiner 
Arbeit das Wichtigste sein, weil sie am meisten tiber Bekanntes hinaus- 
fihrt. Aber ich méchte hier insbesondere auf den dritten Abschnitt 
verweisen. Es sind dort die Formeln, deren man bei der Auflésung 
der Gleichungen fiinften Grades bedarf, so knapp zusammengezogen, 
dass einer unmittelbaren numerischen Verwerthung derselben kein 
Hinderniss mehr im Wege steht. Eben Diess vermisste ich seither an 
der Hermite’schen wie an der Kronecker-Brioschi’schen Liésung 
der Gleichungen fiinften Grades; an eine praktische Verwendbarkeit 
derselben konnte man wegen der Liinge der nur verlangten und nicht 
geleisteten Eliminationen nicht denken, 


Abschnitt I. 
Die zusammengehirigen Ikosaedersubstitutionen. 
$1, 
Formulirung des Problems. 


Es ist bekannt, dass das Ikosaeder: 


(1) 71 = Wi 92(M'+ yy? 2? — yp") 

sowie seine Hesse’sche Form: 

(2) Y= (ys? +92) + 228 (y,>y,' —y,"y,”) + 494 y, "yy" 

und die Functionaldeterminante beider: 

(3) ¥s= (ys? +92) + 522(y,?y,° — yy> yn”) — 10005 (y,2° yo!” + yy!” yo”) 
die Kigenschaft besitzen, durch 120 binire lineare ee tal von 
der Determinante Eins in sich iiberzugehen. Diese sog. Ikosaedersub- 


stitutionen sind durch folgende Tabelle gegeben; sie verwandeln y,, y, 

bez. in: 
. 

+eg, +e *H, 
, " 

Fem, tem, 


’ ’ , 


(4) +e? (eters Pte) | gm ake i —(e+e'e* yy), 


a? — §% 








o i 
# — bs , Pi v 
a a zy aere je? ?,,) bs ee (e4 eye Pye? ty.) 
: a sR ? eh er ? 





9 2 22 +. Ge 
u, v? = 0, .. “; vo, 4 $ é == COs 7 + @ sin = . 
a) « 








(5) 


dew 
tuti 
die 

Fu 
das 


Fu 

















Ueber die Auflisung der Gleichungen vom fiinften Grade. 317 


Zwischen y,, Y2, ¥; besteht die Relation: 
(5) 3° =P + 128y,°. 

Zugleich sind y,, y,, 7, in gewissem, spiter immer festzuhalten- 
dem Sinne die einzigen Ausdriicke, welche durch die Ikosaedersubsti- 
tutionen in sich tibergehen. Alle ganzen Functionen von y,, y, namlich, 
die bei den Ikosaedersubstitutionen ungeindert bleiben, sind ganze 
Functionen von y,, 72, ¥,- Ich werde das in der Art ausdriicken, 
dass ich sage: die Formen y,, y,, y3 bilden das volle System dieser 

‘unctionen. 

Die durch diese Angaben beantwortete Fragestellung kann man 
nun einmal in der Weise erweitern, dass man statt der einen Reihe 
Veriinderlicher y,, y, deren mehrere nimmt: y,, Yo; y;, Yo ete. Diese 
Veriinderlichen sollen gleichzeitig den [kosaedersubstitutionen (4) unter- 
worfen werden; man sucht alle ganzen Functionen von y,, Y.3 1) Yo **"s 
welche bei diesen Substitutionen ungeiindert bleiben. Die so erweiterte 
Fragestellung fiihrt im Falle zweier Reihen von Variablen insbeson- 
dere zu denjenigen Ausdriicken, mit denen sich die Theorie der Ja- 
cobi’schen Gleichungen’ sechsten Grades beschiaftigt. 

Aber man kann die Erweiterung in einer anderen Richtung suchen. 
Die Substitutionen (5) bleiben in ihrer Gesammtheit ungeiindert, wenn 
man statt ¢ eine andere complexe fiinfte Einheitswurzel setzt. Ist 
diese neue Kinheitswurzel ¢‘, so geht das neue Substitutionssystem in 
das alte iiber, sobald man statt y,, y, eintriigt — y,, y,. Ist sie da- 
gegen ¢* oder ¢*, so erhilt man Systeme von Substitutionen, die (unter 
einander in demselben Sinne verwandt) nicht mehr mit dem urspriing- 
lichen Systeme durch eine lineare Umformung der Verinderlichen zur 
Deckung gebracht werden kénnen. Ich will nun annehmen, dass y,, y, 
nach wie vor den Substitutionen (4) unterworfen werden, dass man 
aber gleichzeitig neue Variable x,, 2, durch diejenigen Substitutionen 
transformirt, welche aus (4) entstehen, wenn man « durch é? ersetzt. 
Die Werthe, in welche x,, x, der Reihe nach iibergehen, lauten also 
folgendermassen : ; 


Hetty, Fees, 
+ es, , + e-"2,, 


(6) ) be“ Qe+e)e a+ é' 2) 4 “(Ce " a, — (e253) 2” ae) ; 











e4#—e _ e¢—e 
+ eM (e~" ay — (2% 85) &" ag) a ((e2 28) "ay + 8" a0) 
: eo ee 4. Aé ee es 
ef'—e ~~ s'—¢ 


Ich frage nun nach solchen homogenen ganzen Functionen von 
Yi» Yy und &,, x, welche ungedndert bleiben, wenn man gleichzeitig auf 
Yi» Yo die Substitutionen (4) und auf x,, x, die Substitutionen (6) an- 
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wendet. Dieses ist das Problem, mit dem ich mich im gegenwirtigen 
Abschnitte beschiftigen werde. Es handelt sich wieder um Aufstellung 
eines vollen Systems, durch dessen Formen sich alle anderen ganz aus- 
driicken lassen. 

Wenn man in (4) und (6) gleichzeitig < in «* verwandelt, so er- 
halt man aus (4) diejenigen Substitutionen, denen 2,, z,, und aus (6) 
diejenigen Substitutionen, denen — y,, y, unterworfen werden. Daher 
hat man folgenden Satz: 

Aus einer Function der gesuchten Eigenschaft erhdlt man, allge- 
mein zu reden, eine neue, wenn man Y,, Yo, L,, Ly bez. durch 2,, x, 
— Yo, Y, ersetet. 

ich will diese Operation fortan einfach als Vertauschung von x 
und y bezeichnen. 

Andererseits macht man die Bemerkung, dass selbstverstindlicher- 
weise zu den gesuchten Functionen die Formen y,, y,, y; gehéren, 
sowie diejenigen Functionen y,’, y,’, y;, welche aus ihnen durch Ver- 
tauschung von x und y entstehen. Jede Function, welche blos die y 
enthilt, muss sich auf y,, y,, y; zusammensetzen lassen; jede Func- 
tion, welche blos die x enthilt, aus y,’, y,', y,. Allgemeiner: Wenn 
eine Function der gesuchten Art einen Factor enthilt, der nur von 
den y oder von den x abhingt, so lisst sich von ihr immer eine ganze 
Function von 7,, 72, 73 resp. von 7, y., 7; abtrennen. Denn aus 
dem betr. Factor entsteht durch die Substitutionen (4) oder (6) eine 
solehe ganze Function. Enthiilt also z. B. eine Function den Factor y,, 
so enthalt sie ohne Weiteres den Factor y,, etc. 

Diese letzte Bemerkung wird uns weiterhin von dem allergréssten 
Vortheile sein; sie bildet das wesentliche Reductionsprincip, dessen ich 
mich zur Aufstellung des vollen Systems bediene. Ich werde die ge- 
suchten Functionen allemal nach fallenden Potenzen von y,, nach stei- 
genden von y, ordnen. Enthilt dann das Anfangsglied bereits y,’, 
so wird sich y,* als Factor von der Function abtrennen. Alle Funce- 
tionen daher, die wir im Systeme aufzuzjihlen haben, sind bereits durch 
ihr Anfangsglied charakterisirt. Denn die Differenz zweier Functionen 
mit demselben Anfangsglied ist durch y, theilbar und also die eine 
Function durch die andere und Functionen niederer Ordnung aus- 


driickbar. 
§ 2. 
Die Form /. 


Ich beginne nunmehr die Untersuchung in der Weise, dass ich 
zunichst diejenige unter den verlangten Formen aufstelle, welche in 
den # und y zugleich vom niedersten Grade ist. Zu dem Zwecke 





bemerke ich, dass sich die 120 Paare zusammengehdriger Ikosaeder- 
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substitutionen aus denjenigen 3 Substitutionen zusammensetzen lassen, 
welche die Variablen y,, y,; x,, 2, in die Werthsysteme iiberfiihren: 


(I.) Yo» Vi» —X_, %, 

(IL.) EY, EY, #2,, 2, 

ii) ctente set's Crees See. 
3 ge — -3 ? e? — s3 ? ~ oar ? ro ent” 


Man suche nun vorab solche Functionen von 2, y, welche bei den 
Substitutionen (I.), (1I.) ungeiindert bleiben, und nehme ihren Grad 
in den 2 und ihren Grad in den y méglichst klein an. Eine sehr 
leichte Analyse zeigt*), dass mindestens einer der beiden Grade die 
Zahl 3 erreichen muss, und, wenn keiner der beiden Grade diese Zahl 
iibersteigen soll, so ergeben sich folgende drei Méglichkeiten: 


%y7 Yo — X* Y,, 
Ly Yo* — Ly,", 
#PY, Yo” LPP Ya + Cy? Ly Yy> — 1, Ly" Yo"). 
Wendet man jetzt die Substitution (III.) an, so andern sich die bei- 
den ersten dieser Formen; die letzte aber bleibt in der That ungeindert, 
sobald wir die noch unbestimmte Constante ¢ = 1 nehmen. Daher ist 


die von uns gesuchte Form niedrigsten Grades in den x und den y, nach 
Potenzen von y geordnet, die folgende: 


(7) = Yay? Hq Yy?Yo%y> + Y, Yo? ay> — Yo*%, 2”. 


Einfihrung der Invariantentheorie. 


Ich werde nun eine grosse Anzahl der von uns gesuchten Formen, 
und, wie sich bald zeigen wird, alle hier in Betracht kommenden For- 
men durch Processe der Invariantentheorie ableiten. Man betrachte die 
soeben aufgestellte Form f als eine binire Grundform mit zwei Reihen 
Veriinderlicher y,, y, und 2,, Z,, die wnabhiingig von einander linearen 
Transformationen unterworfen werden mégen. Jede Covariante, welche 
f unter dieser Voraussetzung besitet, ist eine der von uns gesuchten 
Functionen. Denn macht man bei y,, y, und 2,, 2, soleche Substitu- 
tionen von der Determinante Eins, welche f in sich iiberfiihren, so 
muss auch die Covariante in sich tibergehen; die Covarianten bleiben 
also in der That ungeiindert, wenn man auf die y die Substitutionen 
(4) und gleichzeitig auf die (~) die Substitutionen (6) anwendet. 


*) Auf ihnliche Weise kann man alle einfacheren Formen des spiiter aufzu- 
stellenden Systems finden. 
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Doppeltbiniire Formen, bei welchen.die beiden in Betracht kom- 
menden Reihen von Variablen, z,, x, und y,, y,, unabhingig von 
einander linearen Transformationen unterworfen werden, sind bisher 
kaum betrachtet worden; ich muss daher kurz angeben, wie man bei 
ihnen Covarianten bildet. Es geschieht dies, wie bei den Formen mit 
nur einer Reihé von Variablen, am zweckmissigsten durch den Ueber- 
schiebungsprocess. 

Es seien zwei Formen gegeben, die ich symbolisch mit: 


~ F=a‘a', > = bp" 
2 9 ay 
bezeichnen will. So kann man 4-mal in Bezug auf die x und w-mal 


in Bezug auf die y tiberschieben. Dann entsteht, was ich mit (F, ®), |, 
bezeichne und symbolisch folgendermassen definirt ist: 


(F, >), .= (ab)'a bv * (ee B) .* eS. 
Zur Berechnung einer solchen Ueberschiebung bediene man sich 
folgender Regeln. 
Zuniichst hat man den Satz: Die Ueberschiebungen von Summen 
sind Summen von Ueberschiebungen: 


(A+B, C+D), ,=(A, C),,,+(4,D),,,+(B, ©), +(B, D), ,- 


Ist also: 
pa . k-ror i—s os 
ae Ce ey, Ys» 


Saat >) m0. 2-0 Go 
o=— bea Caf y) Yo» 
so hat man: 


\) " en? ad m—-@ 0 I—s 8 n—-O @ 
(F, ®), ‘aes é # C5", a (% Ts» x, w da (Y, Yr» Y, 4, Ve 


Die hier rechter Hand auftretenden einfachen Ueberschiebungen 
werden folgendermassen ausgewerthet. Vor allen Dingen ist 


k—r 9 m-@ 0 
(%, By %, % )y 


bis auf einen numerischen Factor gleich: 


eeree ee 
und dieser numerische Factor berechnet sich, indem man die Functio- 
nen a" x, x @a* 4-mal nach £ polarisirt und die so entstehenden 
Polaren A4-mal nach & iiberschiebt: 


‘ror m—-@ 0 Ps k—r or m—e 0 
(, Xs) x, Xs), seal | (a Xs )er» (x, esha: 


Insbesondere hat man folgende Regeln: 
1) Die Ueberschiebungen (a) "a, x"~° a2), verschwinden iden- 
tisch, wenn die Summe der kleineren der Zahlen k—r, 9 und der 


kleineren der Zahlen r, m—g kleiner als 2 ist. 












de 








(15) (r’, tT Yo, = 6 V1: 
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2) Die Theiliiberschiebungen (¢}-” €?, £)-*&2), haben fiir p-+-q—=A 


1 
den Werth ze” i) , und sie verschwinden identisch, sobald p + qZA. 
3) Wenn 4 == 1 ist, so hat man einfach: 
| aett—e-e~it eve~* 


|k—r m—oe |. 


h-r m—@e@ 0 
Z, %, x, 2) = ae 
( 1 2? | r 0 : km 


§ 4. 
Die einfachsten Covarianten von /. 


Wendet man diese Regeln auf die Form -/ an, so erhilt man zu- 
vorderst folgende zwei Formen, welche, wie f, gleichen Grades in 
den x und y sind: 


(8) P=3G fia Sy et — yyy et —3yy2yo? £29? +y,Y27ty'+-Yy' LP Xo, 
(9) P= 12(Z, p11 =y,? (2° + 2,") — 10y, ty, 4,3 x2? 10y,Fy,? x, x24 
+ 10y,?y.3 2,4 a, + LOY, yoy? + yQ®(—2,°+ 2°) 
Man betrachte ferner f einen Augenblick als eine Form, welche 
die x allein enthilt, also als binire cubische Grundform im gewohn- 
lichen Sinne. So hat man die Covariante: 
(10) t=$ (Af )2,0= 272 Uy — 3.2.7 YP Yo— LO a, ZY, > Yo? + 32,7 yy Yo” + 427 Yo", 
die Functionaldeterminante: 
(ll) (f, tho=4 {—a,%y,°—9a, Ly? Y\°Yo— 12. 2,7 yy, °Y2° 
+ 182,%y,P yot—18.2,3 y,4y,°— 12a, 2? yy" 
+9 2,7 X24, 42° —x,5y.9} , 
und die Invariante: 
(12) (T, T2,0= — 6. 
Auf solche Weise kommt man, wie nebenbei bemerkt sei, von f aus- 
gehend, zum Ikosaeder y, zuriick. 


Auf analoge Weise (oder durch Vertauschung von x und y) be- 
rechnet sich: 


(13) t= 3 (f, flog = yy? (a.°—3.4,>x,)+ 10 a,F x," y, y+ yy? (2y°+3.2, 2.9), 


(14) (ft )o,1 =4${u,*( (182,°a,4—2,")+3y,?y,(32,°2,4+42,°x,°) 
+34, 92? ( 4x,%x,°4+ 32, 2,5) + y,3(x,5-+ 182,4a,5) f , 
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Ich bilde ferner die Functionaldeterminanten : 
(16) (7, @)1,0= ty {5a,2a,5y,7+ (42,>—3 2,5) y, y+ 152,°x7y,° yy” 
+252,2,'y,4y.>—25 4,4 x,y,*y,' 
+ 152,723 y,?y.°—(42,°+3,5)y, y.°—52,3x,2y,"} ? 
(17) (f, H),0=4{(2x,2,° %°) YS — 54,4297 y," Yo 
+352,? x_4y,° y.?—(144,°2,+ 72,5) y,>y,>— (144,25 T2x,°)y,>y 
+ 352,127 y,? y.°+52,? 2,1 y, y,’— (a_°-+ 22,52») yp°} ? 
(18) (@, P)s, 0 $ {x.4y,8+82,32,4,7 Yo 42, 2,5 y,Sy.?—8 x, 'y,>y.3+-30 x,? 0,7 yyy! 
+82,'y 3 y,° +423 a,y,?y,5+82, 3 Y, Yo' +2,4y,5}, 
und analog: 
(19) (f, @)o,1 sy {—y,5 (407, 2,°+32,°2,) 25y;‘y_%,'x,° 
+9? y2?(5x,'+152,?x,°)—y,?y,3 (154,>2,?—5 2,7) 252,32, yy! 
+y,° (82, 2,° — 42,°2,)}, 
(20) (fF; Ho, 4 {y,°( -%5—7 £,5 2,5) + y,> y, (—22,8+ 142,32,5) 
+Ys Yo" (52, ©_' + 35a, x?) + yy? yo4(—5 x,7 x, + 35 a,?m) 
+1 Y2* (22,5 + 144,°x,3) + y,°( 2,°+72,32,5)} , 
(21) (9, P)o,2=— 4 {y,4(x,8+ 82,%2,5)+4y,3y, (a, °x,?— 2x, %") + 302,4a,!y,?y, 
— Ay, yo? (52,7 2, + 245%”) + yy* | 8a,5x,5+ x,$)} . 
Ich berechne endlich die dritte Ueberschiebung von f und @ hin- 
sichtlich der z: : 
(22) (f; @)s.0=—=4{O=—4 {a y,7— 7 @,y,°y,2—T a, Y,2yo>— 2, Yo" ) 
und die dritte Ueberschiebung derselben Formen hinsichtlich der y: 
(23) (f; p)o,s =O = § {yy (my? — 74,2295) + yy (ty? + Ta,9a,?)} . 


So habe ich diejenigen Formen gewonnen, welche sich als die 
einfachsten erweisen werden, insofern sich aus ihnen durch wenige 
Rechnung das von uns gesuchte volle System zusammensetzen liisst. 
Ich will die zehn Formen: 


f, 9, %, t, (fr t),0, (Ff, 9)10, (fF, ¥),0, Mir (Pr P),0, 9 
als Formen U, die entsprechenden: 


f, p, ¥, @, (fie )o1, (fF, por, (Ff, 1, V1, (YP, P)o2, 8 
als Formen U’ bezeichnen. Unter den Formen U beachte man be- 
sonders das 9, unter den U’ das 0’, insofern © und ©’ in der einen 
Reihe der Variablen linear sind. — 

Unter den einfachen Ueberschiebungen von /, g, w sind vor- 
stehend folgende nicht aufgezihlt: 
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(f; P)2, 0, (f; W)2, 05 (p, ¥)1,0, (p, v)2,0, (y, v)e, 0 


(sowie die entsprechenden, welche sich durch Vertauschung von x 
und y ergeben). In der That sind diese Formen reducibel; die Be- 
trachtung der Anfangsglieder zeigt, dass sie folgende Werthe haben: 


0, —$(%,M),0, 4Or, $ft, Zor. 


yy § 5 
2y ty Die Form 0. 
*}, Ich werde jetzt folgenden Satz beweisen: 
Jede ganze Function der U, deren Grad in den y um mindestens 
8 Einheiten grisser ist, als der Grad in den x, lasst sich in der Form 
2 yy darstellen : 
77 (4, O),o+B-9, 
wo A eine ganze Function der U und der Ueberschiebungen (U, 9°), o 
oul bedeutet. Ausgenommen ist nur die Form y,. 
Dy ty") 


In der That, wenn von y, abgesehen wird, muss jedes Glied einer 
solchen ganzen Function der U entweder ein Product der Functional- 
1? y,? determinanten 


(f,t),0. (Ff, @)1,0, (Ff, 1,0 


™ oder einen der folgenden Doppelfactoren enthalten: 
t?, t-(f, to, t+ (P,P),0 (Ff; t)1,0°(P, P),0, CP, P)2,0)’, 
Mf, MP, MY, MT, M17 MC To, MCF, P),0, MCF, Ys, 0- 


Aber die Producte der Functionaldeterminanten sind ohne Weiteres 
auf niedere Bildungen zuriickfiihrbar und die aufgezihlten Doppel- 


e factoren lassen sich (durch Beachtung der Anfangsglieder) in folgende 
e Ausdriicke umsetzen, welche sich unmittelbar in der Gestalt (A, 9):,0 
4 + BO schreiben lassen: 


(¥,9)1035 (AW, O,0)1,03 FF(Y, O1,0-—FO(F, P)1,05 
$(f, 91,0(f, 10-4979; she f?(f, Oo + oy OF; 
—4((p, p,0,9)1,05 —$f(t, O),0—- $9 (Ff, t)1,03 

— p(t, 9),o +797; —(p,9")2,05 $§ (Ff, 9*)s,03 

: ae (f; (Q, 0*)e, 0)1, 05 (f, t f(t, 9)1,0 — 2 8 (f; T)1, 0)1,03 
(1; — (tr, 9,0 + f9")1,0- 


Das ausgesprochene Theorem ist also bewiesen. 
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§ 6. 
Umgrenzung des vollen Formensystems. 


Ich behaupte nun: 
Jede Function V der x,y, welche sich bei den zusammengehirigen 
Ikosaedersubstitutionen nicht tindert, ist eine ganze Function der Formen: 


U, U’, (U,@),,0, (U’, O'%Do,.- 


Der Beweis gestaltet sich folgendermassen einfach. Es sei der 
Grad von V in den & gleich w, der Grad in den y gleich », und man 
habe zuniichst »y >. So werde ich sogleich zeigen, dass V in fol- 
gende Gestalt gesetzt werden kann: 


V=A+8B.-0, 
wo A eine ganze Function der U und (U, 0°), 9 ist, wiihrend B weiter 
zu untersuchen ist. Aber B ist dann selbst eine Function, welche sich 
bei den Ikosaedersubstitutionen nicht iindert; es ist also, wenn sein 
Grad in den y grésser als sein Grad in den x oder dem letzteren gleich 
ist, derselben Darstellung fahig; im umgekehrten Falle einer analogen 
Darstellung durch die U’, 0’. Da nun der Grad von B in den x und 
y kleiner ist, als der Grad von V, so erhilt man offenbar, so vor- 
warts schliessend, das ausgesprochene Theorem, w. z. b. 

Um jetzt die Gleichung: 
V=A+B0 

zu beweisen, betrachte ich die Ueberschiebungen von V mit Potenzen 
von 9: 


V, (V,9),0, (V,O%)0,+---- (V, O*)u, 0. 
Von diesen ist die letzte sicher in der Form 
A+ BO 


darstellbar. Denn sie enthiilt nur noch die y und ist also eine ganze 
Function der y,, ¥2, ¥3, von denen y, selbst zu den U gehiért, wih- 
rend sich y,, y, folgendermassen definiren lassen: 
(24) ee (t, 0? )o, 0» 
(25) = 3 ((f, T)1,05 0*)s. 0- 
Es ist also: 
(V,; OM), ar 

und um so mehr 

=A+ BO. 

Jetzt sei (V, O*),.5 unter der Reihe der angegebenen Ueberschie- 
bungen die erste, welche sich in der Gestalt A + BO darstellen lisst; 
ich will zeigen, dass 4 gleich Null sein muss. Hierzu dient der Satz 
des vorigen Paragraphen. 
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Wire namlich in 
(V, @)o=—A+ BO 
4 > 0, so wire in A der Grad in den y um mindestens 8 Einheiten 
groésser als der Grad in den 2; mithin wire, nach dem vorigen Para- 
graphen, A entweder y, oder es liesse sich in die Form setzen 
A=(A,9):,0-+ BO. Aber A kann nicht y, sein. Man betrachte, 
um dies einzusehen, einen Augenblick die in den 2 lineare Form 
(t,®):,0- Wire (V, 0%), gleich y,, so wiirde ((V, O**),_1, 0, (t, ®)1, 0) 
eine Form von dem Grade 18 in den y allein sein, also verschwinden. 
»9 ia <a 
Das wiirde heissen, dass iv. Ser - nur von den y abhingig ist, 
? A—1, 0 
was absurd ist, da man (tr, Q);,o nicht in Factoren zerfallen kann*). 
Also ist A = (A, 9);,o + BO und mithin: 
(V, ©*)a,0 = (A, ®)1,0 + (B+B)9. 
Schiebt man hier beiderseits (u—4A)-mal nach 0 iiber, so folgt: 
(V,; 0"), =(4, alii Ee 
Das heisst: die Differenz (V,@)*-'), ,, — A ist durch © theilbar, im 
Widerspruche mit unserer Voraussetzung, der zufolge (V, 0“), , die 
niedrigste Ueberschiebung war, welche sich in der Gestalt A-++ BO 
darstellen liess. — Also ist AO und V selbst = A+ BO, w. z. b. 


§ 7. 
Aufstellung des Formensystems. 





Man erhilt jetzt das gesuchte Formensystem, wenn man unter 
den U, U’, (U, ©*),,0, (U’, O*)o,, nur noch diejenigen ausschliesst, 
die sich durch niedere ausdriicken lassen (die reducibel sind, wie ich 
gewohnlich sage). Die Betrachtung der Anfangsglieder zeigt**), dass 
folgende und nur folgende Formen reducibel sind: 


fiir jedes s: (¥, ©), 93 ((P, Poor OD,03 CAs Mio» O),,03 
fir s>1: (9,9), 93 Cf, Pho 0 


sowie die entsprechenden, die sich durch Vertauschung von x und y 
ergeben. 

Sonach bleiben die folgenden 36 Formen iibrig, welche das von 
uns gesuchte volle System bilden: 


*) Diese auch im Folgenden sehr wichtige Form lautet ausgerechnet: 
(t, O)y 9 = epyr'> — Wargy,'ys® — 39 xy Ys? Yo" + 39 sey Yo? — 26 2 Y,2 Yo"? + TeYo'*- 
*t) Man benutze die Relationen: 
(p, Oo >=— MTs 
(», 9): 0 == t*, 


Mathematische Annalen, XIIT. 
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Formensystem fiir das Il 
0 1 P ose |} 3 |> 4 } 5 | « | t |] 8 | 9 9 | 
— Pret is ia aia ae kale inl Bailie 
| oh oe ee | 
2 | r | (f,0')o,1 | 
3 | f | | | (A* Dey ( 
4 9 | (Ps Po, 9 | 
5 | | | 9 (f %o,1 | 
6 ® | (fs Wor | 
7 eo | | (f, P)s,0 | | | 
8 (9, P)o, 0 (f ®)1,0) | 
9 | (f. 21,0) | 
10 (f, Ds, | 
11 (9,9), , 
12\y; . 
13 (tr, 9), o | | 
14 ((f.)1,0>®)1,0 
16 ((f )1,0> 91,0 | | | | 
17} | (0%. | | | | 
20!lye | | | 
23) I((F,.t),, 09 Joo) | | | | 
3075 | | | | | 
In der ersten Horizontalreihe sind die Grade angegeben, welche be 
die Formen in den x besitzen; die Grade in den y stehen in der ersten s¢ 
Verticalreihe. 
Wie man sieht, sind alle Formen zugleich Covarianten von /. W 
Da aber umgekehrt jede Covariante von f nothwendig zu den von uns b 
betrachteten Formen gehért, so giebt die vorstehende Tabelle zugleich d 
das volle System der Covarianten, welches die Form f besitet. ( 
d 
§ 8. h 
Relationen zwischen den Formen des Systems. t 
Jede ganze Function V der x, y, welche sich bei den Ikosaeder- . 
substitutionen nicht iindert, ist eine ganze Function der Formen des 
Systems. Aber man kann die Art dieser Darstellung noch einschrinken, 
wenn man die Betrachtungen weiter verfolgt, durch die im § 6. die 
Vollstiindigkeit des Systems erschlossen wurde. Ich will dies hier nur é 
in dem besonderen Falle thun, in welchem der Grad in den y von dem é 
Grade in den x héchstens um 6 Einheiten verschieden ist, und zwar i 


sei, wie ich zuniichst annehmen will, sofern iiberhaupt eine Differenz 
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tir das Ikosaeder. 

— — — ———— ——— 

9 10 | 1 | 12 13 | a | 16 | 17 |20| 23 | 30 
| " | Ye ve 
| (rt, O')o 1 (96 » ((f, T')o,19 0"), » 

; 91 | ((f, ')o,»®')o.1 

fae (q, 0’), 1 








| 
| (4 Po, 19')or 
| | 
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Sime 


| | a 
| pe. | | 








| 
| 
| 
i | 





= 
eee aS 
besteht, der Grad in den y der gréssere. Dann kann man nach § 6. 
schreiben : 
V=A+B.-0, 

wo A eine ganze Function der U, (U, 9*),,, bedeutet. Nun ist aber 
bei allen (U, 0°),,9, wie die vorstehende Tabelle zeigt, der Grad in 
den y um mehr als 6 Hinheiten grésser, als der Grad in den 2; die 
(U, 9°),,9 kénnen also in A nicht auftreten, ebensowenig wie y,. Unter 
den Producten solcher U, welche in den x und y verschiedenen Grad 
haben, kommen aus demselben Grunde hichstens die Producte der Func- 
tionaldeterminanten (f/f, ~):1,0, (/,¥):,0, (f;7)1,0 in Betracht; aber sie 
sind, wie schon oben bemerkt, reducibel. Daher also haben wir den Satz: 

A enthalt neben f, », & nur noch hochstens linear: 

t, (9, )2,0, (f,9)1,0, (f, V0, (f, t),0- 

Untersuchen wir jetzt B. Sein Grad in den y ist nicht grésser 
als sein Grad in den x, aber héchstens um 6 Einheiten kleiner. B ist 
daher derselben Darstellung fahig wie V, nur dass die U’ an die 
Stelle der U getreten sind: 
B=A’+B’- 90’ 
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Die Function B’ lasst sich wieder wie das urspriingliche V be- 
handeln, und so weiter fort. Beachtet man jetzt, dass 
00 = fy — 8q’, 
so sieht man, dass schliesslich folgende Darstellung von V resultirt: 
Va P+ P.O. 
Hier sind P, P’ ganze Functionen von f, p, w, welche einige der 
"unctionen 
Tt, (9, P)2,05 (f; P)r,0, (f; V)1,0, (f; T)1,0, 
resp. der Functionen 


T, (P, 02, (f,9)01, (Ff, ¥)o1, (fT )o1, 

aber diese nur linear enthalten kinnen. 

Die analoge Darstellung: 

V=Q+@-0' 

ergiebt sich natiirlich, wenn der Grad von V in den @ nicht kleiner 
als der Grad in den y ist. 

Hat V gleichen Grad in den x und y, so lisst es sich sowohl in 
der einen als in der anderen Form darstellen. Dann ist P, bez. Q’ 
eine Function von f/f, », w aliein, und P’ resp. Q ist nothwendig 


gleich einer Function von /, g, ~, multiplicirt mit (f,t’)o,1 oder 
(f, t)1,0- Nun ist: 
(26) (f, t')o,19 + (f, t)1,00° = 9f?p — $y’. 
Fiihren wir also folgende Bezeichnung ein, die spaterhin immer fest- 
gehalten werden soll: 
(27) A= (f, t’)o19 — (7, th, 09’, 
so haben wir folgenden Satz: 
Alle Functionen V, welche gleichen Grad in den x und y besitzen, 
sind ganze Functionen von f, p, w und A. 
Bei Vertauschung von x und y aindert A sein Vorzeichen, wahrend 
f, », w ungeindert bleiben. Daher: 
Alle Funetionen V, welche bei Vertauschung von x und y unge- 
dindert bleiben, sind ganze Functionen von f, 9, w allein. 
Insbesondere aber ist A? eine ganze Function von f, », ; vergl. 
Formel (30) des folgenden Paragraphen. 


§ 9. 
Associirte Formen. 


Ich behaupte jetzt: 
Alle Formen des Systems lassen sich rational darstellen durch 
folgende fiinf Functionen: 
t f; 1,0 


[, , ¥, 6 eS =e, 














n 


? 





zwischen denen die eine Relation besteht : 
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(28) Le — Me+ N—0. 
Hier ist: 
L=00' =/y9 — 8q’, 
(29): M = (f,t)1,08 + (ft')o,1 9 = If? — fu", 
IN = 9(f,t)1,0 (f,0')o,1 = — 27f* — 8y* + If ey, 


und 





(30) VM? —4L N= $V p— 256 p+ 320f yy —90? p y*—135f * p+ 108/ 


= (f,1)1,00'—(f, t)o,1.9=A, 
wo A die im vorigen Paragraphen eingefiihrte Grésse bedeutet. 
Zum Beweise betrachte man zuniichst die Formel: 
(31) t} (fey—8 9") = 0° 8q*>—If py) — 3¥°O(F,7)1,0, 
die sich am einfachsten aus den sogieich aufzustellenden Relationen durch 
Elimination ergiebt. Sie gestattet, wie man sieht, t und also © und 
(f; t)1,0 rational durch /, y, v, = , ¢ darzustellen. Berechnen wir ferner 


V1» Yo» Y3- Man findet (immer durch die Betrachtung geeigneter An- 
fangsglieder) : 


(32) t= 9((f, t1,0)? — 27%,f? 
und diese Formel giebt y,. Man hat sodann fiir*y,: 
(33) TY, = ((t, 91,0)? — 37,0", 


und fiir das hier auftretende (rt, 0):,o folgende zwei Formeln, die ich 
beide hersetze, da ich sie spiiter benutze: 
(34) fo? = y (t, 9):,0 +4; 

f(t, O),0 + 30(F, t,o = — 8y,9- 
Man entnimmt endlich den Werth von y, einer beliebigen der folgen- 
den beiden Formeln: 


(35) fv; = 9O(r, O)2o + 7, 9% — 217,7 (fF, 7t)1,0, 
PY; = OF (tr, Oo + 37, (Ff T),0 (7, O)1,0 + 307,7/O. 


,Nehmen wir nun nachstehende Formel fiir (y, @)2,0 hinzu: 


(36) 82? (p,H)2,0 + (70 = »; (16g? — 8fy), 
so gelingt es, die noch iibrigen Formen des Systems, bei denen der 
Grad in den y grésser als der Grad in den ~ ist: 
(f.~)103 (A ¥)1.03 (f49),05 (9,05 (UF, t),0, O)s,05 
((f, #)1,0,9),03 (fF, O*)2,05 (Ff, Th,0, O")2,0, 


durch blosse Anwendung des Identitiitssatzes auszudriicken. Man 
hat z. B.: 
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(fF, Pho: tT = P(f, t,o — f(M, T)1,0, und (g,7):,9, welches nicht 
dem Systeme angehért, gleich — ; fe, 
(f, 07 O)s,0 °F = O (Dior f),0 + (ft),0- (f,9)s,0 und 
(fA t),0;f)1,0 gleich. -— be 


9 ? 


(37) 


und so fort. 


Die Formen, deren Grad in den x grésser ist als der Grad in 
den y, sind ebenfalls sofort erledigt. Denn sie lassen sich, dem Voran- 
stehenden entsprechend, jedenfalls durch /, , y, t’, 0’, (f, t’)o,1 rational 


ausdriicken und diese fiihren auf f, g, , t, 9, (f,7)1,0 zurtick durch die 
Formeln: 


tt = 49° — 3fy, 

(38) 00 =/y — 8q’, 
I(f, t)s,0 (f, Tos = — 2774 — 8q* + If py, 
von denen die beiden letzten bereits oben benutzt wurden. 

Hiermit ist der Beweis unserer Behauptung erbracht. Fiigen wir 
nun noch zu, dass solche rationale Functionen der Formen des Systems, 
welche in den x und y denselben Grad haben, in f, 9, ¥, ¢ rational 
sind. Denn ry ist unter den fiinf associirten Formen die einzige, 
welche in den # und den y nicht denselben Grad hat. 


Ein Beispiel hierfiir, welches ich spiter benutze, ist dieses. Man 
findet aus (32), (33): 





(“> 9),,0° os -s=) 
as m7 
(39) " P (hoya 2 01/2 ? 
"1 
und hier ist rechter Hand vermége der Formeln (34): 
Oro —- 8fp +3 He 
(49) nn — — P¥8e9”? 
e _—8gt— fy 
(41) n °° °&ft+3eq’ . : 
(At) 0) O° (r,9), 0 
G ( EE 2 — ' ha. « 
(42) Wy] * 27f a = y. 
Ich fiige noch folgende Relation hinzu, die sich aus Gl. (35) ergiebt: 
ne ag & Me 4 9p 
(43) Ors —_ a 2 +805 oo er: v1 
v P 


Hier treten rechts neben c, f, m wieder nur diejenigen Ausdriicke auf, 
die in (40), (41) berechnet sind. 
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Abschnitt II. 
Tetraedersubstitionen. 


§ 1. 
Definition der Tetraedersubstitutionen. 


In der Gruppe der 120 Ikosaedersubstitutionen giebt es Unter- 
gruppen, welche dem Tetraedertypus angehéren. Eine derselben, mit 
der wir uns insbesondere beschiftigen wollen*), ist durch nachstehende 
Formeln gegeben; sie verwandelt y,, y, der Reihe nach in folgende 
24 Ausdriicke: 


( EM, 14%, 
FY, —E% 
r yi(e + eA) + M Py Yo (e*4 + 4) 











(1) st ,f4 ’ st — ,4 ? 
- w(the) + eye | 4 n= (4+ ett) a 
nate i—? 7 i-#s 
Beal Bh tial ay 42a 1 a 24 
FREE), pty, 1,234. 


Ungeiindert bleiben bei diesen Substitutionen, wie bekannt, drei Haupt- 
formen, welche in unserem Falle folgende Gestalt annehmen. 


(2) g=P+2y,5y2—5y,4y.? —5y,?yot —2y, yo’ +925 
=(y,? +42") (Yr —2 (+ EY, Yo — Yo”) (Ys? —2 (8? + €) Y, Yo —Y.”), 

(3) Jo=— & (Gis Ior=I1 — M1 Yo tT yr HT yy? y2—TyF yP + Ty, yo 
ty, Yo? Fy 8 = (Ys? — 9, Yo Le — 8? ya”)(Yy>—; Yo (1-€?)? — ety,”) 

(yy? —Y; Yo( 1-8)? —ey2?)(y,?—y, y, (1+-€4)?—ey,”), 

(4) 93=(9i 192) = — Ly," + 849," yo + 66 y, yn’ +-220y,? y.>—165y ,*y," 
+ 264 y,’ y,° + 934 y,° y,° — 264 y,°y,’ — 165 y,4y,5 — 220 y,%y,° 
+ 66y,?y.'° —84y,y." —11y,”. 

Zwischen ihnen besteht die Relation: 

(5) 9; = 2569,° — 1359,'. 

Alle anderen ganzen Functionen von y,, y,, die bei den Substitutionen 


(1) ungeiindert bleiben, sind ganze Functionen von g,, 92, 9. 
Neben den Variablen y,, y, betrachte man jetzt andere Variable 


= 


*) Die Substitutionen der anderen Tetraedergruppen erhiilt man, wenn man, 
unter v eine beliebige der Zahlen 1, 2, 3, 4 verstanden, in die Formeln (1) statt 
%, Ye eintragt e”y,, e*”y, und die so entstehenden Ausdriicke «”y,, bez. *”y, 
gleichsetzt. 
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%,, %,. Sie werden denjenigen Substitutionen unterworfen, welche 
aus (1) entstehen, wenn man é in « verwandelt. Dadurch gehen 
%,, % der Reihe nach in folgende 24 Ausdriicke iiber: 


+ ad +2, ? 
+ DH» +2, ? 
a r 
-- a, (e+ ef?) + %2 4, A=* (s* + ef) 
oles s4 ~ e4 ? Si eat fi a > 


(6) | 
a, (124) 4 sf4a, a, — a, (e** + 24) 
= ah + —— os 





7 a= ae De atte ees , (&—1,2, 3,4). 
Wie man sieht, stimmt die Gesammtheit der Ausdriicke (6) mit der 
Gesammtheit der Ausdriicke (1) iiberein. 

Nun frage man wieder nach allen homogenen ganzen Functionen 
der y,, Y und 2,, 2, welche ungeindert bleiben, wenn man gleich- 
zeitig auf die y die Substitutionen (1), auf die x die Substitutionen 
(6) auwendet. Ich will im Folgenden der Kiirze wegen solche Func- 
tionen als Tetraederformen bezeichnen, wihrend ich die Ausdriicke, 
mit denen sich der vorige Abschnitt beschiiftigte, Ikosaederformen 
nennen werde. 

Von Tetraederformen kennen wir zuniichst g,, g,, g,, und ihnen 
kénnen wir sofort drei andere, 9,’, g,', g,, hinzufiigen, die sich aus 
den g;, 92: g; durch Vertauschung der x und y ergeben. Denn der 
im vorigen Abschnitte so genannte Process bleibt offenbar hier in 
Giiltigkeit. 

§ 2. 
Das volle System der Tetraederformen. 


Beginnen wir wieder damit, diejenige Tetraederform zu suchen, 
welche in den x und den y gleichzeitig vom niedrigsten Grade ist. 
Dies wird, wie sich sofort ergiebt, eine bilineare Form, und in diesem 
Umstande ist es begriindet, dass die hier zu entwickelnden Verhiilt- 
nisse sehr viel einfacher sind, als die analogen des vorigen Abschnittes. 
— Man betrachte zuniichst nur diejenigen Substitutionen (1) und (6), 
welche y,, y, in —y,, y, und 2, 7 in — 2, 2, tiberfiihren. Durch 
sie bleibt, fiir beliebigen Werth von c¢, die bilineare Form ungeiindert: 

(—Y1 22 +Y2%;) — € (Yy%, + Yo%p). 
Nimmt man nun irgend zwei entsprechende weitere Substitutionen (1) 
und (6) hinzu und verlangt, dass die Form nach wie vor ungeiindert 
bleibe, so ergiebt sich c= 1, und diese Bestimmung erweist sich 


dann auch als ausreichend. Wir haben somit als einfachste Form dic 
folgende: 








(7) 
hal 
nat 


vol 


nu 


am tate tm £3" be 





Iche 
hen 


der 


nen 
ich- 
nen 
nc- 
cke, 


nen 
aus 
der 


len, 
ist. 
sem 
alt- 
tes. 
6), 
rch 
art : 


(1) 
lert 
ich 


die 
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(7) L= — % (@% +42) + Y (2, — 2%). 

Da wir nun alle Tetraederformen kennen, welche y allein ent- 
halten, so ergiebt sich jetzt das volle System der Tetraederformen 
nach den Principien der Inyariantentheorie mit einem Schlage. Das 
volle System wmfasst neben 

ir Jor Isr d 
nur noch die Ueberschiebungen: 


(Gir X)0,s, (Yor Mos Gy» 2')o,9» 
wo s im ersten Falle von 1 bis 6, im eweiten von 1 bis 8, im dritten 
von 1 bis 12 léuft. 

Dies sind im Ganzen 20 Formen. Reducibele sind unter ihnen 
nicht mehr vorhanden. 

Will man nur solche Tetraederformen betrachten, die in den x 
und y denselben Grad haben, so ergiebt sich, dass sie ganze Functionen 
VON X, (Jr» X03» (Jos X")o,4> (Gar X°)o6 sind. 

Beschrinkt man sich auf rationale Darstellung, so geniigt es, 
neben 4, (91) X°)0,35 (Jor X04, (Ys X°)o,6 eine einzige Form auszuwahlen, 
bei welcher der Grad in den x von dem Grade in-den y um zwei Ein- 
heiten verschieden ist, z. B. (g,, %7)o,2. Zwischen diesen fiinf associrten 
Formen besteht dann nur eine Relation, welche allein die vier ersten 
betrifft und in (g,, %°)o,s vom zweiten Grade ist. Bei der rationalen 
Darstellung solcher (ganzer oder gebrochener) Tetraederfunctionen, die 
in den x ands y denselben Grad haben, werden x, (9;, %°)o,3, (Go, %")o,4> 

(93; %°)o.6 allein benutzt. 
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§ 3. 
Die Ikosaederformen sind Tetraederformen. 


Da die Substitutionen (1) und (6) nur einen Theil der zusammen- 
gehérigen Ikosaedersubstitutionen des vorigen Abschnittes ausmachen, 
so sind alle Ikosaederformen selbstverstiindlich Tetraederformen. Man 
wird verlangen, sie durch die Formen des soeben aufgestellten vollen 
Systems auszudriicken. Ich will dies hier fiir die einfachsten Formen 
ausfiihren, 

a) Ikosaederformen, welche bloss die y cilities. Es sind dies y,, 
Yo) ¥33 Sie werden ganze Functionen von g,, 9,, 93. Man findet durch 
Vergleich der Anfangsglieder: 


(8) 128y, = 9; + 11y,’, 
(9) V2 = 91°92 — 39192, 
(10) ¥3 = 9° — 109,37, + 459.7’. 


In (9) und (10) habe ich rechts y, stehen lassen, weil sich mit ihm 
bei der von uns festgehaltenen Wahl der Veranderlichen am bequemsten 
rechnet. Denn man hat wieder das Princip: Ordnet man die Tetraeder- 
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formen” nach Potenzen von y,, bez. y,, so wt die Differenz zweier 
Tetraederformen mit demselben Anfangsgliede durch y, theilbar. 

Durch Elimimation ergeben sich aus den Gleichungen (8), (9), 
(10) folgende weitere, die ich spiter gebrauche und daher gleich 
hier notire: 


Tet 
(11) ¥2" = 92° — 407)? 92? + 527292, Vv. 
(12) ¥2°V3 = Ir G2? — 5739192 — 135.9,> 729192- nac 
b) Ikosaederformen gleichen Grades in den x und y. Man findet: 
(13) f=—4£(%) P)os— 42, 
(14) P= — § (Ge, Xone + aft vex’, 
(15) y=—7>—5fy +52. 


Um A zu berechnen, schiebe man iiber die letzte Formel einmal 


(f, p10 in Bezug auf die y, ein anderes Mal (f, p)o,1 in Bezug auf 
die z. So kommt: 


(x*+2f1— 9) (4 @),05 Do. = — {3 BF, P)1,09/)0,1—44((f P).0) P)o1 


+f Phos Wor} 5 
(x'+2f2—9)-((f, Pot, D1,0 = — {3 22((F, Vo,15f)1,0—44((f Go,1) Y)1,0 
+((f Wo,1, v),0}; 


Zieht man diese beiden Formeln von einander ab, so entstehen rechts 
die Ikosaederformen: 


(CA£9),0, for — (A Po.» f)s,0, 

(A Phos Por — (Cf Pot» P)1,05 

(A Po, ¥)o1 — (fF d)o,1, ¥)1,0- 
Dieselben haben in den « und y die Grade (8), (9), (10) und wechseln 
bei Vertauschung von 2 und y ihr Zeichen. Daher verschwinden die 
beiden ersten identisch und die letzte hat den Werth CA, wo C 
numerisch ist. — Linker Hand entsteht die Tetraederform: 


(( P)1,0 X)1,1 — (4, Po,» 21,05 
und da sie hinsichtlich der ~ und y symmetrischer ist, als die im 
Systeme aufgezihlte Form (g,, %°)o,¢, mit der sie den Grad in x und y 
gemein hat, so will ich statt letzterer die neue Form in das System 
aufnehmen und dementsprechend mit einem besonderen Buchstaben 


bezeichnen: . 

(16) v= Cf P)i1,0) Xo, 1 a Cf; P)o1; %)1,0- 
Man hat also: 

(17) (x'+2f1—9) 9 =CA, 


wnd C durch Vergleich eines Gliedes: 


=—f. 
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eter § 4. 
Umgestaltung des Systems der Tetraederformen mit Hiilfe der 
”) Ikosaederformen. 
. Den letzten Entwickelungen zufolge kann man im Systeme der 
Tetraederformen (g,, y°)o,s durch f, (go, %")o,4 durch —, (95, 4°)o,¢ durch 
v ersetzen. Das System nimmt dann diejenige Gestalt an, welche die 
nachstehende Tabelle aufweist. 
let: ' 
a en 
= Le 
i} 7 oe 
7 ie 
w= = 
ma 
Ree 3 
mal > | =. 
auf | > mn, 
|| . 
)o,1 | 5 
iS  * Seg 3 
a ao | 2 SN 
)1,0 = | > 
vo ee SR em ee ee aT aT ge CER rr nerd 
0 } ’ 3 = S 
, ts c x s > , : Arde 
” <2 
3s Je! s & > 
> 
SS ae —.- Furic 
> 3 3 > 
mn re) a: x R 
elu > s § S 
die J at ia aes ere iz 
Cc gq i | S = * 
o |_| Ss a 
= Bris . S 
; 2 | ~ OR ie 
1m s$ > 
dy ve 2 ae. 
em =| es & ke 
en | ss se 
- ee ss 
= | x a * *® 
ee 4 
Po | S SI S 
|onaawt we or neon a 
Die erste Horizontalreihe giebt wieder die Grade in den 2, die erste 
Verticalreihe die Grade in den y. 
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Die Formen g,, g., g; sind jetzt definirt als (/, x°)o,s, (9, 2*)o4, 
(VY, x°)o,c, und entsprechend die g,’, g,', g,;. Aber natiirlich kann man 
sie in mannigfachster Weise als Ueberschiebungen von Ikosaederformen 
mit Potenzen von yz darstellen. Man hat z. B. (was ich spiiter 
gebrauche) : 


(18) I2 = (9, X10, 

(19) — P92 = ((F, Oso, X10, 

und also*) folgende Formel: 

(20) Lh ¥2= — 9-99. — (T,9)1,0- go- 
§ 5. 


Associirte Formen. 


Nach Formel (17) kann man V durch f, mp, z% und A, und also 


auch durch /, m, x und das im vorigen Abschnitte eingefiihrte ¢ = _— 


rational ausdriicken. Wir kénnen ferner unter die associirten Formen 
statt (9,, %”)o,2 die Ueberschiebung (/, 7):,0 aufnehmen. Dann haben 
wir also den Satz: 
Alle Tetraederformen sind rationale Functionen von f, 9, ¢, x5 (fy ¥)1,0 
Die einzige zwischen diesen Formen bestehende Relation ist die 
alte des vorigen Abschnittes, welche ¢ durch /, my, ~ ausdriickt. — 
Beschrinkt man sich auf Tetraederformen gleichen Grades in z 
und y, so kommt selbstverstiindlich (/f, z);,0 noch in Wegfall. 


3 
Ich will beispielsweise die beiden Functionen “7 und — 
ve 273 
welche beide gleichen Grad in den x und den y besitzen, ausrechnen. 


Zu dem Zwecke schiebe man rf iiber die Gleichung (15): 


v=—27—5f" +597, 
und beachte, dass: 
(f; t),0 = 0, (Y, Tho= — ;¢/9, (v,t)1,0= — 99. 
So kommt: 
(21) (tzh,0 Sex' + lt 
i) 3f4°—Agpazt+y 


Nun benutze man die Identititen: 
O (tr, x)1,0 = 1 (tT, 9)1,0 + 7(9, %)1, 0, 
(t, O)1,0 (t, x)1,0 = 4 (4, (7, O)1,0)1,0 + t ((7, O10, Zi, 0, 


*) Vermige der Identitiit: 
z ((z, ®)1 0 9), o= (t, 9),,0 (x, 9)1.0 +9 ((t, ®)1,0> %)1,0° 
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- und ersetze (r,(t, ©), 9):, 0 durch seinen Werth 3 y, 
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©; (9, x)1,0, ((t,8):,0, 21,0 
nach Formel (18), (19) durch g,, — g,g,. So ergiebt sich: 





or. 36+ 3f*— 94 4 (4,0), 


92) ~~ eee ___ 8fxrx—Apzty | = 
ai Ye 1 Yet ? 
3ey°+ 3f7? — 
P9270? __ rq VOL0" ste ae Sy y+ 8m 
(23) = 0 -y 
Y27s TY2Y3 


Hier treten rechter Hand neben f, gy, », x, ¢ nur solche Gréssen auf, 
die in § 9. des vorigen Abschnittes als Function von f, 9, #, ¢ aus- 
gerechnet worden sind; ~ selbst ist aber durch Formel (15) in f, 9, x 
gegeben. 
Ich will noch die Formel anschreiben, die sich durch Division 
von (22) und (23) ergiebt; sie lautet: 
3ey°+3f2 — ox 
(24) ny? > Ts 7°9 | (58),, ail 8fe—4grt¥ + 3nt 5 
Ys Ys ge 3¢e +3fe*— on 
3fx-—4gr+y 





+3 (1,9), 9 


Abscehnitt III. 
Die Auflésung der Gleichungen vom fiinften Grade. 


Die Entwickelungen des ersten und zweiten Abschnittes gestatten 
jetzt, die allgemeine Gleichung fiinften Grades in mannigfacher Weise 
zu lésen, indem man letztere entweder auf eine Ikosaedergleichung 
zuriickfiihrt oder auf eine solche Gleichung vom fiinften Grade, die 
nur einen Parameter enthilt. Von \etzterem betrachte ich nur solche, 
die schon bei Hermite und Brioschi (resp. Kronecker) oder in 
der Klein’schen Arbeit vorkommen*); ich bemerke aber ausdriicklich, 
dass die vorangehenden Betrachtungen weiter reichen, indem sie z. B. 
alle Gleichungen fiinften Grades aufstellen und discutiren lassen, von 
denen die verschiedenen Tetraederformen abhiingen. 


§ 1. 
Die Gleichung finften Grades fiir das ;. 
Durch quadratische (Tschirnhausen-) Transformation kann man 
aus einer Gleichung fiinften Grades die beiden Glieder wegschaffen, 


welche die vierte und die dritte Potenz der Unbekannten enthalten. 
Kine so vereinfachte Gleichung kommt aber im vorigen Abschnitte 


*) Auf letztere verweise ich zumal auch wegen der Literatur. Siehe iibrigens 
Brioschi’s Darstellung in diesen Annalen Bd. XIII, p. 109 ff.” 
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‘vor: sie wird durch die Formel (15) daselbst geliefert, wenn man. in 
ihr f, p, w als gegeben, x als Unbekannte ansieht: 


(1) + Sf — 5px —-¥ =0. 
Wendet man auf die x, y, in denen das y vermége der Formel 
(2) L= — th @ +22) + 92 (%— 2) 


ausgedriickt ist, die 120 zusammengehirigen Ikosaedersubstitutionen 
an, so entstehen die fiinf Wurzeln, welche (1) besitzt; sie lauten: 
(3) he = — BY, HOLY, — HP Hay, — H"HYo. 

Das Differenzenproduct dieser y, ist keine andere Function als das im 
ersten Abschnitte eingefiihrte A. In der That stimmt die Formel (30) 
des ersten Abschnittes iiberein mit derjenigen, welche in bekannter 
Weise die Discriminante von (1) durch die Coefficienten /, pm, v 
ausdriickt, 

Denken wir uns also bei der Gleichung (1) die Coefficienten f, p, v 
und die Quadratwurzel aus der Discriminante gegeben, so kennen wir 
die Ikosaederformen [, », v, c, durch welche sich alle anderen Ikosaeder- 
formen gleichen Grades in x und y rational ausdriicken lassen. 

Ikosaederformen, welche nicht gleichen Grad in den x und den y 


besitzen, sind rationale Functionen von f, gm, w, ¢ und 4 . Letzteres 
spielt, wenn man von der Gleichung (1) ausgeht, die Rolle eines will- 
kiirlichen Proportionalititsfactors; doch will ich den hiermit ange- 


deuteten Gesichtspunkt im Nachstehenden nicht weiter verfolgen. 


§ 2. 
Zurickfihrung auf eine [kosaedergleichung. 


Um die Gleichung (1) auf eine Ikosaedergleichung zuriickzufiihren, 
benutze man einfach die Rechnungen des neunten Paragraphen des 
ersten Abschnitts. Man berechne zuvérderst die drei Ausdriicke: 





id i 8fp + 3yHe Bim —8g?+ fy Cun — Ete’. 
a f*+ 3ep’ P+tee’ = f? + 38¢@ 
Dann hat man fiir 2 sofort die Ikosaedergleichung : 
2 
SP og {2-88 
(4) m1° C 


Hat man sie auf irgend eine Weise durch Reihenentwickelung geldst, 
so berechne man (Formel (2), (3) des zweiten. Abschnitts): 


©) — ve - (Y,2>—Y, Yo(1 + €)?—e?y,”) (Wy? — Yi Y2(1 + 2)? — é*y,”) 
(Ys? — 91 Ya (LE &? — 292") (Wy? — 1 Y2(t +t? — ey"), 
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> 
(6) I G70 aa 
727s a8 


TT (y:2—m yo (1+ 4)? — ty,2) 


CYP 92*) (Y.? -2(EF EY YoYo VY? AEE), Yo—W2") - 
Dann giebt die Gleichung (20) desselben Abschnitts: 
921 191° 
(7) ee eee 
wo A der soeben berechnete Ausdruck ist und 
D — Or — ABY+ scAB + 20/B 
v0 9 
(nach Glch. (41) des vorigen Abschnittes). 
Die Gleichung (7) driickt also y durch eine Wurzel der Ikosaeder- 
gleichung (4) und die bekannten Grissen aus. 
Die tibrigen Wurzeln x, erhilt man sofort, wenn man y,, y, in 
allen Formeln durch «"y,, ¢*”y, ersetzt. 


§ 3. 
Gleichungen fiinften Grades mit einem Parameter. 
Will man nicht explicite auf die Ikosaedergleichung zuriickgehen, 


so bietet der zweite Abschnitt folgende Normalformen von Gleichungen 
fiinften Grades mit nur einem Parameter. Es sei 


3 
8 Oe p am 271 wa ARM. 
( } Vx . " ’ Y273 


Dann haben wir fiir sie nach den Formeln (10), (11), (12) des vorigen 
Abschnitts unmittelbar folgende Gleichungen: 


(9) wu — 10u? + 45u — 3 = 0, 
is 
(10) a. - vo — 400? +50 —1=0, 
1 
ve icc Ys" ot a Ys = iY Ys" ms 
(11) ne w 5 m? w 135 Pa) w ye 0, 
in denen fiir © ‘ der soeben berechnete Werth einzutragen ist und +, 


der Relation (5) des ersten Abschnitts: 


Ys) = 72° + 128y,° 
zu entnehmen ist. Hier giebt Formel (9) die Brioschi’sche Resol- 
vente, Forme] (10) und ‘(11) fallen mit denjenigen zusammen, die 
Klein auf pag. 523, 524 seiner Arbeit entwickelt hat. 
Die Werthe von «, v, w in x und den bekannten Gréssen, d. h. 
die Transformationsformeln, welche die vorgelegte Gleichung (1) in 
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. 
die Normalformen (9), (10), (11) verwandeln, ergeben sich aus den 
Formeln (22), (23), (24) des vorigen Abschnitts. Man setze: 


Za 2+ 3fs—o2x . 
3fe’—4or+4 
Dann hat man, unter Benutzung der im vorigen Paragraphen einge- 


fiihrten Bezeichnung: 


“= 3y+AZ 

(12) u——VB- 4 Bz? 
; Ay+BZ 
(13) o— —Bty. 
a B 34+A4Z 

(14) = a #-68_ 


Um umgekehrt x durch w oder v auszudriicken, beachte man, dass 
aus Formel (9) des zweiten Abschnitts folgt: 


1 
(15) va-= w—s3 
und also 
VB 
(16) w= as" 


Man setze ferner einen Augenblick v an die Stelle von x und also 
die Gleichung (10) an die Stelle von (1). Dann wird: 
vy 

(17) = We—i+1- 
Es ist hiernach w als Function von v, und v und w als Functionen 
von wu definirt. Den verlangten Ausdruck fiir y ergiebt jetzt die schon 
soeben benutzte Formel (20) des vorigen Abschuitts. 

Man hat einfach: 
(19) y= — Av— Dw = 4B. 
Will man die iibrigen Wurzeln yz, berechnen, so hat man wu oder v 
durch eine der anderen Wurzeln von (9) resp. (10) zu ersetzen. 


§ 3. 
Die Jerrard’sche Form. 


Die sogenannte Jerrard’sche Form gehért nicht zu den Glei- 
chungen fiinften Grades mit einem Parameter, zu welchen die Be- 
trachtung des Ikosaeders unmittelbar fiihrt. Vielmehr miisste man, um 
zu ihr zu gelangen, eine cubische Gleichung auflésen, deren Coefficien- 


y2* 


ten in ae rational sind*), Aber sie kann ohne Weiteres als Special- 
1 


*) Cf. die Klein’sche Arbeit, pag. 525. 









ent tet me at eS Oe let 





len 


ge- 


aSs 


lso 


len 
jon 


rv 


lei- 
Be- 
um 
en- 


ial- 











Ueber die Auflésung der Gleichungen vom fiinften Grade. 401 





fall der Gleichung (1) betrachtet werden. In Folge dessen gestatten 
unsere Formeln, wie jetzt gezeigt werden soll, die Transformation der 
Gleichung (1) auf die Jerrard’sche Form und die Lésung der Glei- 
chung (1) durch die Hermite’schen Formeln explicite anzugeben. 
Ich gehe hierauf um so lieber ein, als die Hermite’sche Lésung der 
Gleichungen fiinften Grades die bekannteste ist und man bei neuen 
Methoden zweckmissigerweise verlangt, den Zusammenhang mit den 
iilteren aufzuweisen. 


Hermite’s Formeln, etwas umgestellt, sind diese. Es sei: 


2 . Ears ag Re. See ee 
eo 1, ne tea =f 2 sin? 


7 
q=e K _— gitw : 
so dass 
+a 
2n2 +m 








jx =/2 Va = 


= 9(@). 


Setzt man dann: 


0(0)=(9(3)-+-9660))(o(2")—o(°*)) (oe) — 9(t*), 
so hat man folgende Gleichung: 
> — 2000 x? x’4 & — 1600/5 x4 xt (14x?) =0. 


Umgekehrt also lassen sich die Wurzeln von: 


(20) h® — 5x'th — 2x4 tt" 9 
Vu 
folgendermassen durch elliptische Functionen darstellen: 
G ip 
® (@+ 16%) _ 
(21) bya 
2/5 /oVx % 


Vergleicht man jetzt’ zuniichst die Gleichung (20) mit der all- 


* gemeinen: 


+ 5f7 —5px~+¥=9, 


so hat man 


f=0, gp=x', oan Se*. SES. 
Vn 
Es wird also die quadratische Gleichung fiir das c: 
s 18xc? — 3(1+x*)?e + 2xx 4 = 0. 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind 
Mathematische Annalen, XIII, 












ich wahle die leiztere 
(22) cm * 


Dann bekomme ich: 


a? 3 ’ ( 


(23) 2, —— - (1 14et xs 
i 





2: ie die See. Og 4 
(4) o> apnea fF h+ ate) 


- x? x Vx 1 , 1+-x? he+2xh 
a+b. “st on 23%. S 
sig died i Fea p ie pe apa [PA 2Vu 2uh+Vx (142%) 





’ 





8) b= —2. 7 fo — (134x742!) wo}. 


8 5. 


Die Jerrard’sche Transformation und die Auflésung der allgemeinen 
Gleichung fiinften Grades durch die Hermite’schen Formeln. 


Man betrachte jetzt die Gesammtheit der zweifach unendlich vielen 
Gleichungen : 


x + df —5ox+¥=—0, 
" 


welche dasselbe rm oder, was auf das Gleiche hinauskommt, dasselbe 


2 
3 . . . ° 
* und dasselbe » und w besitzen. Unter ihnen finden sich mehrere 
i 


Jerrard-Hermite’sche Gleichungen. Um also die allgemeine Glei- 
chung o 
e+ 5fr —5o74+49=—9 
in die Jerrard-Hermite’sche Form zu transformiren, bietet sich 
jetzt der Weg, zwischen den Formeln des § 3. und § 4. unter Voraus- 
setzung gleichen i das v, w zu eliminiren. 
i 


Vor allen Dingen also berechne man x? aus der Formel: 


- 4 (A?—3B) (1+ 1422+ x!) 
(27) ee (AUR S16. tet 
und ersetze nun in den Gleichungen: 

= . 1 + x? — 8 * a. 2 4 . 
(26) h 2 Va jo wa (1—340°+x ) wo} ; 


(19) 4=—Av— Du, 
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die v, w das eine Mal durch ihre Ausdriicke in y, c, A, B, C, D, Z, 
das andere Mal durch ihre Ausdriicke in x, h. So kommt: 


9. 1+ 


28) ham ge ley {ula + 82, ade + | 


+ {B+ S47 (1—34a? 4x4). a}, 





ei St... eee Ss 
(29) 4= 4 1+414x?+ x! ‘ Vx b+ Sys 2hVatx2+1 
a 1. ne eee: | RY 
4 (1-+14x?+-x!) (1—34x?-+-x') tips 2Vx aie 
h - 
~ Die erste dieser Formeln ist die Jerrard’sche Transformation, die 


zweite giebt die Auflisung von (1) durch die Hermite’schen Formeln. 
Man hat also, wenn man letztere verwenden will, zur Auflésung 
der Gleichung 
w+ 5f" —Spx+y=—0 
folgende Rechnungen auszufiihren, die ich: hier noch einmal zusam- 
en menstelle : 
1)-Man berechne ¢ aus der Gleichung: 














- (fFo—89%)¢ — Of? p—swrye + CAPS tore) — 9 
und A, B, C, D aus den Formeln: 
be 8fp+ 3cy 
" ~ ft Beg ? 
- —s8¢+fy 
i B= —FF3e9 * 
. _ _ — 89° + 9fpy + 3cy?* 
ann f* + 3ep , 
‘h De £0 tA S ONE. 
S- 


2) Man bestimme x? aus der algebraisch lésbaren Gleichung sechster 
Grades : 
one (i+ 14x? + x!) _ (A?—3B)° , 


n? x'® Cc ? 


3) q aus der Formel: 


gut m 


Vx =V2 V/q = = 9(a); 


me 








—@ 


26* 
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4) h, aus der Gleichung: 


y= 275 Vx pa) +o (2H) \g(2tVCt) gets) 


fo(@tiet®) 9 (ati80+9))) 


Dann ist: 


x me _ Ax. = 1+? — hy®+2xhv 
5) te rl ipa pel? Va n+ 4% 2h» Vate-fit 


ae. Anta ‘a y 3 Vx 1 ky 2xhy 1, 
4 (1p 14x px!) (13408) [Np a? We ees 


Erlangen, im Januar 1878. 

















Ueber einige Relationen zwischen den Combinationssummen 
der Quadrate der geraden und ungeraden Zahlen. 


Von 


Tu. von Oppouzer in Wien. 


‘Bei der Untersuchung iiber das: Fortschreitungsgesetz der numeri- 
schen Coefficienten bei der Methode der mechanischen Quadratur bin 
ich zu einigen nicht uninteressanten Relationen zwischen den Combi- 
nationssummen der Quadrate der geraden und ungeraden Zahlen gefiihrt 
worden, die ich in den folgenden Zeilen kurz aufweise. 


Betrachtet man das Product, in welchem n eine beliebige, d eine 
ganze positive Zahl bedeutet: 


(1) Pay =(n+[d—1)) (n+[d—2))--- (n4+-2)(n+ I)» (n—1)(n—2) 
-+++ (n—[d—2}) (n—[d—1)), 


und multiplicirt vorerst je 2 symmetrisch gegen die Mitte gelegenen 
Factoren mit einander und fihrt nachher die angezeigten Multipli- 
cationen wirklich aus, so lisst sich auch das vorstehende Product durch 
die folgende Summenformei darstellen: 


rae 2p-1 
@) Pana >) (—1t9 Aig Ct? {28 4%, ---- @d—2y}, 

p=1 a 
wobei dem Symbole C die Bedeutung beigemessen wird, dass es die 
Summe der Combinationen ohne Wiederholung der in der Klammer, 
stehenden Elemente zur Classe (d—p) darstellt; hierbei wird der De- 
finition gemiiss angenommen, dass die Combinationssumme der Ele- 
mente zur nullten Classe der Einheit gleich zu setzen ist. 


Kehrt man nun zur Gleichung (1) zuriick und setzt: 


(3) n=m+ ; 
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und verfihrt ahnlich wie frither, so erhilt man leicht fiir das obige halt 
Product die Form: den 
p=ad seit 

(4) Pia-1) = (m+ [d— H) > A) iy? — Ea ~ Qa» { 1?, 3*,: ++ (2d- 3)?}. 
— kor 
Durch Gleichsetzung der Ausdriicke (2) und (4) und Einfihrung von An 
m in letzteren nach (3) resultirt die folgende interessante Relation: ge 
: de 

2p— 

(5) xe 1-2 a {92 42 .... 2a—2)2} x 
pd ' 2 fin 

= (n4d- 1) >A or ~ C+» {12, 32 ....(2d—3)?} , 

p= 
die zu einer Reihe von Relationen fiihrt, welche zwischen den Combi- * 

nationssummen der Quadrate der geradey und ungeraden Zahlen be- 
stehen. = 

Ehe ich jedoch auf die Ableitung einiger Folgerungen iibergehe, 

die man aus der Gl. (5) erhalten kann, will ich auf einige Relationen 
eingehen, die sich aus der Productform (1) selbst ergeben. Bezeichnet , 
man mit Pia das mit (1) analoge Product, aber einerseits mit (n+) : 


beginnend, anderseits mit (n—d) abschliessend, so erhilt man, je 
nachdem man » oder m einfiihrt, sofort: 


(6) Poa = (n? —d?) Py , 

(7) - Pa = (m—d+ 4) (m+d+4) Pay, 

und durch Einfiihrung der Combinationssummen und der Grenze 0 
aus (6): 





» Some: ~ — Oe p {22 42, .+++(2d)2} 


rae 2p—1 } 
= (n?- ee aay Ch? (28, 4, «(2d —2)}. 
pl 
Aus (7) erhailt man durch ahnliche Schlussfolgerungen: 
gerung 
(9) Su ear Of? {1 32, ---.(2d—-1)?} 


pd 
dil tall (— 1)» ST Ot {12,3%,-..-@d-3)} 
p= 


Wihrend also die Gleichung (5) die Relationen zwischen den Com- 
binationssummen der Quadrate der geraden und ungeraden Zahlen ent- 








= a eS a 
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hilt, geben die Gleichungen (8) und (9) die Relationen, die zwischen 
den Combinationssummen einerseits der Quadrate der geraden, ander- 
seits der Quadrate der ungeraden Zahlen’ selbst bestehen. 

Diese 3 fiir die vorliegende Untersuchung fundamentalen Ausdriicke 
kénnen nun in der beliebigsten Weise zur Herleitung einer unendlichen 


Anzahl von Specialrelationen verwendet werden, und ich will im Fol- 


genden einige derselben anfiihren, um die vielgestaltige Weise anzu- 
deuten, nach welchen dieselben behandelt werden kénnen. 

Multiplicirt man z. B. die Gleichung (9) mit dm und integrirt, 
bestimmt die Integrationsconstante durch die Specialisirung m = 0, so 
findet sich: 


pad op+1 

m y 
D(H? aa OF? {18,8 + - B19} 
cate or - 


(— -1)*? mePrt 2d—1 E : : 
3 ga (0 (458) geome oan 


Fiihrt man in diese Gleichung die Specialisirung m= 4 ein, so 
erhilt man nach einigen leichten Umformungen eine Relation, die bei 
der Ermittelung der numerischen Coefficienten bei Doppelintegralen 
von Bedeutung ist: 


fee ‘ , 
Ss on nt, 32, --.- (2d—1)?} 


p=0 
pad 
+m@=1 9) Ct {12 32.... (2d—3)?} 
e=1 
p=d a= 
8 Bye a ey 
— (2p-++1) (2p—1) 


Ich begniige mich mit diesem Beispiel der Verwerthung der Glei- 
chung (9) zur Herstellung neuer Relationen, und bemerke, dass in 


‘ganz iihnlicher Weise die Gleichung (8) benutzt werden kann. Die 


aus (5) fliessenden Relationen will ich aber in einigen weiteren Bei- 
spielen erliutern, da in der That einige interessantere Gleichungen 
erlangt werden kénneh. 

Setzt man in der Gleichung (5) den Specialwerth » = 4 ein und 
beachtet, dass links vom Gleichheitszeichen fiir p = 1 der auftretende 
unbestimmte Factor (m— 4)°?-? = 0° der Hinheit gleich gesetzt werden 
muss, so findet sich leicht die bemerkenswerthe Beziehung: 


prod 
acre Ce» {92 42,.... (2d—2)"} 
= (— 1)4—1(2d—1) (12-3?----- (2d —38)’). 
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Setzt man aber in (5) » = 0, so erhilt man nach einigen offen- ident 
kundigen Reductionen: der 
ree 
(a) (—1)*-» C+» {1?, 32, .... (2d—1)?} = 0. 
p—o0 
Setzt man endlich » = 1, so findet sich: 
- pad ( : . 
2, oS Cap {22, 42,.... (2d—2)"} = 0. 
Aus der Gleichung (5) erhalt man durch Differentiation: - 
as 
p=a 2 
(— 1)? - i Jo a . Ca» {22, 42, aia - (2 ad—? )*} Ele 
p= ; set 
pd 
==) (-1) ape a “C+ {12, 32,.... (2d—3)'} 


s 
i 
vl 


s 
x 


2 ~—g ) << ¢ q 
+ 2 1)t» (@P: ae C+» {12, 3%, .... (2d—3)?}. 


Die hier ausgefiihrte Differentiation erleichtert sich ganz ausser- 
ordentlich und fiihrt sofort zu iibersichtlichen Resultaten, wenn man 7 
rechts vom Gleichheitszeichen in (5) statt m wieder m einfiihrt und di 
die Differentiation rechts nach m ausfihrt, und nachher, da 


dm = dn 


ist, wieder » substituirt. Weitere Relationen kénnen durch fortge- 
setzte Differentiation und dadurch erhalten werden, dass man vor der 
Differentiation rechts und links mit beliebigen Functionen von » mul- 
tiplicirt. Doch will ich mich mit den gegebenen Andeutungen be- 
gniigen und einige Formen aufweisen, die durch die Integration erhalten 
werden. Multiplicirt man nimlich in (5) links mit ndn, rechts mit 
(m+4)dm und integrirt, so wird: 


a=s fas 1)2-P p2P +1 


(2p+1)2°-”) 





Cap {22, 42... cor (2d—2)3} 


= 
ST (— 1)? m2 +1 1 m?? 
a? ty 92 (Pp) pte 2p 


a” 2p 2p—1 
+ (Sp te Spar) pO 8-day 44, 


a. 








wo J die Integrationsconstante vorstellt, zu deren Bestimmung die 
Specialisirung n=O und m=O fihrt. Da beide Bestimmungen 

















Einige Relationen zwischen Combinationssummen. 







409 


identisch sein miissen, so resultirt aus dieser zweifachen Bestimmung 
der Integrationsconstante die Relation: 





~ Ce-p {92 42 .... (2d—2)2) 
poi 
pad 
—1)*” {2d-1 " 
- 2.5 he ox spore {r, 3%, ++» @d—3}} 


Man kann die Gleichung (5) noch in der Weise zur Herstellung 
weiterer Relationen benutzen, indem man dieselbe dadurch abindert, 
dass man mit Hiilfe der Relation (9) die Combinationssumme der 
Elemente {12, 3%, ---- (2d@—3)*} durch {1%, 3%, -.-- (Qd—1)*} er- 
setzt; man hat dann: 


n2P-1 

(n— d) S(-1ytr- _— C-v {22, 42, ---. (2d—2)*} 
pai 
p=a 
= >- 7 - a = C¢-p {12, Bt, +--+ (Qd— 1)?} . 
= 


Multiplicirt man links mit dn, rechts mit dm, so findet sich durch 
die zweifache Darstellung der Integrationsconstante: _ 





=d 
p a Cav {92 42,.... (2d—2)?} 
a 
a aye ‘S o iin {2?, 42, «++. (2d—2)?} 
et yer 
“a (epi) Cer {12, 3%, ++ (2d—1)f. 


Die im Obigen entwickelten Resultate sollen nur die Fruchtbar- 
keit der Formeln (5), (8) und (9) zur Herstellung von Relationen 
nachweisen; die hier gewihlten Specialfalle spielen in der Kingangs 
erwihnten Untersuchung eine wichtige Rolle. 


Prof. M. A. Stern machte in einem Briefe iiber die vorstehenden 
Relationen an mich die folgende Bemerkung, die ich wegen ihrer Be- 
deutung zur Herstellung weiterer Relationen anfiige: ,,Die Relation - 
(5) enthiilt eine Menge einzelner Relationen. Da némlich m eine ganz 
unbestimmte Zahl ist und auf der linken Seite nur ungerade Potenzen 
von » vorkommen, so miissen, wenn die-rechte Seite nach den Po- 
tenzen von n entwickelt wird, die Glieder, welche gerade Potenzen 
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von » enthalten, einzeln Null werden. Dies giebt ebensoviel einzelne 
Siitze, von welchen der letzte, der sich auf das Glied bezieht, in wel- 
chem gar kein » vorkommt, mit Ihrer Relation (a) identisch ist. 
Ferner miissen die einzelnen Glieder auf der rechten Seite, die eine 
gewisse ungerade Potenz von  enthalten, den entsprechenden Glie- 
dern auf der linken Seite gleich sein. Dies giebt ebenfalls wieder so 
viele einzelne Siitze.“ 


Wien, 22. Januar 1878. 











Zur Theorie der Charakteristiken der partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. 


Von 
A. V. BAcktunp in Lund. 


In dem letzten Paragraphen meiner zweiten Abhandlung iiber 
partielle Differentialgleichungen hdherer Ordnung mit intermediiren 
ersten Integralen*) habe ich von partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung gesprochen, die charakteristische Mannigfaltigkeiten 
einer Dimension besitzen. Zu dieser Classe von Gleichungen gehort 
insbesondere, wie am angefiihrten Orte bemerkt worden ist, die Glei- 
chung 2. O. mit dem vollstiindigen ersten Integrale: eine arbitrare 
F (u,,U.,++* Un) =, und von einer jeden solchen Gleichung gilt 
der Satz, dass auf jeder Integral- M,, derselben zwei Schaaren von cha- 
rakteristischen M, verlaufen. Diese charakteristischen M, zeichnen 
sich vor allen anderen einfach unendlichen Reihen von jener Gleichung 
zugehdrenden Elementen (22;p;pix) dadurch aus, dass eine jede Schaar 
von (n—2)-fach unendlich vielen charakteristischen M,, die vereinigt 
liegen und also eine M,_, bilden, eben eine unbegrenzi vielen Inte- 
gral-M,, der Gleichung 2. O. gemeinsame M,_, bildet, wihrend durch 
eine jede anders zusammengesetzte M,_; immer nur eine Integral-J/, 
gelegt werden kann. Oder, in anderen Worten, alle diejenigen Werth- 
systeme der dritten Differentialquotienten p;,, von z, die den Elemen- 
ten (2x;p:p;x) einer solchen einfachen Reihe von Elementen (¢x;p;pix), 
die eine charakteristische-M, ist, zugehdren, alle Werthsysteme pjx: 
also, welche die Seth Gleichungen befriedigen: 

A pix = pizrdx, + pirgdt, + +++ + Pirndtn , 
wo fiir da;, dp, die der fraglichen Reihe zugehérigen Werthe zu 
setzen sind, geniigen simmtlich der partiellen Differentialgleichung 
2. O. Und dies gilt ausschliesslich fiir die charakteristischen U,. 


*) Diese Annalen Bd, XIII, p. 69, 
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Aus ihnen setzen sich, auf unbegrenzt viele Arten, nicht nur, wie 
gesagt, M,_,, sondérn auch M,_:, M,_s, --- M, zusammen, die fiir 
die Gleichung 2. O. insofern eine besondere Bedeutung haben, als 
durch dieselben unendlich viel mehr Integral-M, als resp. durch an- 
dere M,_1, Ma, Mas, --- M, hindurchgelegt werden kiénnen. — 
Aber eine Gleichung 2. QO. wiirde, auch ohne charakteristische M, zu 
haben, derartige M,-,, M,-2,--- M,, — charakteristische M,_1, 
M,-2, -- + M,, — besitzen kénnen, und zwar zu grésstméglicher 
Anzahl, so dass jede Integral-M, aus solchen M zusammengesetzt ist; 
und die Gleichung 2. O. wiirde charakteristische M,-,, M,-2,--- M,, 
ebenfalls zu grésstméglicher Anzahl, besitzen kénnen, ohne charakte- 
ristische M,, M, zu haben; u. s. w. — Es gilt sogar der Satz, dass 
fiir die allgemeine Gleichung 2. O. mit » unabhiingigen Variablen 
diejenigen charakteristischen Mannigfaltigkeiten, die in einer solchen 
Zahl vorhanden sind, dass jede Integral-M, aus einer Reihe von un- 
endlich vielen solchen Mannigfaltigkeiten besteht, Mannigfaltigkeiten 
von nicht weniger als m—1 Dimensionen sind. — 

In den Nummern 25.—29. der genannten Abhandlung habe ich 
von Systemen von Gleichungen 2. VU. gesprochen, die charakteristische 
M, und von ihnen erzeugte Integral-M, zur grésstméglichen Zahl 
gemeinsam besitzen*). Dabei habe ich bemerkt, dass, wenn die An- 
zahl der Gleichungen des Systems drei, vier, - -- ist, die ersten Deri- 


virten derselben in Bezug auf 2,,--- 2, sich resp. auf 3n—3,_ 


4n —6, --+- Gleichungen reduciren. Dass dieses eine fiir Gleichungs- 
systeme mit Integral-M, zur grésstméglichen Zahl und charakteristi- 
schen M, vollig charakteristische Bedingung ist, hatte ich damals nur 
fiir den Fall eines Systems von » Gleichungen erkannt. Aber alle 


Systeme von drei, vier, -- + Gleichungen 2. O., deren erste Derivirte 
in Bezug auf x,, +--+ X_ sich resp. auf 3n—3, 4n—6,---- Glei- 


chungen reduciren, haben nicht nur Integral-M, zur grisstmiglichen 
Zahl, sondern auch charakteristische M, gemein. Dagegen kann es 
Systeme von Gleichungen 2. O. geben, mit Integral-M, zur grésst- 
moglichen Zahl, aber ohne charakteristische M,, — und von den 
ersten Derivirten der Gleichungen eines solchen Systems sind auch 
einige von den tibrigen abhingig, aber die Zahl der von einander un- 
abhiingigen Gleichungen, auf die jene Derivirten sich reduciren, ist 
grosser als die entsprechende Zahl fiir das aus derselben Anzahl Glei- 
chungen bestehende System der erstgenannten Art. Z. B.: vier Glei- 
chungen 2. O., von denen drei als Integrale.verschiedener Schaaren 
einer linearen partiellen Differentialgleichung 3. O. zugehiren, kinnen 


*) Die Systeme der Nr. 25., 26. sind Systeme speciellerer Art. Sic gehdren 
naimlich zu den in Nr. 29. betrachteten Systemen. (Man setze nur k = 2.) 
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charakteristésche M,. Ihre ersten Derivirten reduciren sich auf 4n— 4 
Gleichungen. 

Hiermit wollte ich insbesondere eine am Ende der 27. Nr. meiner 
letzten Abhandlung gemachte Angabe berichtigt oder wenigstens naher 
erlautert haben. 

Den ersten der oben hervorgehobenen Sitze zu beweisen, ist einer 
der Zwecke der folgenden Mittheilung. 


1. Jedem Punkte einer Mannigfaltigkeit von »—1 Dimensionen: 
Z a= f (%,- ++ 2%), 
L, = (a, --> In) 
schliesst sich eine einfach unendliche Schaar von Werthen von p,, 
Po, *** Px an: 


7 a , 
Fe — Ge — =O, (i= 2,3,---m). 


Und ebenso schliesst sich jedem Elemente (zx;p;) einer Mannig- 
faltigkeit von co"*~ Flichenelementen: 


e =f (%,-+-%n), 
%, = P(La,++* Xn), 
Py = 1 (%2,+ ++ En), — 
WO p,,--~- pn durch die vorhergehenden Gleichungen bestimmt werden 


— eine Schaar von einfach unendlich vielen p,, (d. i. zweite Differen- 
tialquotienten von z) an, gegeben durch die Gleichungen: 


0 0 a é 09 
ta, Paes —Pr=9, Pia. —Pyg= 0, --- et “Pr dn, 2ia=9, 


é 0g a 0 0 7] 
on Pz “P2=9, A Sica se 3a, Pa jg Pin, 


7) e 09 
oes =0,--- ba, P0 Der da, —psn=9, 


Fee Page —DPan=0, 


in denen selbstverstandlich fiir p,, ~., +++ Pn die der M,_, zukom- 
menden Werthe zu setzen sind. - 

Und jedem “lemente einer Reihe von co"—' vereinigt liegenden 
Elementen (¢2;p;pix): 
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S = f (@2.,°+* Sn), 
ay = 9(%., spre Xn) ? 
P; = 1 (%o,*-* Fn), . 
Pir= Ui(%2, +++ Mn) 5 
(Po, *** Pay Pio» *** Pan bestimmt durch die vorangehenden Glei- 


chungen) gehért eine Schaar von einfach unendlich vielen p;,j, den 
dritten Differentialquotienten von z, niimlich die folgende Schaar zu: 





é a 0 
= ping Prrx—9, So Panga “Prs—9, 5 ra 


OP» a a 
oPP a Se Pin=9, oP ping Pr3—9, is Ping Pag -0 


Pings —Piy=9, >> 


ap Ok Op 

ja, PIs Bas Piss 9, ja, Pingo —Piss=9, ++ 
ap 

Oa, Pinde, —Piyy—9, + 

Par Oe gd, eg Oe 2g Seg OF. gg if 

Gx, 2 2%pg, P22 Oz, cred 223 V) Ga, Parga, Pra 


ap. Ps: eg 
ja, 22 19 —Pox3—9, jx, P2315, Po3,=9, 


OP a9 
da,  P2s1Ga, Pras 0,--: 


re se we oe Oe ik eee ee Crt +e » © 6 6s € » © € & * &_& oe 2 ee 





eo. = 4 aie eS 4 Oo 4 6 6S SO ORO @.6 ee ee 6 Oe 


Hieraus folgt erstens, dass durch eine beliebige partielle Differen- 
tialgleichung 2. O. jedem Elemente jeder Mannigfaltigkeit von oo"' 
vereinigt liegenden Elementen (¢xp), d. i. jedem Elemente jeder M,-1, 
gewisse Werthsysteme von der Gleichung 2. O. und der M,,_; gemeinsam 
zugehdrenden p;, zugeordnet werden. Zweitens aber, dass auch einem 
jeden der so bestimmten Elemente (22; p;p;,) ein Werthsystem der 
dritten Differentialquotienten p;,, zugeordnet wird, das der M,_; und 
der Gleichung 2. O. zu gleicher Zeit zugehért, ferner ein eben solches 
Werthsystem der vierten Differentialquotienten von z, u. s. w. 

Denn dass alle diejenigen oo”? Elemente (¢+ dz a;+ dx; --- 

- pix + dp), die unserer Mannigfaltigkeit von co*—' vereinigt lie- 
genden Elementen (22; p;, pix) zugehdren und einem beliebigen Elemente 
(2x;p;pix) derselben ,unendlich benachbart sind, einer und derselben 
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partiellen Differentialgleichung 2. O. F — 0 geniigen, driickt sich al- 
gebraisch so aus: Von den Gleichungen, denen diejenigen p,,, 2u 
geniigen haben, die jenem Elemente (22,p;p;,) jener M,_1*) zuge- 
héren, miissen »—1 von der Form sein: 

() 4F (9 dF @@a@F _ 

Te Fae, + Fo =. 

(¢ = 1,2,---n—1). 
Die Gleichungen aber, welche die der Gleichung 2. O. zugehéren- 

den p;x, erfiillen, sind diese: 


dx 1 


=0, 9. =0,--- =0, 
und den friiheren Gleichungen, den Gleichungen fiir die eben genann- 
ten px, der M,_,, hinzugefiigt wirken sie also nur wie eine neue 
Gleichung. Da nun weiter alle die Gleichungen, die fiir unsere p,,; 
gelten, linear sind, so folgt hieraus, dass durch eine partielle Diffe- 
rentialgleichung 2. O. ein einziges von den der M,_, zugehdrenden 
Werthsystemen der dritten Differentialquotienten von z, eins der vier- 
ten etc. ausgeschieden wird, — wie oben behauptet wurde. 


2. Die obigen Gleichungen fiir die der M,_, zugehérenden Werthe 
der pix; schreibe ich jetzt so: 


ox 0x. 
Py2: =A — Pitz? "+ Pimt=Gar—Pini Fg? 

CE Ox? Ox Ox, 02 
Poo1 ~~ G04 — G21 Day +Pi (Fe,) » °° * P2ni=A2n1— Ay ja, T Pigs, da,’ 


Oa, 0a,\? 
=f —af — —_— 
Pnni=Ann1 tnt gg + Pin 3a, ’ 


und erhalte dann durch Anwendung irgend einer der letzten Gleichungen 


der vorigen Nummer, z. B. der Gleichung = — ==(), die ich so schreibe: 
i 


Ay Pit + AjePian ++ * Ann Pam = U, 
(du = %,-)> denjenigen Werth von p,,,, der durch die partielle 
ik 


Gleichung 2. 0. dem Elemente (22; p;pix) der obigen M,_; zugeordnet 
wird. Die Gleichung, die ihn bestimmt, lautet: 


1 


*) So bezeichne ich eine Mannigfaltigkeit von »”—* vereinigt liegenden Ele- 


menten (22; P; P;,)- 
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Ox, ex ox 
Pin \4i1 i Ay, Di, — Ais Fe. =m 66° = Ain Ge 
Om, 4 Oxy, Oa, \ Ox, 
+(4 22 Oa Ay, Dit, +: -+ Ain 55 Gat, 


Sie scheidet also eine gewisse, der vorliegenden M,_, zugehdrende 
Reihe von oo*—' vereinigt liegenden Werthsystemen von (22; p; Pix Piri), 
ich sage, sie scheidet eine M,, aus. Jedem Elemente (22; p;pix pix) 
derselben gehort eine einfach unendliche Schaar von pji:m zu, die durch 
Gleichungen von der Form: 


e Ox abs oy Tage | 
Prrrz—41 112 Parti Fe, ? Pine —- Pinay » 
n 


Ox, 0x, ? Ox Ox, 02 
Pri22= 41129-1125 TPs (z,) 2° ** Puzn= A120 i252, +P i111 Dar Dat ’ 


a s+ 2b ee et & € 6 « bed be Ce Ce 6 2 os 6 6 & 6 6 Oe & ©: 8 @ + OS 


bestimmt wird. Und weil alle die fraglichen (22; p;p;xpixi) der par- 

tiellen Differentialgleichung 2. O. zugehéren, so ordnet diese Gleichung 

vermittelst der eben hingeschriebenen Gleichungen und der Gleichung: 
SF an O, 
dx? 

die von der Form ist: 


Ay Prin + ApPian +++ + Ann Paar = W, 
jedem der genannten Elemente ein Werthsystem von, der M,_, zuge- 
hérenden pjxim 2U. 
In Folge dessen erhilt man fiir den fraglichen Werth von p,,; 
eine Gleichung von der Form: 


Ox, a 
Prins {Au — Ay Da, ><> ge = 


+ (4a Ft +--+ Aan $2) 5 


OX. 


S'S @¢- Ore @hi-w (@ '6\% @ 4) Om Oe: 4% 


+ 4u(Ge.)} = 7 


Und fiir das von der partiellen Gleichung 2. O. zu einer aus 
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Elementen dieser Gleichung bestehenden M,”,*) zugeordnete Werth- 
system der Pjiimn gilt Aehnliches; u.s. w. — 
Nun kénnen wir insbesondere eine folgendermassen herzuleitende 
M,_: betrachten. Man gehe von einer beliebigen Integral-M,: 
a=f(%,,%,-- * Xn) 
der partiellen Gleichung 2. O. aus, setze in die Gleichung: 


12 Qa, 





é a 7] 
+ (le SB tt dan $B) $B 


2 
+ Ann (Fe) = 0, 

fiir die in den A;, vorkommenden Grossen 2, pi, pix die Werthe aus- 
gedriickt in x,, Ly, +++ &,_ ein, die thnen als Elemente jener Integral- 
M,, zugehiren, und suche sodann eine Lisung: x, = 9 (Xp, X3,- + + Ln) 
dieser partiellen Gleichwng 1. O. (A)**). Die My";’, die durch die 
Gleichungen: 

2 =f (%,,X,+++ Hn), 

Z,=Q(  Xq,+++ Sn), 





7) 
y= ae ? 

52 f 
Pir bat? 


dargestellt wird , ist cine Mannigfaltigkeit von n — 1 Dimensionen einer 
besonderen Art. — Sehen wir dieselbe zuniichst nur als eine M,_,, d. h. 
als einen Inbegriff von <"-1 Elementen (2x; p; pix) an, so haben wir 
dieselbe in dem Sinne als eine ausgezeichnete M;.., zu betrachten, als 
alle die co! Werthsysteme von pjxi, die thr in einem beliebigen Ele- 
mente (22; pi pix) 2ugehdren, eben der partiellen Gleichung 2. O. geniigen. 
Und als eine My, betrachtet, besitzt sie hinsichtlich ihrer p;x:» den- 


selben Charakter wie als M,_; hinsichtlich ihrer p;,x,, u. s. w. — 


Wiihrend also nach dem, was oben von einer beliebigen M,_, aus- 


*) So bezeichne ich eine Mannigfaltigkeit von oo” 


(22; DP; Pip PixtPirim): 

**) Die Gleichung (A) wiirde mdglicherweise eine durch zwei, drei, - - - 
Gleichungen ausgedriickte Liésung besitzen kinnen. Diese Lisung wiirde dann 
resp. einer charakteristischen M,_,, Mj_,, --- zugehéren. In etwas anderer 
Weise wird in den nid@stfolgenden Nummern das Criterium solcher M,_., 44,3 

+ angegeben. 


vereinigt liegenden 


XIII, 27 
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einandergesetzt wurde, durch eine partielle Differentialgleichung 2. 0. 
jedem Elemente einer aus Elementen (¢x;p;p;,) der Gleichung be- 
stehenden M,_, ein Werthsystem von (pjiz, Pisim, +++) zugeordnet 
wird, so entsprechen dagegen fiir irgend eine in der eben genannten 
Art construirte M,_, jedem Elemente co” Werthsysteme von (pjzi, 
Pikim,* ++), die ihr und der Gleichung 2. O. gemeinsam sind, indem 
nimlich alle diejenigen Werthsysteme, die der M,_; zugehdren, auch 
der partiellen Gleichung 2. O. zukommen. — Oder, rein geometrisch 
ausgedriickt : 


Wahrend man durch eine beliebige M,1 nur eine (oder einige) 
Integral-M,, einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung 2. O. legen 
kann, hat man dagegen durch die Gleichung (A), in der oben niiher 
beschriebenen Weise, M,_; bestimmt, durch welche unbegrenzt unendlich 
viele, nach dieser M,_, einander osculirende Integral-M, der Gleichung 
2. O. hindurchgehen. Jede Integral-M,, ist von unendlich vielen solchen 
M,-: erzeugt. Diese M,-; sind als fiir die partielle Gleichung 2. O. 
charakteristische M,—. zu bezeichnen. 


3. Von den Gleichungen einer M,_»: 


= f(®3,%,--+4n), 
x, = 9 ( ), 
Ly = v ( )» 
Pi = 11( )» 
Po = Ir ( ), 
Pa = In( ) 


sind die n—2 letzten Gleichungen von den iibrigen abhingig. Man 
hat nimlich: 


é é a : 
Fe ~ GE Ps oe — P= 9, (¢= 3, 4,---m), 


wodurch 7;, %,, -*+ Ym durch f, m, v, 4%, %2 Vvollkommen bestimmt 


sind. Die dieser M,_, zugehdrenden p;, sind diejenigen, welche die . 


Gleichungen erfiillen: 


a { , » oO bs ; 
aon —PuP (%3)—Pi2¥ (%3)—Pi3=9; ot —P2 Y' (L5)—Po» V' (Xs) —P23=9, 
Ox, Ox, 


a ’ , r,) t, , 
Fer Pu? (4)—Dyo V (4) —pyy=9, Far Pa P (%4)—P» V (X)—Py=9, 


i 6 2 es Oe 6 & Os. & + 6 ee SC eS © GO « O's 2 oe € ss & © ) OA 


2 PP (Gn)—Pi2¥' (x) —Pin=O, oe Pay P (CM Pog V (ttn) —Pan=9, 
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Ps 
Ox; 


oe PsP (2,) —Pso¥' (€)—Ps,—9, Dats PrP (%)—Prod (2)—Py=9, 


P31 (%3)—Pgo V (23) —P33=9, 


me @ 68 #60 es © ea © ose e e642 Or eS Oe oe Ae 2, FF 2 eee ee Ce 


= P31 P (Gn)—Pg2 V (Xn)—Pan—O, om Pai Pn) —Pyo¥ (Ln) —Pan—9, 


u. S. W. 


Es wird also jedem Elemente (2%,p;) eine Schaar von 00° p;, zu- 
geordnet, denn man hat drei der pz, etwa 1, Pio, Po. ganz arbitrare 
Werthe zu ertheilen. Durch eine partielle Differentialgleichung 2. O. 


werden zweifach unendlich viele p;, ausgeschiedeh. — Ich setze nun: 
Py = Ars (Ug%q +++ Mn), 
Pio = dar ( ), 


wo die Functionen 4,,, %,;. ganz beliebig gewahlt sind: durch die par- 
tielle Differentialgleichung 2. O. wird dann p,, und damit auch zu 
einem jeden Elemente der M,-. ein Werthsystem von, dieser M,_» 
und der partiellen Differentialgleichung 2. O. gemeinsam zugehérenden 
pix bestimmt. Der Inbegriff dieser Elemente (2%; p;p;,) mége als eine 
Mj. bezeichnet werden. Die derselben zugehérenden cot Werth- 
systeme von p;x, sind durch die Gleichungen gegeben: 

0 , , 

os — Pin (Xs) — Prre¥ @s) — Pus = 9, 

Oa, Pri P (Xs) — Pre (1) — Pin = 9, 


} ¢ 2 6 6 '@ ge 6 © @ 6 Se oO SO Oe ew Ze 
Ce 61s “eo 'o & @ Se BES @ 2 @ 9 ee ate eS 
ee) 
<6 + ¢ «2.6 © @ & 2 & GS oe 2 ee ee eS 


eo. e © © © © © © © © © © © © © © ew we we we we 


Aus diesen Gleichungen miissen sich nothwendig n — 2 Gleichungen 
der Form: 
4 + eS ee ee 
| 


n 2, 


27* 
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zusammensetzen lassen; denn dieses ist die Bedingung dafiir, dass alle 
Elemente (22;p;pix) der M2: Elemente der partiellen Differentialglei- 
chung 2. O. F =O sind. Um daher diejenigen Werthe von den jener 
M,-2 zukommenden p;;; zu erhalten, die zu gleicher Zeit der partiellen 
Differentialgleichung / —0O geniigen, hat man nur noch die beiden 
Gleichungen: 

dF 0 dF 


ada,’ dz, 
hinzuzufiigen. 


Sie sind von der Form: 


Ay Piss + AyePiar + * 
+ Ay.Por ++ °° 


Ay Piso + AjePioo + °° * 
+ Ag2Doo + - ° 
Guttihs <ehiw &% eal V. 


Und wenn in dieselben die obigen Werthe von p;,,; eingesetzt 
werden, bekommt man: 


Pin Qi + Pir2Qie + Pry Q» + Q =O, 
P41 Qi + Poy2Q2 + Pr22Q. + A =O, 





wo 
om Oxy, On, 
Q), =Ay— Aj; — A, | aac egal Hy 
3 4 
Oxy Cx, Ou, 
dey A. oF 
+ ( 3 04, . 34 Oa, + OX, 
Ox, ) Ox, 
A,,=— 
+ (Au Zot +++) 5a! 
0x Ox. 
7 oe 2 EE eek, ag. ca as ole ee 
12 12 13 Oa, 4 Oat, 
a ae ees tere on See 
133 Oa 4 Oa F 
3 sw4 
2 A... Ox, OX a ($2 vy OX, Ox, oz) ease 
+ 33 023 Ox +A Ox, + Ox, Ox + 
&3 4 3 
_—_ oe Ox, 
Qy. = Ay, — “a3 A,, re 
a» a 
OX, OX, 
A A - i -) ——— 
+ (4s 8 Gat 4 wget oe 


Die M,-2 wiirde also dann, und nur dann, eine fiir die partielle 
Differentialgleichung 2. O. ausgezeichnete Bedeutung haben, wenn die 
drei Gleichungen: 














lle 
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Q,=0, A.o=—0, QM, =O 


erfiillt wiiren. In diesem Falle wiirden eben aile diejenigen Werth- 
systeme von (2a; pipixPirr), die der M,_», zugehdren, auch der Glei- 
chung 2. O. geniigen kénnen. Solche M)_»2 bezeichne ich als charakte- 
ristische M/_.. Also: Jede partielle Differentialgleichung 2. O. hat 
charakteristische Mj_,; dagegen finden sich charakteristische M)_. zur 
grisstmiglichen Zahl, so dass sie alle Elemente der bez. Gleichwng er- 
fiillen, nur bei einer gewissen Gattung partieller Differentialgleichungen 
2. O. — Den analytischen Ausdruck dieser Gattung erhdilt man, wenn 
man die Bedingung dafiir aufstellt, dass die Gleichungen Q,, = 0, 
Qi, = 0, QQ = 0, F =O gemeinsame Lisungen: 


2=f (%3,X,,+-+2n), 


Ly = @ ( )» 
y= WY ( ); 
Pi = Ki ( ); 
Dik = Lik ( ), 


besitzen, die alle Elemente (2x;p;pix) von F- =O wmfassen. Nicht jede 
fiir F = 0 charakteristische Mj, braucht von charakteristischen Mj} » 
erzeugt zu sein. 


4. In dieser Gattung von Gleichungen 2. QO. ist insbesondere eine 
Gattung von Gleichungen enthalten, fiir welche nicht nur charakte- 
ristische M)_,, Mj_2, sondern auch charakteristische M)_; existiren. 
Fiir die Existenz einer charakteristischen M7_3 ist erforderlich, dass 
einem gewissen Systeme von sechs Gleichungen mit » — 4 unabhingigen 
Variablen: 7,,7,,---#,, etwa dem Systeme: 

Qi, = 9, Qy~= 9, Mzy—O,-- + QWzy—O, 
durch die Gleichungen jener M)_;: 


@ =f (%,+++2n); 


x= ( )s 
Ly = ( ), 
ty =- 7% ( ); 
Pi = Hi ( ), 
Dik= ix ( de 


geniigt werde. 

Allgemein: Es giebt partielle Differentialgleichungen 2. O. mit 
charakteristischen M,_, zur grisstmiglichen Zahl, welche also alle Ele- 
mente der bez. Gleichung erfiillen. Diese Gleichungen F (2x: pipix) =0 
sind analytisch durch die Bedingung definirt, dass die Gleichung F=0 


mit einem gewissen Systeme von = cy Gleichungen Q;,=0 Lésungen: 
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= =f (Xe41, Et Ln), 


L, = O, ( ); 
ty = Qi ( ), 
P= ( ) 
Pie= Lix ( ) 


die alle Elemente (zx;p,p;x) von F = 0 umfassen, gemein haben muss. 
Nicht jede charakteristische Mannigfaltigkeit hiherer Dimensionszahl 
braucht aus solchen M,_, 2u bestehen 

5. Betrachten wir insbesondere den Fall von charakteristischen 
M;. —- Die pix:, die einem Elemente (22; p;p;x) einer einfachen Reihe 
von vereinigt liegenden solchen Elementen durch eben diese Reihe zu- 
geordnet werden, sind die durch die folgenden Gleichungen bestimmten: 


Apix = piri AX, + pir dX, + -+- + pirnd2n, 
(¢, k= 1,2,---m) 


wo dz,, dz,, +--+ dx_, dp, die jener Reihe zugehérenden Werthe haben. 
Ich nehme an, dass die Elemente (z2;p;p;x) der Reihe die partielle 
Differentialgleichung 2. O. F’ =O befriedigen. Dann werden durch 


die eben hingeschriebenen Gleichungen und durch diese: 
‘F_9 4F dF 


— —_— ale da, 








_ 


Werthe der p,x; ausgeschieden, die gleichzeitig der Gleichung 2. 0. 
und jener Reihe zugehéren. Durch Elimination von je n der Gréssen 
pix, mittelst des ersteren Gleichungssystems gehen die letzteren Glei- 
chungen in die folgenden tiber: 

P42209 + P12303 +P ia 2og Ht °° + P1933 + Pi3s234 + ++ PinxQnn= U, 
P2222o2 + P2203 +P 224 2agt ** + + Pog3233 + Pogi234 + + Pann Qan= U', 
P3222 + P323203 + Ps2s2oat *** +P 33333 +P 334254 + *** + P3nnlnn= U", 


a ee Se ow Pe ee eb oe ae se 8 oe Oe &€ 6 «we te gt OSE Oe @ 6 


Qo = Ay da,? — A, dx, dx, + Ay. dx,*, 
Qs = Ay, da,” — Ay, dx, dx, + As, dzx,’, 


Quan = Ay, d2,? — Aindtn dx, + Annd2,’, 
Q sx ca 2A,,dx;dx, _ A, ,dudz, _ Ay, dud, + Ai,.dz,’, 
und i, k zwei verschiedene der Zahlen 2, 3, - - - m bezeichnen. 


Wir haben also eine ausgezeichnete Mj, falls die Differential- 
quotienten A;, von F' so beschaffen sind, dass die Gleichungen: 


Q2..= 0, Q.5 =(), el Quan = 0, 
von den Richtungscoefficienten (da, > 1+ didn) erfiillt werden, — und 
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nur in dem Falle, dass jene Gleichungen mit einander vertriglich 
sind, kann es M; (zu einer grésstméglichen Zahl) von einem ausgezeich- 
neten Charakter geben, M;, deren simmtliche Elemente (22,p; p;. pix) 
der partiellen Differentialgleichung 2. O. zugehoren. 

Jene Gleichungen Q;; = 0, Q;, = 0 kénnen wir durch die folgen- 
den ersetzen : 

dx, dz; 
Ay = Aji a, +4" ae, 

wo wieder i, k zwei verschiedene Zahlen 1, 2, - - - m bezeichnen. 

Diese Gleichungen kénnen wir auch so schreiben: 


Aj, A Aj; Ai; * a) 
An= (ZH: gi) Aut (zi * "da, Ax. — 


Wenn also jene Gleichungen 2 = 0 ein System Loésungen besitzen: 





dz,=a,, dx, =a,,:++d%, =a, 
so besitzen sie nothwendig auch ein zweites System Lésungen: 
An Ags 4, 3 


dz, = =? dz, = —*,---da,= - 
n 





D. h. Wenn eine partielle Differentialgleichung 2. O. jedem ihrer 
Elemente eine Richtung einer charakteristischen M, zuertheilt, so muss 
nothwendig noch eine zweite Richtung einer zweiten charakteristischen 
M, existiren. Oder: wenn auf einer Integral-M, einer partiellen Differen- 
tialgleichung 2 O. sich eine, die M, ganz bedeckende Schaar charakte- 
ristischer M, findet, so findet sich. auf derselben M, nothwendig noch 
eine zweite Schaar derartiger M,. 


6. Zwei partielle Differentialgleichungen 2. 0. F=—C, O=C 
kénnen so mit einander verbunden sein, dass von den 2n Gleichungen 


dF d® 
oe: Ie we 


die sie fiir die dritten Ditferenfialquotienten von ¢ ergeben, eine stets 
eine algebraische Folge der anderen ist. Dann miissen diese Gleichungen 
gemeinsame Integral-M,, zu einer solchen Zahl besitzen, dass durch jede 
ihnen gemeinsame M;,_, eine ihnen gemeinsame Integral-M,, hindurch- 
geht. Denn es giebt jetzt eine lineare partielle Differentialgleichung 
‘3. O. von der Form: 
dF dF dF 
Ay dx, + ay Ga, + pe + An — 

die sowohl F = C als & = C als erstes Integral besitzt. Durch jede 
M,-1 geht eine, und nur eine Integral-M, dieser Gleichung; sie ist, 
falls die Mj_,; aus gemeinsamen Elementen von F = C, 0=C wu- 


d® 
=0, +++ =0, 
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sammengesetzt ist, eine fir / — C, ® =C gemeinsame Integral-M,, 
— denn sonst wiirden diese Gleichungen 2. O. keine Integral-M, haben, 
die Integrale der partiellen Differentialgleichung 3. 0. wiren, so dass 
F=C,®=C keine ersten Integrale dieser Gleichung sein kénnten. 

Aber unter den, jenen Gleichungen 2. 0. = C, ® = C gemein- 
samen MM), giebt es gewisse, die mehrere Integral-M, bestimmen. 
Denn von den Gleichungen fiir diejenigen p;;;, die einem beliebigen 
Elemente (22; p;p;,) einer, den Gleichungen 2. O. gemeinsamen M)_, 
zugehéren, sind, nach der 1. Nummer, »— 1 Gleichungen von der 


Form: 
4 dF 


ro) = 
t dx, +4; 


4 — 


Sf se —0 


Bones 2,°--n—l1) 


? 


und » — 1 Gleichungen von der Form: 


(9 @® (9 a® @ dO 
My day, + Ms mT Te dz, =, 


(¢=1,2,---n—1), 
wesshalb die Zufiigung der einzigen Gleichung: 
a? 
dx, 
ausreicht*), um auf der Mi, Werthe von p,,; auszuscheiden, die 


dieser und den beiden Gleichungen 2. O. zu gleicher Zeit zugehéren. 
Daher muss, wenn man durch: ¢—/(x,, %,---2,) eine fiir 











F=C, ®=C gemeinsame Integral-M, bezeichnet, und p; = of ‘ 
Pi = ae setzt, die Gleichung: , 
5 OX, 
Ox : Ox, 
4y— An Ge — °° — Ais Oe, 
Oxy, Ox, Ox, 
+(An Bm tot Ase Ge ) Oat, 


ox, \? oF 
+ dun (Get) =9, (4a—= 3) 
als partielle Differentialgleichung 1. O. fiir x, aufgefasst, entweder 
(vgl. die 2. Nummer) zu Mannigfaltigkeiten M)_,, deren simmtliche 
pix: den beiden Gleichungen 2. 0. F = C, ®=C gemeinsam ange- 
héren, oder zu Mannigfaltigkeiten mit nur einem, der Gleichung ® =C zu- 
gehérenden, fiir dieselbe ausgezeichneten Werthsysteme jener p;x, fiihren. 





. 


*) Nach der fiir F',® gemachten Voraussetzung werden nimlich die Glei- 








= 0 nun ebenfalls erfiillt. 


chungen 


d® 
ada; 














i—1 











Dass beide Fille wirklich eintreten, sehen wir aus der algebraischen 
Formulirung des vorausgesetzten Zusammenhanges zwischen I’ und 9. 


Partielle Differentialgleichungen 2. O. 


Es soll niimlich identisch sein: 


dF dF d® 
A, dx, + 4, dx, = 


also*): 


Hieraus folgt durch Multiplication mit bez. 1, 


GY GG)» > Ge) Ge) Ga)» 


4, Ay, +H, Bi, = 9, ; 
Ay Ayy + A, Ay, + By, + HB =, 
Ay Ay + A; Ay, + By + wy By, =, 
4, Ay + 4,4, +4, By, + wy By, =, 


61S Oe. ew B.S oO. 2h. S © 0.4 So OS BA 


Ay Ag, + A, Ag, + H, By, + uw, By, = 9, 
A, Ag, + 4, Ag, + Ay 


A, Ag, + 434s, + 4, Bs; + ws By, = 0, 
4, As, + As Ay, + AyAys + Hy Byy + os By + HB 


. € '* Sb  S-k Se 6 W e.4s AO. 8 A & CO. Ce BS Se 8S 


A, Ay + By = 0, 
A, Ags + 43 Ag. + Uy B+ wy By, = 0, 


+e £46. 6 2 @ & 0% O14 0. @ © 4 OE? 6. 


Oxy 
0 Xe ? 


und Summirung: 


+(u, 


‘+H te eae =9 
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’ 


4,. + uw, B,, + uw, B,, + uw, B oe 


O98 8 PT ak 8 ee EP oH Oe... 2S we ee 


3 = O90, 
Om, _ Oxy 
Ox,’ ~~ Baty 


- Ge)» - GaGa) 








240 ..—aa— sllc - alll 
+(A gat +++ Aon = )G oa) 
+ Ann (55) ) 
tbat ee" BE a oa )(Bu = By, 5 wt... — Bry oa 
+ (Br Se +- + Ban ae a) 
Es cde 
9 WP, ae 


7 dz, ~ Ay Pyx5 + AjePrai t's ‘da, ~ By Pit ByPiai + °°: 
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Ein Integral: z= f(x, , 12, +-+%n), j= (Xq, +*+Xn), Pi=Ie (Wy, *** Ln), 
Pik = Wir (%q,*++%X_,), der Gleichungen fiir die charakteristischen M,_, 
von F' = C: 


. Ox 
Ay — Anz ae — +++ — Ais ia. 


+(A 24 ee 





oa 








das zu gleicher Zeit der Gleichung ® = C geniigt,*) ist folglich ent- 
weder ein Integral von: 


Om, ae Ox 
a2 = 0 
oder ein Integral der Gleichungen: 
Ox Ox 
B, — By 7 — — Bi. = 


Ox, 
+ (Ba 8 4.4 + Baa 281) (2%) 


+ Bun (Ft) =0, 0=C. 


Wie durch Elimination der Gréssen B aus dem obigen Gleichungs- 
systeme ersichtlich ist, gelten die Relationen: 


Aji = Au “4 An | _- 





(¢, k zwei sities as Sin 1,2,--+m) 
so dass 
Ox, 
A,, = Aj, ta — A, oa 
On, Ou, Oxy 
+ (An je, + °°: + Aen 55')(Gae) 
7 
+ Aun ($8 
gleich ist dem Producte: 
( On, =) (=~ Ags On, As, Oxy, y a Ou, ); 
iP rge, ON Oa) Vee Ome ty Om yO) 





*) D. h. geometrisch: das eine M)_, darstellt, die auf einer fir / = C, 


® = C gemeinsamen Integral-M, gelegen und speciell fiir / = C eine charakte- 


ristische M’_, ist. 












un 







Ln), 


n—1 
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und aus demselben Grunde 














Cx Cx 
B,, — oe 
+ B CE or oe ga) 
( 22 OX, 2n 
a 
+ Bu (22) 
gleich ist: 
Ou, . 0a, By Bye Ox, B.. CE 
iat: eS 
' 0 Xe Ox, ay Agy One 1, Ox, 
Weiter erhalt man: 
on S, Fue Sew 
1: my? i < Age > ee a, * 


An Ay Cx Ayn OX, 


yey i ae M, Ox, 
auf M,_, fithren, die fiir F = C, ® =C gemeinsame charakteristische 
My. sind. 

Diese charakteristischen M,_, sind von charakteristischen Mj, er- 
zeugt, namlich von den, die folgenden Gleichungen erfiillenden M;: 





=0, F=C, o=C, 


A A A 
dxz—=——, da, ——,---dxz,=——*. 
uy = Ug Uy 





Auf jeder gemeinsamen Integral-M, von F = C, ® = C existiren 
noch zwei Schaaren von ausgezeichneten M,; die eine befriedigt die 
Gleichungen: 

Ax,=U,, dx, = fy, +--+ dn = Mn, 
und besteht also aus fiir / —C charakteristischen M,, die andere 
befriedigt die Gleichungen : 

dz,=4,, da=A4,,--++ di,=—d,, 


und besteht also aus fiir ® = C charakteristischen Y,. 


Ich habe, wie in der Einleitung bemerkt, friiher (in diesen Annalen 
Bd. XLII. p. 105—1i07) von Systemen von Gleichungen 2. O. ge- 
sprochen, die gemeinsame Integral-M, mit gemeinsamen charakte- 
ristischen M, besitzen, und zugleich angegeben, wie die ersten Deri- 
virten jener Gleichungen von einander abhingen, indem ich die Anzahl 
der von einander unabhingigen Gleichungen bestimmte, auf die sich 
diese Derivirten reduciren miissen. Ich hatte aber nicht gezeigt, dass 
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hierdurch alle solche Gleichungssysteme definirt sind*). Dies folgt 
aber ohne Weiteres aus dem eben Auseinandergesetzten, so dass ein jedes 
System von drei, vier, ete. Gleichungen 2. O., deren erste Derivirte 
sich auf bez. 3n — 3, 4n — 6, ete. Gleichungen reduciren, nicht nur 
Integral-M, zur grisstmiglichen Zahl, sondern auch charakteristische 
M; besitzt. 

Denn z. B. drei Gleichungen 2. O.: F=C, O=C, ¥Y=J, 
deren erste Derivirte auf 3n — 3 Gleichungen sich reduciren, gehdren I 
paarweise einer linearen partiellen Differentialgleichung 3. O. als erste 
Integrale an. 

Man hat also drei verschiedene Gleichungen 3. O., die den drei 
Combinationen der drei Gleichungen 2. O. zu je zweien zugeordnet 
werden. Deshalb miissen die drei Gleichungen 2. O. eine Charakte- 
ristikenschaar gemeinsam besitzen, denn sonst wiirden sie sich als 
Integrale einer und derselben linearen partiellen Differentialgleichung 
3. O. darstellen lassen**), Dann aber wiirden ihre ersten Derivirten 


sich nur auf 3n—2 von einander unabhiingige Gleichungen reduciren. 


*) Die Systeme der Nr: 25., 26. der friiheren Abhandluvg sind specielle 
Systeme dieser Art, uiimlich an die beschriinkenden Bedingungen gebunden, dass 
von ihren drei Gleichungen u = C, v = C, w= C je zwei (4. B. v= C, w= C) 
mit m—1 anderen Gleichungen (u,;=—C, uw =—C,---u 
eben derselben Art bilden sollen. 

**)*In dem Falle nimlich, dass F = C, ® = C eine andere Charakteristiken- 
schaar gemein hiitten, als ® = C, ¥ = C und ¥Y = C, IF’ = C, wiirden die lineare 
Gleichung, der F = C, 9=C als erste Integrale zugehéren, und die lineare 
Gleichung, von der ® = C, ¥ = C erste Integrale sind, jedem Elemente (2x;p;;,) 
dieselben drei charakteristischen Richtungen zuordnen und ausserdem ein gemein- 
sames Integral ® = C besitzen. Das ist aber unméglich, wenn nicht die beiden 
linearen Gleichungen 3. O. in eine zusammenfallen. 


n—1 = C) Systeme von 


Nachtrigliche Berichtigungen 


zu dem Aufsatze: ,,Ueber partielle Differentialgleichungen héherer Ordnung, die 
intermediire erste Integrale besitzen.‘‘ 

Math. Annalen Bd. XIII. 

74 Z. 2 -v. u. lies ersten. Integralen statt Integralen. 

. 90 Z. 13 v. 0. lies vierten Differentialquotienten statt Differentialquotienten. 

. 92 Z. 15 v. 0. lies fiinften Differentialquotienten statt Differentialquotienten. 

93 Z. 3 v. u. lies Richtungen der Linienelemente statt Linienelemente. 

94 Z. 2 v. u. lies einer statt erster. 


mn Dp mn 














Die fundamentalen Anzahlen und Ausartungen der cubischen 





Planeurven nullten Geschlechts. 
Von 


H. Scnuserr in Hamburg. 
(Zweite Abhandlung der ,,Beiirige zur abzihlenden Geometrie.‘‘) 


(Man vergleiche Band X, p. 1 bis 5.) 


Die vorliegende, zweite Abhandlung der ,,Beitrige zur abzihlenden 
Geometrie“ schliesst sich auch in der Numerirung der Abschnitte und 
Paragraphen an die erste, in Band X, p. 1 bis 116, veréffentlichte Ab- 
handlung an, so dass die Citate, welche nichts weiter als eine Ab- 
schnittsnummer oder Paragraphennummer enthalten, auf die vorliegende 
und auch auf die erste Abhandlung zu beziehen sind. Als Vorliufer 
dieser Abhandlung ist die Mittheilung anzusehen, welche ich im Mai 
des Jahres 1875 durch die Gott. Nachr. verdffentlicht habe. Beispiels- 
weise ist die zweite Tabelle des § 50. schon dort veréffentlicht. 

Der hier vorliegende Abschnitt IV. bespricht die von Chasles 
und Zeuthen begriindete Anzahlbestimmung, bei welcher man die 
Anzahlen von héheren Gebilden auf die Anzahlen von einfacheren Ge- 
bilden reducirt. Diese Reduction wird durch Beispiele (§ 32. u. § 34.) 
erliutert. § 35. enthilt ferner die Erweiterung der Zeuth en’schen*) 
Formeln fiir einstufige, in fester Ebene liegende Plancurvensysteme 
auf Plancurvensysteme im Raume. § 36. und § 37. bestimmen die im 
Folgenden benutzten Kegelschnittanzahlen. 

Der Abschnitt V. bestimmt Anzahlen der cubischen Plancurve mit 
Spitze, der Abschnitt VI. Anzahlen der cubischen Plancurve mit Doppel- 
punkt. Bei der Reduction dieser Anzahlen auf die Anzahlen der Aus- 
artungen der behandelten Curven sind die in Abschnitt III. entwickel- 
ten Correspondenzformeln benutzt (§ 40. und § 53.). Auch leisten die 


*) Zeuthen giebt diese Formeln in § 24. seiner Abhandlung ,,Almindelige 
Egenskaber ved Systemer af plane Kurver‘‘ (Vidensk. Selsk. (5) IV, p. 287 bis 393). 
Diese Abhandlung soll kurz mit ,,Alm. Eg.“ citirt werden. 
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in Abschnitt II. abgeleiteten Incidenzformeln*) vortreffliche Dienste, 
sowohl dadurch, dass sie die auf die allgemeinen Curven beziiglichen 
Anzahlen von einander abhiingig machen (§ 38. und § 52.), wie auch 
dadurch, dass sie die scheinbar miihsame Berechnung der Ausartungs- 
anzahlen erleichiern (§ 43. bis § 47. und § 56.). Die Ausartungen 
sind fast simmtlich durch eine gewisse homographische Abbildung aus 
der allgemeinen Curve erzeugt (§ 41. und § 54.). Bei der numerischen 
Ausrechnung ergeben sich zugleich genug Mittel, um die Grade ge- 
wisser Gleichungen zu erkennen, durch welche die Punkte, Tangenten, 
singuliiren Punkte und singuliren Strahlen in ihrer Lage von einander 
abhiingen (§ 51. und § 53.). 

Die erste Tabelle in § 50. und die erste Tabelle in § 57. enthalten 
alle diejenigen auf die cubischen Plancurven beziiglichen Anzahlen, 
welche man kennen muss, um die cubische Raumcurve analog zu be- 
handeln. Dies soll in der dritten Abhandlung geschehen, welche hoffent- 
lich dieser zweiten Abhandlung schnell folgen wird. 


IV. Abschnitt. 
Allgemeine und vorbereitende Erérterungen. 


§ 31. 
Die Chasles-Zeuthen’sche Methode. 


Die abzihlende Geometrie hat als iusseres Ziel die Beantwortung 
aller Fragen von folgender Form: 

» Wievieldeutig ist ein Gebilde T von gegebener Definition und mit 
der Constantenzahl c durch eine einzelne oder zusammengesetzte c -fache 
Bedingung bestimmt? “ 

Zwar beanspruchen die Zahlen, welche diese Frage beantworten, 
an und fiir sich kein dauerndes Interesse, obwohl sie, analytisch auf- 
gefasst, die Grade gewisser, meist interessanter Eliminationsgleichungen 
sind, zu deren Aufstellung die Mittel der Algebra nur in wenigen 
Fallen ausreichen. Wohl aber verdienen die Wege, welche zu jenen 
Zahlen fiihren, das Interesse der Geometer dadurch, dass sie einen 
sonst kaum zu erreichenden Einblick in wichtige, analytisch oft noch 
nicht erkannte Eigenschaften des behandelten Gebildes [ gewiihren. 


*) So bezeichne ich von jetzt an die in § 9. und § 10. entwickelten allge- 


meinen Formeln, indem ich mit Grassmann, Sturm und Andern incident nenne: 


a) einen Punkt und einen Strahl, wenn der Punkt im Strahle liegt, 

bv) eine Ebene und einen Strahl, wenn der Strahl in der Ebene liegt, 
c) eine Ebene und einen Punkt, wenn der Pankt in der Ebene liegt, 
d) zwei Strahlen, wenn sie sich schneiden. 
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Die von Chasles 1864 (Comptes rendus) begriindete, dann nament- 
lich von Zeuthen durch dessen Alm. Eg. weiter ausgebaute Methode 
zur Bestimmung jener Anzahlen besteht wesentlich in der Aufstellung 
von Formeln, welche die gesuchten, dem Gebilde [ zukommenden An- 
zahlen auf die als bekannt vorausgesetzten Anzahlen anderer einfacherer 
Gebilde von kleinerer Constantenzahl zuriickfiihren. 

Freilich lisst sich diese Zuriickfiihrung bisweilen dadurch umgehen, 
dass man durch Moduln (§ 2., p. 10) die gesuchten Anzahlen abhingig 
von anderen, aber ebenfalls [ angehdrigen und schon berechneten An- 
zahlen darstellen kann. So kann man z. B. immer durch gewisse funda- 
mentale Anzahlen alle iibrigen fundamentalen Anzahlen ausdriicken, 
und zwar vermége der Moduln, welche der Verfasser im II. Abschnitt 
vom allgemeinsten Standpunkte aus aufgestellt hat. So kann man 
ferner bei Curven und Flichen die Anzahlen, welche sich auf die 
Beriihrungsbedingungen beziehen, durch andere Anzahlen darstellen 
(cf. § 28., Brill, Math. Annalen Bd. VIII, p. 534, und des Verfassers 
Mitthedung in den Gott. Nachr., Juli-1877, § 2.). Bei manchen Ge- 
bilden hat man sogar Gruppen von endlichvielen Bedingungen ge- 
funden, durch welche allein jede andere Bedingung ausgedriickt werden 
kann, und in Folge dessen Productensdtze (§ 26.) aufgestellt, d. h. die 
Formeln angegeben, welche die Zahl der zwei gegebenen Systemen 
gemeinsamen Elemente als Function von Anzahlen darstellen, deren 
jede auf das eine oder das andere der beiden Systeme allein Bezug 
nimmt. Derartige Gebilde sind z. B. der Punkt (Bezout’s Funda- 
mentalsatz der Algebra), die Ebene, der Strahl (Halphen), das aus 
Strahl und darauf liegendem Punkte bestehende Gebilde, das Punkte- 
paar (der Verfasser in den Gott. Nachr. Juli 1877), und unter gewissen, 
von Halphen bemerkten Einschrinkungen auch der Kegelschnitt und 
die Fliiche zweiten Grades. 

Fiir héhere Gebilde jedoch ist man vorzugsweise auf die oben 
zuerst erwihnte, immer mogliche Chasles-Zeuthen’sche Reduction 
der gesuchten Anzahlen auf Anzahlen anderer Gebilde von kleinerer 
Constantenzahl angewiesen. Beispielsweise fiihrt man bei dieser Ab- 
zihlungsmethode die Anzahlen, welche sich auf die im Folgenden vor- 
zugsweise behandelte cubische Plancurve mit Spitze beziehen, auf die- 
jenigen Anzahlen zuriick, welche dem Punkte, der Ebene, dem Strahle, 
dem Kegelschnitte und den aus ihnen zusammengesetzten Gebilden 
angehoren. 

Die Formeln, welche diese Reductionen erméglichen, haben zwei 
algebraische Quellen, erstens das Princip von der Erhaltung der An- 
zahl (§ 7.), und zweitens das Chasles’sche Correspondenzprincip. Aus 
dem ersten Princip fliessen die wichtigen Incidenzformeln des I]. Ab- 
schnitts, aus dem zweiten Princip die allgemeinen Correspondenzformeln, 
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welche zwischen den Grundbedingungen eines Paars von Hauptelementen 
und denen seiner Coincidenz bestehen (Abschnitt III.). An diese letz- 
ten Formeln schliessen sich die Correspondenzformeln an, welche der 
Verfasser in den Math. Annalen Bd. XII, p. 180, fiir Gruppen von 
mPunkten und mStrahlen aufgestellt hat. Inwiefern die Incidenz- 
formeln und die Correspondenzformeln die Chasles-Zeuthen’sche 
Reduction erméglichen, wollen wir jetzt erértern. 

Man betrachte ein gewisses Paar von Hauptelementen, welches 
auf jedem Gebilde [ mit der Constantenzahl ¢ ein #-stufiges System 
erzeugen mdge, und schreibe diesem Paare eine (6+ a)-fache Grund- 
bedingung zu. Dann legt man dadurch dem Gebilde [ eine a-fache 
Bedingung auf. Da ferner das allgemeine [ ein (8 —1)-stufiges Sy- 
stem von Coincidenzen jenes Paars enthilt, so giebt eine (6+ a—1)-: 
fache, aber der Coincidenz zugeschriebene Grundbedingung ebenfalls 
eine a-fache Bedingung fiir [. So wiirden also aus den Correspon- 
denzformeln des III, Abschnitts fiir ein zu Grunde gelegtes, a-stufiges 
System von Gebilden [ viele Formeln abgeleitet werden kénnen,¢ welche 
nur a-fache Bedingungen enthielten, wenn nicht in einem solchen 
Systeme im, Allgemeinen speciellere Gebilde [ vorkiimen, bei denen die 
Stufe des Systems der Coincidenzen grésser als B—1 ist. Wenn nun 
auf einem specielleren Gebilde [ nicht wie im Allgemeinen ein (#6 — 1)- 
stufiges, sondern ein (8-+-y—1)-stufiges System von Coincidenzen 
jenes Hauptelementenpaares liegt, so wird auch im Allgemeinen ein 
a-stufiges System von Gebilden [ ein (a—y)-stufiges System solcher 
besonderen Gebilde [ enthalten miissen. Deshalb treten in die Formeln 
zwischen a-fachen Bedingungen fiir T im Allgemeinen auch (a—~y)- 
fache Bedingungssymbole, welche aber specielleren Gebilden T mit einer 
um y verminderten Constantenzahl angehiren. Vas Analoge ist auch 
der Fall bei der Anwendung von Correspondenzformeln fiir Punkt- 
gruppen, oder bei der Anwendung des Princips von der Erhaltung der 
Anzahl. Jedes solche speciellere [ mit einer um y verminderten Con- 
stantenzahl soll riicksichtlich der gewihlten Correspondenz zwischen 
den auf [ liegenden Hauptelementen y-stufig ausgeartet heissen (cour- 
bes singuliéres in den Alm. Eg.). Ist ein Gebilde [, durch die Corre- 
spondenz 6, eine y,-stufige Ausartung eines gewissen Gebildes [,, 
welches selbst wieder durch die Correspondenz 6, eine y,-stufige Aus- 
artung des Gebildes [ ist, so ist [, als ein Gebilde [ zu bezeichnen, 
welches durch die beiden Correspondenzen b, und b, (y,+7,)-stufig 
ausgeartet ist. Z. B. ist der Kegelschnitt, dessen Punkte zwei zusam- 
menfallende Gerade, und dessen Tangenten zugleich zwei zusammen- 
fallende Strahlbiischel bilden, (1-+-1)-stufig ausgeartet, und zwar durch 
die Correspondenz zwischen je zwei Kegelschnittpunkten und durch die 
Correspondenz zwischen je zwei Kegelschnitttangenten. Da wir im 
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Folgenden fast nur mit einstufigen Ausartungen zu thun haben werden, 
so werden wir unter Ausartung schlechthin immer eine einstufige ver- 
stehen, 

Es wird nicht iiberfliissig sein, im niichsten Paragraphen einige . 
Beispiele anzufiihren, welche zeigen sollen, in welcher Weise sich bei 
der Ableitung von Formeln zwischen Bedingungssymbolen die ausge- 
arteten Gebilde geltend machen. 


§ 32. 


Beispiele fir das Eintreten von Ausartungen in die Formeln zwischen 
: Bedingungen. 


Erstes Beispiel. 


Das Gebilde [ sei ein Kegelschnitt, und es bezeichne fiir denselben : 

u die Bedingung, seine Ebene soll durch einen gegebenen Punkt 
gehen, 

v, er soll eine gegebene Gerade schneiden, 

@, er soll eine gegebene Ebene beriihren, 

P, er soll durch einen gegebenen Punkt gehen, 

x, er soll eine gegebene Ebene so schneiden, dass die Tangente 
des Schnittpunkts durch einen gegebenen Punkt gehe, ; 

y, er soll eine gegebene Gerade so schneiden, dass die Tangente 
des Schnittpunkts eine gegebene Gerade schneide. 


Wir fassen nun je zwei Punkte eines Kegelschnitts als Punktepaar 
zusammen. Dann besitzt ein gegebenes, zweistufiges Kegelschnittsystem 
ein vierstufiges System solcher Punktepaare. Auf dieses System wenden 
wir die Formel (9) aus § 16. an, welche dort hiess: 

ed+ ced +.cd’ = ebg, + eb?g + eb . 

Es fragt sich nun, welche Bedingung ein Kegelschnitt erfiillen 
muss, damit eins seiner oo? Punktepaare die Bedingungen c’d, cd? 
u. s. f. erfiillt. Die Bedingung c'd wird von jedem Kegelschnitt erfiillt, 
welcher durch den Punkt von ¢® geht, d. h. welcher die Bedingung 
P erfiillt, und zwar zweimal, weil die Ebene von d ihn in zwei Punk- 
ten schneidet. Analog findet man, dass 2P fir cd’, v? fiir c? d*, und, 
wenn von Ausartungen zuniichst abgesehen wird, x fiir ebg,, y fiir 
eb’g, P fiir eb zu setzen ist. Doch ist in dem zweistufigen Kegel- 
schnittsysteme ein einstufiges System specieller Kegelschnitte mdglich, 
deren jeder ein zweistufiges System von Coincidenzen dadurch zu fassen 
vermag, dass jeder seiner oo! Punkte nicht blos in einer, sondern in 
oo! Richtungen einen unendlich nahen Punkt besitzt. Bei einem sol- 
chen Kegelschnitt bilden also die Punkte zwei zusammenfallende Ge- 
rade, und in Folge dessen die Tangenten zwei Strahlbiischel, . deren 
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Scheitel auf der Doppelgeraden liegen, und deren Ebenen in die Ebene 
des Kegelschnitts fallen. Jeder Kegelschnitt von dieser Beschaffenheit 
wiirde also riicksichtlich der Correspondenz zweier Kegelschnittpunkte 
eimstufig ausgeartet sein. 

Bezeichnet nu die Zahl derjenigen Kegelschnitte des Systems, welche 
so ausgeartet sind und dabei ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt 
schicken, yn die Zahl derer, welche so ausgeartet sind und dabei ihre 
Doppelgerade eine gegebene Gerade schneiden lassen, so umfasst dass 
Coincidenzsymbol ebg, auch die Zahl yu, und «éb?g auch die Zahl 
nn. Also erhailt man schliesslich die allgemeingiiltige Formel: 


2P4+v7+2P=ae+y+ P+ qet gn. 
Nun ist aber nach den allgemeinen Lageformeln (§ 10.): 
P=pv—2-w 
und, wie § 36. und § 37. lehren wird: 
c=pv+pg—2u’, y= }votuev— 2p’, 
nu=(2v—o—2y)u, yn=(2v—e—2u) hv. 


Die Substitution dieser Moduln in die eben abgeleitete Hormel 
ergiebt eine Bestiitigung. 


Zweites Beispiel. 


Das Gebilde [ sei eine cubische Plancurve mit Spitze. Es bedeute 
fiir dieselbe : 

uw die Bedingung, dass ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt 
geht, 

w, dass ihre Wendetangente eine gegebene Gerade schneide, 

q, dass ihre Riickkehrtangente dies- thue, 

y, dass der Schnittpunkt von Wendetangente und Riickkehr- 
tangente in einer gegebenen Ebene liege. 


Wir setzen nun ein einstufiges Curvensystem voraus und fassen 
auf jeder Curve desselben die Wendetangente mit der Riickkehrtangente 
als Strahlenpaar zusammen. Dann erhalten wir ein einstufiges System 
solcher Strahlenpaare. Auf dieses System wenden wir die Formel (56) 
des § 20. an. Dann haben wir w fiir go, q fir ho, w+ y fir po 
za setzen. Das Coincidenzsymbol kann nur von solehen Curven erfiillt 
werden, auf denen Wendetangente und Riickkehrtangente zusammen- 
fallen. Enthialt das System @ solcher Curven, so gilt also die Formel: 


eT ee Pee. 


Demgemiiss ist jede durch » mitgezihlte Curve hinsichtlich der Corre- 
spondenz zwischen Wendetangente und Riickkehrtangente ausgeartet. 
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Drittes Beispiel. 


In § 7., p. 24 ist als Beispiel fiir die Anwendung des Princips 
von der Erhaltung der Anzahl die fiir alle zweistufigen Elementar- 
systeme von Plancurven C,° giiltige Formel: 


v==P+u2+3e, + 6u? 

aufgestellt. Bei Zugrundelegung eines beliebigen zweistufigen Systems 
wiirde der rechten Seite dieser Formel die Zahl aller derjenigen hin- 
reichend oft gerechneten Curven hinzuzufiigen sein, welche oo! viel- 
fache Punkte besitzen, und den Ort dieser vielfachen Punkte eine 
gegebene Gerade schneiden lassen. Zu den so ausgearteten Curven 
gehéren also alle diejenigen, deren Punkte auf drei Geraden liegen, 
von denen zwei, oder welche alle drei zusammenfallen. 


Viertes Beispiel. 


Das Gebilde [ sei eine Fliiche zweiter Ordnung, und es bezeichne 
fiir sie: 
uw die Bedingung, durch einen gegebenen Punkt zu gehen, 
y die Bedingung, eine gegebene Gerade in einem gegebenen 
Punkte zu beriihren, 
x die Bedingung, eine gegebene Gerade zu enthalten. 
Wir setzen nun ein dreistufiges Fliichensystem voraus, und legen 


_die Gerade der Bedingung y’ durch den Punkt der Bedingung uw. Dann 


giebt das Princip von der Erhaltung der Anzahl die schon in den 
Math. Annalen Bd. X, p. 352 abgeleitete Formel : 
uy =x“2+2m?o+ ue, 

wo m’o die Zahl derjenigen ausgearteten Flichen bedeutet, welche 
ihre Punkte auf einer Doppelebene haben, und diese Doppelebene durch 
eine gegebene Gerade schicken, und wo we die Zahl derjenigen aus- 
gearteten Flichen bedeutet, welche ihre Punkte auf zwei Ebenen 
haben, und eine dieser Ebenen durch eine gegebene Gerade schicken. 


§ 33. : 
Die Eintheilung der Ausartungen. 


Nach der obigen Definition hat der Begriff Ausartung eines Ge- 
bildet nur riicksichtlich der aufgestellten Correspondenzen oder der 
ausgefiihrten Lage-Specialisirungen, nicht aber an und fiir sich einen 
Sinn. In irgend einer Riicksicht kann jedes die Definition eines Gebildes 
T erfiillendes Individuum als ein ausgeartetes Gebilde [ betrachtet 
werden. Im Folgenden aber kénnen nur gewisse Sorten von Aus- 
artungen auftreten. Dies riihrt daher, dass nur die Elemente der 
Pliicker’schen Ocerter (§ 6.) den Correspondenzformeln oder dem 
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Principe von der Erhaltung der Anzahl unterworfen werden sollen. 
Bei dieser Einschrinkung treten unter oo° Gebilden [ immer nur co°—! ~ 
als ausgeartet auf, und in die Formeln treten keine andern Bedingungen 
ein, als solche, die wir in § 6, fundamental genannt haben. Deshalb 
nennen wir auch jene auf Pliicker’sche Oerter beziiglichen Ausartungen 
fundamentale. Auf einer fundamentalen Ausartung eines Gebildes [ 
miissen also entweder mindestens zwei Elemente der Pliicker’schen 
Oerter nullter Stufe coincidiren, die dies bei dem allgemeinen [ nicht 
thun, oder es muss auf ihr mindestens ein Ort von hoherer als der 
nullten Stufe existiren, der zerfallen ist, d. h., sich in mehrere selbst- 
stiindige Oerter aufgelist hat, deren Gradsumme gleich seinem Grade 
ist. Da wir im Folgenden fast nur mit einstufigen fundamentalen Aus- 
artungen zu thun haben werden, so soll unter Ausartung schlechthin 
immer nur eine solche speciellere verstanden werden, es miisste denn 
das Gegentheil ausdriicklich gesagt sein. Diese auf einem einstufigen 
Systeme in endlicher Anzahl vorhandenen Ausartungen spielen hin- 
sichtlich des Systems etwa dieselbe Rolle, wie hinsichtlich einer Curve 
die gewohnlichen Pliicker’schen Singularitiiten. 

Meist verursacht das Zerfallen eines Pliicker’schen Orts oder das 
Coincidiren von sonst getrennt liegenden Hauptelementen das Zerfallen 
noch anderer Oerter oder das Coincidiren noch anderer Hauptelemente. 
Hierfiir einige Beispiele, die theils bekannt sind, theils im Folgenden 
vorkommen. 

1) Das Zerfallen des Tangentenorts eines Kegelschnitts bedingt 
das Zerfallen des Punktorts. 

2) Das Zerfallen des T.»gentenorts einer Fliche zweiten Grades 
in zwei zusammenfallende Stcahlenaxen bedingt das Zerfallen des Punkt- 
orts in zwei Punktfelder, und auch das Zerfallen des Orts der Tangential- 
ebenen in zwei Ebenenbiindel. 

3) Das Zerfallen des Punktorts einer Plancurve C,° in einen Kegel- 
schnitt und eine Gerade bedingt nicht blos das Zerfallen des Tangen- 
tenorts, sondern auch die Coincidenz von Wendepunkt und Spitze, 
sowie die Coincidenz von Wendetangente und Riickkehrtangente. 

4) Die Coincidenz eines Wendepankts mit dem Doppelpunkt einer 
C,;* bedingt das Zerfallen des Tangentenorts, nicht aber nothwendig 
das Zerfallen des Punktorts. 

5) Es kann aber auch vorkommen, dass bei Plancurven die Coin- 
cidenz singulirer Elemente weder das Zerfallen des Punktorts noch das 
des Tangentenorts verursacht. Hierfiir bietet die Plancurve vierter 
Ordnung sechsten Ranges mit drei Doppelpunkten ein Beispiel. Wenn 
bei dieser die drei Doppelpunkte coincidiren, so braucht weder ihr 
Punktort noch ihr Tangentenort zu zerfallen. (Alm. Eg. Nr. 39.) 

Wegen der eben durch Beispiele erliuterten Higenschaft der Ge- 
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bilde, dass ihr Ausarten in einer Riicksicht meist auch ein Ausarten 
in anderen Riicksichten nach sich zieht, ist es weniger zweckmissig, 
die Ausartungen nach den Correspondenzen u. s. w. zu unterscheiden, 
als vielmehr, sie nach dem Zerfallen wnd der gegenseitigen Lage der 
Pliicker’schen Oerter einzutheilen. Demgemiiss werden wir zwei Ge- 
bilde [F nur dann als verschieden ausgeartet bezeichnen, wenn sie bei 
einer genauen Beschreibung der Lage ihrer séimmttlichen Pliicker’schen 
Oerter verschiedene Definitionen néthig machen. Zu beachten ist dabei, 
dass zwei Ausartungen einer Plancurve, welche hinsichtlich des zerfallen- 
den Punktorts und des zerfallenden Tangentenorts derselben Definition 
geniigen, doch als verschieden gelten miissen, sobald die Lage der 
singuliiren Punkte und der singuliiren Tangenten bei beiden verschie- 
den ist. (Man vergleiche die Ausartungen 0, und 0, der C,° in § 41.) 

Bisher hatte man in der Geometrie bei einer Curve Ausarten und 
Zerfallen ihres Punktorts meist identificirt, und selten darauf geachtet, 
in wiefern auf den ausgearteten Gebilden [ die [ charakterisirenden 
Pliicker’schen Zahlen erhalten bleiben, z. B., wo auf einer cubischen 
Raumeurve, die in einen Kegelschnitt und eine ihn schneidende Gerade 
zerfallen ist, der Ort vierten Grades ihrer Tangenten oder der Ort 
dritten Grades ihrer Schmiegungsebenen zu finden ist. Die Unter- 
suchungen der abziihlenden Geometrie dringen aber darauf hin, den 
Begriff der Ausartung so allgemein zu fassen, wie es oben geschehen 
ist, und in die Eigenthiimlichkeiten eines Gebildes dadurch einzudringen, 
dass man die genauen Definitionen seiner verschiedenen Ausartungen 
aufsucht. Dieses hat der Verfasser namentlich fiir die Planecurve C,5 
($ 41.) und fiir die cubische Raumcurve (dritte Abhandlung der Beitr.) 
gethan. Es wird sich zeigen, dass die Beschreibung der simmtlichen 
fundamentalen Ausartungen der C,° 13 verschiedene Definitionen néothig 
macht, oder kurz, indem das Wort Ausartung Sammelwort wird, dass 
die C,? 13 Ausartungen hat, ferner auch, dass die cubische Raumcurve 


. 11 Ausartungen besitzt. (Dritte Abhandlung der , Beitr.“) 


Es ist wiinschenswerth, dass verschieden definirte Ausartungen 
auch durch verschiedene Symbole gekennzeichnet werden. Wir setzen 
daher im Einklang mit unserer im ersten Abschnitt entwickelten 
Terminologie Folgendes fest: 

1) Alle Ausartungen eines Gebildes [, welche hinsichtlich des 
Zerfallens und der Lage der Pliicker’schen Oerter zu einander ein 
und dieselbe Definition erfiillen, werden durch ein gemeinsames Symbol 
zusammengefasst. 

2) Ein Ausartungssymbol, z. B. a, bedeutet zugleich auch die Zahl 
derjenigen Ausartungen, welche, einem vorliegenden Systeme angehérig, 
die dem Symbole a zugehérige Definition erfiillen. 

3) Das Symbol «z, wo @ eine b-stufige Ausartung, z eine (a—b)- 
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fache Bedingung bedeutet, bezeichnet die Zahl derjenigen Ausartungen 
a, welche, einem a-stufigen Systeme‘ angehérig, die Bedingung z 
erfiillen. 

Herr Zeuthen hat in den Alm. Eg. nur elementare Systeme von 
Plancurven betrachtet, und deshalb auch nur die in ihnen vorkommen- 
den Ausartungen, die er ,ordinaires‘ nennt, zu behandeln brauchen. 
Setzt man aber, wie es im Folgenden geschehen ist, fundamentale 
Systeme voraus, so wird die Zahl der zu beriicksichtigenden Aus- 
artungen bedeutend vergréssert. Wir theilen daher mit Riicksicht auf 
unsere Unterscheidung der elementaren und der singuliiren Bedingungen 
(§ 6., p. 20) die fundamentalen Ausartungen noch weiter ein, und 
zwar in Gattungen gemiiss der folgenden Definition: 

,, ist zur Bestimmung der siimmtlichen Pliicker’schen Oerter einer 
Ausartung ausser elementaren Bedingungen eine mindestens n-fache 
singulére Bedingung erforderlich, so heisst diese Ausartung n-ter 
Gattung.“ 

Demgemiiss deckt sich der Zeuthen’sche Begriff ,, gewdhnliche 
Ausartung“ mit unserm Begriff ,,Ausartung nullter Gattwng.“ Die 
letzten drei der in Lindemann’s Vorles. v. Clebsch auf p. 417 
erwaihnten 4 Ausartungen der C,° kénnen bei fester Ebene durch eine 
sechsfache elementare Bedingung nicht bestimmt werden. Eine fiinf- 
fache elementare Bedingung bestimmt sie jedoch nicht vollstindig. Es 
muss vielmehr ausser der fiinffachen elementaren Bedingung noch eine 
einfache, auf die Singularitiiten beziigliche Bedingung gegeben sein. 
Diese drei Ausartungen sind daher nicht nullter, sondern erster Gattung. 


§ 34. 
Die Berechnung der Ausartungsanzahlen im Allgemeinen. 


Bei der Ableitung der Formeln zwischen a-fachen Bedingungen 
einerseits und den mit (a—1)-fachen Bedingungen multiplicirten Aus- 
artungssymbolen andererseits ist zu beachten, dass diejenigen Formeln 
allgemeiner und deshalb vorzuziehen sind, bei denen a kleiner ist, und 
bei denen das vorausgesetzte System allgemeiner ist, weil man dann 
mit recht vielen Bedingungen symbolisch multipliciren darf, und des- 
halb auch viele Beziehungen zwischen Anzahlen gewinnen kann. Wir 
werden daher bei der Aufsuchung der fundamentalen Anzahlen eines 
Gebildes vorzugsweise solche Kormeln ableiten, welche die einfachen 
Bedingungen mit den Ausartungszahlen verkniipfen, und welche zu- 
gleich fiir alle fundamenialen Systeme giiltig sind. 

Wir setzen nun voraus, man kenne die genaue Beschreibung der 
simmtlichen fundamentalen Ausartungen a@,, a@,,---, welche in einem 
durch die Bedingung y definirten einstufigen Systeme vorkommen 
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entwickelt, dass daraus die einfache fundamentale Bedingung ¢ als 
Function von den Ausartungszahlen «,, «,,--- allein dargestellt wer- 
den kann. Dann kann man die Zahl der die zusammengesetzte Be- 
dingung yz erfiillenden Gebilde berechnen, sobald man nur die Aus- 
artungssymbole 
Ya, YR,,*°* 

zu berechnen vermag. Damit ist dann das Problem der Bestimmung 
der fundamentalen Anzahlen eines Gebildes [ zuriickgefiihrt auf das 
Problem der Bestimmung der fundamentalen Anzahlen seiner fundamen- 
talen Ausartungen. Wir besprechen daher jetzt das letztgenannte 
Problem. : 

Die Ausartungen eines Gebildes [ geniigen einerseits der Definition 
des letztern hinsichtlich der Pliicker’schen Gradzahlen vollkommen, 
nur dass ihre Constantenzahl durch das Ausarten um 1 verringert ist. 
Andererseits aber kénnen sie doch immer wegen der auf ihnen vor- 
handenen neuen Coincidenzen oder des bei ihnen stattfindenden Zer- 
fallens von Oertern so aufgefasst werden, als ob sie aus einfacheren 
Gebilden mit kleinerer Constantenzah] zusammengesetzt wiren. 

Fiir diese letztern oder jede beliebige, aus ihnen gebildete Gruppe 
wollen wir den Namen Theilgebilde einfiihren. So sind z. B. die Theil- 
gebilde der simmtlichen fundamentalen Ausartungen: 

1) des Kegelschnitts die drei Hauptelemente (§ 36.); 

2) der Plancurve C,° dieselbe wie bei 1) und ausserdem der Kegel- 

schnitt (§ 41.); 

3) der C,‘ dieselben wie bei 2) und die C,° (§ 53. u. 54); 

4) der C,° dieselben wie bei 3) und die C,'; 

5) der cubischen Raumeurve dieselben wie bei 4) und ausserdem 
die dem Kegelschnitt, der C,> und der C,* dualistisch ent- 
sprechenden Kegel; 

6) des linearen Complexes der Strahl; 

7) der linearen Congruenz die drei Hauptelemente und die lineare 
Congruenz mit unendlich nahen erzeugenden Axen. 

Die genaue Beschreibung einer Ausartung @ eines Gebildes [ von 
der Constantenzahl ¢ wird immer Aufschluss dariiber geben, in welcher 
Weise « eine gewisse fundamentale Bedingung ¢ zu erfiillen vermag. 
Im Allgemeinen wird man annehmen miissen, dass « dies sowohl da- 
durch vermag, dass ein @ angehériges Theilgebilde die Bedingung 4, 
erfiillt, wie auch dadurch, dass dasselbe oder ein anderes Theilgebilde 
die Bedingung z, erfiillt, u. s. f. Dadurch spaltet sich die « auferlegte 
Bedingung z, und man hat: 

ag=a2z,+a2,+a2,+--- 


Beriicksichtigt man dieses fiir jede Einzelbediugung, welche in einer 
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@ zugeschriebenen (c¢—1)-fachen Bedingung wu steckt, so erhilt man 
schliesslich au ausgedriickt durch eine Summe von Anzahlen, deren 
jede von gewissen, als bekannt vorauszusetzenden Anzahlen der Theil- 
gebilde abhingt. Dadurch reducirt sich die Bestimmung der fundamen- 
talen Anzahlen einer Ausartung «@ auf die Bestimmung gewisser Anzahlen 
der auf @ liegenden Theilgebilde. Zur Erliiuterung einer solchen Re- 
duction diene das folgende Beispiel. 


Wie in der dritten Abhandlung niher besprochen werden soll, 
besitzt die cubische Raumcurve eine Ausartung @ von folgender Be- 
schaffenheit. Die Punkte von o bilden einen Kegelschnitt und eine 
Gerade N, welche diesen Kegelschnitt in einem Punkte R schneidet, 
der Tangentenort von @ wird durch die Tangenten jenes Kegelschnitts, 
und durch die Strahlen zweier zusammenfallender Strahlbiischel gebildet, 
deren Scheitel R ist, und deren Ebene durch N geht, dabei aber den 
Kegelschnitt beriihrt. Aus dieser Beschreibung folgt, dass die Be- 
dingung v, die Raumcurve soll eine gegebene Gerade schneiden, sich 
fiir die @ spaltet, und zwar in die Bedingung n, dass die ihren 
Kegelschnitt die gegebene Gerade schneiden liisst, und in die Bedingung 
N, dass die @ ihre Gerade N die gegebene Gerade schneiden lisst. 
Daher ist: 

va=noa-+ No. 


Ferner folgt aus jener Beschreibung, dass die Bedingung o, die Raum- 
curve soll eine gegebene Ebene beriihren, sich fiir @ spaltet, und 
zwar in die Bedingung 7, dass der Kegelschnitt die gegebene Ebene 
beriihre, in die Bedingung S, dass der eine der beiden oben erwéihnten, 
zusammenfallenden Strahlbiischel einen in der gegebenen Ebene liegenden 
Strahl enthalte, und in die Bedingung S’, dass der andere der beiden 
zusammenfallenden Strahlbiischel einen in der gegebenen Ebene liegenden 
Strahl enthalte. Jede der beiden Bedingungen S und S' ist aber ersetz- 
bar durch die Bedingung R, dass der Punkt R auf der gegebenen 
Ebene liege. 
Also ist: 
ea=roa+ Ro+ Roa=—ra+ 2Ro. 
Durch symbolische Multiplication erhilt man aus dieser und der vorigen 
Formel alle Ausartungssymbole von der Form wv 9"—¢ als Functionen 
der Symbole an’ 1° N¢ Ri'—’—c—4, und damit die Berechnung der Aus- 
artungszahlen @ zuriickgefiihrt auf Anzahlen, die sich auf die Theil- 
gebilde von w, den Kegelschnitt und die drei Hauptelemente beziehen. 
Speciell ist: 
avo = a(n+N)" (r+2R), 

und hieraus erhilt man, nach Weglassung aller Symbole, die gleich 
null sind, 
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avo =o [10, - N?n§ (2 R)] 
+ o [10, - Nn’ (r+2R)) 
+ @ [10, - N'n® (r+2R)}. 
Jedes der hier vorkommenden 5 Symbole lisst sich nun leicht durch 
die als bekannt (§ 36. u. 37.) vorausgesetzten, dem Kegelschnitt und 
dem Strahle angehérigen Anzahlen ausdriicken. Es ist namlich : 
an’ N?R = 92-2, 
on’ rN' = 2-116. 2, 
an’ RN* = 2-92, 
an® rN'=2.-116, 
on’ RN! =2.18, 
wo die fettgedruckten Zahlen 92, 116, 18 angeben, wieviel Kegelschnitte 
beziiglich 
8 gegebene Gerade schneiden, 
7 gegebene Gerade schneiden, und eine gegebene Ebene be- 
riihren, 
6 gegebene Gerade schneiden, und durch einen gegebenen Punkt 
gehen. 
Durch Substitution dieser Anzahlen erhiilt man schliesslich: 


ave = 180240. 


In dem eben besprochenen Beispiele konnten wir 2Rq@ statt 
Sw + S’o setzen, weil wegen der Coincidenz der beiden Strahlbiischel 
die Bedingungen S und S’ fiir @ identisch waren. Analog kann man 
bei allen solchen Coincidenzen verfahren, und demnach folgenden Satz 
aussprechen : 

», Wenn auf einer Ausartung «@ eines Gebildes [ » Theilgebilde 
C1) Cy) €3, °° * €n in dem Gebilde e vereinigt zu denken sind, so ist die 
[ zugeschriebene Bedingung, dass irgend eines dieser n Theilgebilde 
eine gewisse Bedingung 2 erfiillen soll, fiir die Ausartung gleich dem 
n-fachen der Bedingung, dass das Gebilde e dieselbe Bedingung er- 
fiillen soll.“ 

Es mégen z. B. auf einer Ausartung e@ einer Plancurve n” Ordnung 
die Punkte m zusammenfallende Gerade bilden, es mége v die Bedingung 
bedeuten, dass die Plancurve eine gegebene Gerade schneiden soll, 
und g die Bedingung bezeichnen, welche @ dadurch erfiillt, dass die 
die » Geraden in sich vereinigende Gerate eine gegebene *Gerade 
schneidet. Dann ist: 

va=nN:ga, 
also auch: 
vra=n- ga, Va=n>- ga, 


via=n'-gta, va=O0, us. f. 
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Um bei der Beschreibung der Ausartungen der Plancurven und 
Raumeurven eine kurze Ausdrucksweise zu ermdglichen, fihren wir 
einige Termini ein, welche sich an die in § 6., p. 21 gegebenen Fest- 
setzungen tiber den Gebrauch der Worter Ordnung, Rang, Classe an- 
lehnen. Wir wollen nimlich bei ausgearteten Plancurven und Raum- 
curven die Theilgebilde des Punktorts Ordnungscurven, die des Tan- 
gentenorts Rangcurven nennen. Ferner sollen die Theilgebilde des 
Orts der Schmiegungsebenen einer ausgearteten Raumcurve Classen- 
curven heissen. Sind diese Curven ersten Grades, so bezeichnen wir 
sie beziiglich mit den Namen Ordnungsgerade, Rangbiischel, Classen- 
axe. Der Scheitel des Rangbiischels soll Rangpunkt, seine Ebene Rang- 
ebene heissen. Bei einer Plancurve fallt jede Rangebene natiirlich mit 
der Ebene der Curve zusammen, und man wird also dann, ohne 
Irrthum zu veranlassen, statt Rangbiischel auch nur Rangpunkt sagen 
diirfen (,,sommet“ bei Chasles und Zeuthen). 

Mit Hiilfe dieser Definition kann man einige Folgerungen aus 
dem Satze, welcher oben aus der Spaltung der Bedingungen bei Aus- 
artungen abgeleitet ist, kurz so aussprechen: 

,», Hine Ausartung ist r*-fach zu rechnen, wenn sie entweder 

a) eme r-fache Ordnungsgerade hat, und diese s gegebene Gerade 
schneidet, oder, wenn sie 

b) eine r-fache Classenaxe hat, und diese s gegebene Gerade 
schneidet, oder, wenn sie 

ce) einen r-fachen Rangpunkt hat, und durch diesen s gegebene 
Ebenen gehen, oder, wenn sie 

d) eine r-fache Rangebene hat, und auf dieser s gegebene Punkte 
liegen, oder, wenn sie 

e) einen r-fachen Rangbiischel hat, und diesem s gegebene Tan- 
genten angehéren.“ 


Aus den voranstehenden allgemeinen Erérterungen iiber die Be- 
rechnung eines Ausartungssymbols «uw geht hervor, dass dieselbe nur 
unter den folgenden beiden Voraussetzungen méglich ist. 

1) Man muss iiber die Natur der Ausartung « so genau Bescheid 
wissen, dass man angeben kann, in welcher Weise jede der in u 
steckenden Einzelbedingungen durch a erfillt wird. Denn dann kann 
man die gesuchte Zahl ew als Function von Anzahlen darstellen, die 
den Theilgebilden von « angehdren. 

2) Man muss diese letztern, den Theilgebilden angehérigen An- 
zahlen schon kennen. 

Die zweite Voraussetzung kann man durch einen systematischen 
Gang der Untersuchung erfiillen, indem man von einfachen Gebilden 
mit kleiner Constantenzahl allmihlich aufsteigt zu héheren Gebilden 
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mit grésserer Constantenzahl. So erfordert die Berechnung der Aus- 
artuugssymbole der cubischen Raumcurve die Kenntniss vieler Anzahlen, 
welche den cubischen Plancurven dritten und vierten Ranges angehiéren. 
So hat die Berechnung der auf cubische Flichen beziiglichen Anzahlen 
mit der Berechnung der Anzahlen zu beginnen, welche der Cayley’- 
schen Regelfliche angehdren. 

Die erste der beiden Voraussetzungen aber ist schwerer zu er- 
fiillen. Zwar werden bei jedem Gebilde gewisse Ausartungen immer 
von vornherein leicht erkannt werden kénnen, aber durchaus nicht alle. 
Es ist selten méglich, aus den analytischen Darstellungen eines Ge- 
bildes die genaue Beschreibung aller seiner Ausartungen abzuleiten. Zum 
Gliick aber giebt die Méglichkeit der Berechnung einer und derselben 
Anzahl aus mehreren ganz verschiedenen Gruppen von Ausartungssym- 
bolen Mittel genug an die Hand, um iiber die Art und Weise der 
Erfiillung einer Bedingung durch eine Ausartung, und damit auch 
iiber die eigenthiimliche Verkettung der Pliicker’schen Oerter auf 
ihr, genauen Aufschluss zu erhalten. Eine derartige Auffindung der 
genauen Definition einer Ausartung wollen wir aposteriorisch nennen. 
Freilich ist man oft im Stande, sich einige Kenntniss iiber Ausartungen 
eines Gebildes dadurch zu verschaffen, dass man dieselben aus dem 
allgemeinen Gebilde durch eine gewisse Abbildung (§ 41.) erzeugt. 
Ausserdem aber werden immer noch Bestimmungen aposteriori noth- 
wendig ,sein. Namentlich wird man die Sicherheit, dass keine Aus- 
artung vergessen ist, nicht anders als aposteriori erlangen kénnen. 


§ 35. 
Ausdehnung der Anzahlen-Bestimmung von Plancurven in fester Ebene 
auf Plancurven im Raume. 


Herr Zeuthen hat in den Alm. Eg. Nr. 24 Formeln angegeben, 
welche fiir ein zu Grunde gelegtes einstufiges System von Plancurven 
in fester Ebene die einfachen Grundbedingungen mit den Anzahlen 
gewisser im System vorhandener Ausartungen verbinden. Da diese 
Formeln allgemeingiiltig werden, sobald man nur den rechten Seiten 
die Vielfachen der noch nicht beriicksichtigten Ausartungen hinzufiigt, 
so bilden sie das Fundament fiir den Formelapparat, welcher zur Be- 
stimmung aller fundamentalen Anzahlen jeder beliebigen Plancurve 
nach der Chasles-Zeuthen’schen Methode nothwendig ist. Wir 
geben in diesem Paragraphen nur die auch von Zeuthen schon kurz 
angedeutete Erweiterung dieser Formeln von Plancurven in bestimmter 
Ebene auf Plancurven in nicht bestimmter Ebene. 

Wir bezeichnen mit w, uw’, u® die Bedingung, dass die Ebene der 
Planeurve beziiglich durch einen gegebenen Punkt geht, durch eine 
gegebene Gerade geht, gegeben ist. Daun kann man sagen, dass die 
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Zeuthen’schen Formeln aus den hier entwickelten durch sbl. Mult. 
mit w® hervorgehen. 

Jede der Zeuthen’schen Formeln folgt aus einer oder mehreren 
Anwendungen des Chasles’schen Correspondenzprincips in der Punkt- 
axe oder im Strahlbiischel. Wir setzen uun bei einem riiumlichen 
Plancurvensystem als die Traiger der Correspondenz statt der Punktaxe 
und des Strahlbiischels beziiglich einen Strahlbiischel und einen Ebenen- 
biischel. Dann erhalten wir bei analoger Bezeichnung dieselben Formels, 
wie Herr Zeuthen, nur dass wir auf der linken Seite jeder aus dem 
Correspondenzprincip im Strahlbiischel resultirenden Formel ein ge- 
wisses Vielfaches der Bedingung, welche wir oben uw genannt haben, 
subtrahiren miissen. Da eine Wiederholung der Zeuthen’schen Formeln 
in ihrer vollen Gestalt wegen der vielen Symbole, die dann definirt 
werden miissten, zu viel Raum kosten wiirde, so beschriinken wir uns 
darauf, die eben genannten Vielfachen von w hier anzugeben, und 
zwar jedes hinter derselben Nummer, welche Zeuthen an der citirten 
Stelle vor die zugehérige Formel gesetzt hat. Fir diejenigen Leser, 
denen die Alm. Eg. nicht zugiinglich sein sollten, sei bemerkt, dass 
dieselben auch in Lindemann’s ,,Vorl. v. Clebsch“ p. 413—415 
angegeben sind, und dass die hier nachgesetzten Nummern die Num- 
mern der Formeln bei Lindemann sind. Wie bei Zeuthen bedeutet 

nm die Ordnung der Plancurve, 

n ihr Rang, 

d die Zahl der Doppelpunkte , 

d die Zahl der Doppeltangenten , 
e die Zah] der Spitzen, 

eé die Zahl der Wendetangenten. 


Tabelle der den Zeuthen’schen Formeln hinzuzufiigenden 
Vielfachen von wp. 


3) n(n—1), 14) | 3’) 0, 

4) 0, 15) | 4’) na’, 

5) 0, 16) | 5’) ne, 

6) 0, | 17) | 6’) d(d’—1), 

7) 0, 19)| 7) ed’, 

8) 0, 18) | 8) e(é—1), 

9) n(n—2), 20) | 9) n(n’—2), 

10) d (n—2), 21) | 10) a’(n’—2), 

11) ¢ (n—2), 22) | 11’) e (n’—2), 

12) xn (n—2) (n—3), 23) | 12’) n(n’ —2)(n’—3), 


13) d(n—2)(n—3), 13’) d’(n’ —2)(n'—3), 
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14) e(n—2)(n—3). 25) | 14) ¢(n’—2)(n'—3). 
15) 2d\2d—1). | 15‘) 0. 
16) 2n. | 16°) m?. 


22) Qnd. 

23) me. 

24) n-}d(d—1). 
25) nde. | 
26) n-4e(e—1). | 


} 
| 


Beispielsweise leiten wir die linke Seite der Formel 14) ab. Dabei 
wollen wir jedoch, der Kiirze wegen, nicit das Correspondenzprincip. 
in seiner urspriinglichen Gestalt, sondern die Punktpaarformel anwen- 
den, welche aus der Punktpaarformel erster Dimension (§ 16., 1) durch 
sbl. Mult. mit g hervorgeht, also: 


e+ a + Je— Ip = 89. 

Es bezeichne v die Bedingung, dass die Plancurve n'e* Ordnung 
mit e Spitzen eine gegebene Gerade schneide, c die Bedingung, dass 
irgend eine ihrer e Spitzen auf einer gegebenen Ebene liege. Wir 
denken uns nun durch jede Spitze jeder Curve des einstufigen Systems 
alle méglichen in der Curvenebene liegenden Geraden gezogen. Jede 
dieser Geraden bestimmt noch n — 2 weitere Schnittpunkte, und je 
zwei dieser letztern fassen wir als Punktepaar zusammen. Dann giebt 
es von solehen Punktepaaren auf jeder Curve ein einstufiges System, 
im Curvensysteme also ein zweistufiges System. Auf dieses System 
wenden wir die obige Formel an. Dann ist zu setzen: 


c= d—v-e(n—3), g. = c(n—2)(n—3), gp = w-e(n—2)(n—3), 
so erhalten wir als linke Seite von Formel 14): 
2v-e(n—3) + ¢ (n—2)(n—3) — w+ e(n—2)(n—3). 


Wir fassen nun die oben angegebenen Erweiterungen der Zeuthen’- 
schen Formeln auf Plancurven im Raume zusammen mit dem Satze, 
welcher am Schluss des § 10. ausgesprochen ist. Dann erhalten wir 
das folgende wichtige Resultat: 

»Kennt man bei irgend einer Plancurve die Formeln zwischen den 
Grundbedingungen und den Ausartungssymbolen, sowie die Aus- 
artungen selbst so vollstindig, dass man dadurch die fundamentalen 
Anzahlen bei fester Ebene berechnen kann, so braucht man nur noch 
zu den Formeln gewisse Vielfache der Bedingung uw hinzuzufiigen, und 
die allgemeinen Formeln des § 10. geniigend zu beriicksichtigen, um 
auch den Weg zur Bestimmung aller fundamentalen Anzablen derselben 
Plancurve bei beweglicher Ebene zu erhalten,“ 
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Die folgenden Untersuchungen setzen demgemiiss meist von vorn- 
herein Plancurven im Rawme voraus. 


§ 36. 
Die charakteristischen Anzahlen des Kegelschnitts. 


Wir streben nach der Berechnung der fundamentalen Anzahlen 
der cubischen Plancurve C,° mit Spitze (Abschnitt V). Die Theilgebilde 
der Ausartungen der C,° bestehen aber aus Punkten, Ebenen, Strahlen 
und Kegelschnitten. Wir haben daher zuniichst zu priifen, ob uns 
die Anzahlen bekannt sind, welche sich auf die so zusammengesetzten 
Gebilde beziehen, Diese Anzahlen lassen sich siimmtlich ausdriicken 
durch die elementaren Anzahlen des Kegelschnitts und die axiomatischen 
Anzahlen vom Werthe 1, welche angeben, wie vieldeutig die Haupt- 
elemente durch fundamentale Bedingungen -bestimmt sind, z. B., wie 
viel Ebenen durch einen gegebenen Punkt und eine gegebene Gerade 
gehen. Wir beschiftigen uns daher mit den elementaren Kegelschnitt- 
anzahlen. Dieselben sind zuerst von Chasles (Comptes rendus 1867) 
angegeben. Nach der oben erdrterten Methode erhiilt man sie ohne 
Schwierigkeit, da der Kegelschnitt nur zwei Ausartungen 0 und ¢ be- 
sitzt, und da deren Theilgebilde nur aus Hauptelementen bestehen. 


Die Ausartung 0 besteht aus zwei Ordnungsgeraden, welche sich 
in einem doppelten Rangpunkte schneiden, die Ausartung « besteht 
aus einer doppelten Ordnungsgeraden, auf welcher zwei einfache Rang- 
punkte liegen. 


Wie immer bei Plancurven, bezeichnen wu, v, @ beziiglich die Be- 
dingungen, dass die Curve ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt 
sckicke, eine gegebene Gerade schneide, eine gegebene Ebene beriihre. 
Die 3 Zahlen uw, v, o sind mit den beiden Zahlen @ und « durch zwei 
fiir jedes einstufige System giiltige Gleichungen verbunden, welche 
aus Nr. 3 und Nr. 3’ der auf den Raum erweiterten Ze uthen’schen 
Formeln (§ 35.) folgen, nimlich: 

2v—o—2u=—e, 
29—v = @, 
y= f(2e+ 0+ 4p), 


@=4( +20 + 2). 
Alle iibrigen Zeuthen’schen Formeln geben fiir den Kegelschnitt O=0. 


woraus folgt: 


Die beiden, eben angegebenen Gleichungen reichen aus, um die 
Kegelschnittzahlen uw” v* 9”, (m+n-+r=—8) aus den Ausartungsan- 
zahlen 


du™v"o” und ew™v"o", (m-+n+r=—7) 
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zu berechnen. Als Beispiel fiir die Berechnung der Ausartungsan- 
zahlen selbst mégen dienen: 
dy69 == 2!.[6,-2+4.-6,-2-2] — 140, 

du? vo? == 2?.[3, - 2] = 24, 

euv?o' = 2?.(4,-1+4-4,-2]—40. 
Im letzten Beispiel- steht der Coefficient 2?, weil eine doppelie Ord- 
nungsgerade zwei gegebene Gerade schneidet (§ 34.); die Combinations- 
zahlen 4, resp. 4-4, geben an, auf wie vielfache Weise sich 4 Ebenen 
zu 3 und 1 resp. zu 2 und 2 gruppiren lassen; die fettgedruckte Zahl 
2 ist die Zahl der Geraden, welche 4 gegebene Geraden schneiden. 

Liegen nun die elementaren Ausartungssymbole berechnet vor, so 
bestimmt man vermittelst der obigen Formeln zuniichst die Zahlen v 
und g der Systeme, welche u*v" 9”, (n-+-r==4), als definirende Be- 
dingung enthalten, weil bei diesen u =O ist. So gewinnt man die 
6 Anzahlen uw v"9", (n+-r = 5). Diese geben dann die Zahlen wu fiir 
die Systeme uw? vo", (n-+-r—5). Mit ihrer Hiilfe erhilt man aus 
jenen Formeln die Anzahlen u*v" 9", (n-+-r = 6). In derselben Weise 
gelangt man von diesen Anzahlen zu den 8 Anzahlen pv" 9", (n+-r=7), 
und endlich von den letztgenannten zu den 9 Anzahlen v" 9", (n-+-r=8). 
So erhilt man jede elementare Kegelschnittanzahl, bei der sowohl n 
wie ry von null verschieden ist, zweimal, nimlich aus einem System 
als Zahl v, aus einem andern Systeme als Zahl 9. Eine solche mehr- 
fache Bestimmung einer und derselben Anzahl! aus verschiedenen Aus- 
artungsanzahleu ist durch unsere Abzihlungsmethode oft erméglicht, 
und kann dann einerseits zur Controle der Rechnung, andererseits 
auch zu einem Riickschlusse iiber die Beschaffenheit der Ausartungen 
ausgenutzt werden. 

Die Kegelschnittzahlen wv" 9” sind schon mehrfach publicirt (in 
deutschen Journalen jedoch nur durch des Verfassers Abhandlung in 
Crelle-Borch. Journal, Bd. 71). Wir wiederholen sie hier zur Be- 
quemlichkeit der Leser, weil sie spiiter fortwihrend benutzt werden. 


Tabelle der charakteristischen Kegelschnittanzahlen. 





| ys == 92 
pv = =34) v7 @ = 116 
wev® = 8} uwv'g = 52 | v’o? — 128 


wy =—1)| wwe = 14) uve? = 76 | v9? = 104 
wrig —2/ wvtg? = 24| wr'g? = 72 | vio! 64 
wi vig? = 4 | u?v3 93 = 24/| wre! = 48 | vei = 32 


l 











usy?o> = 4 | wv? et — 16 | uwr?g' = 24 | v’?e' = 16 
wy of = 2) wv ei = 8/| wv po —=12\v9'= 8 
wt g=1)u? eo =— 4) u gi'= 6| = 4 
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§ 37. 
Die sonstigen, im Folgenden benutzten Kegelschnittanzahlen. 


Ausser uw, v, @ hat der Kegelschnitt, wie jede Plancurve, noch 
folgende 4 elementare Bedingungen: 
P, durch einen Punkt zu gehen, 
o, eine Tangente durch einen gegebenen Punkt zu schicken, 
t, einen Strahl eines gegebenen Strahlbiischels zu beriihren, 
T, een gegebenen Strahl zu beriihren. 
Diese 4 Bedingungen lassen sich bei jeder Plancurve durch uy, », @ 
ausdriicken, gemiiss den Incidenz-Formeln des § 10. (p. 36). Man- 
hat in unserem Falle a = 2 zu setzen, und erhalt die Moduln: 


P=pv— 2p’, 
o = 2u, 
t =e, 


T = pw’o — 2p. 
Hieraus erhilt man von Anzahlen, die nicht schon aus der Tabelle 
des § 36. unmittelbar ersichtlich sind, nur noch folgende. 


Tabelle der Zahlen Pyv"g", Puro’, P?v"o" und T v9". 
Py® —18| | | 
Pvi9 =24| Pur = 6) Tv = 12 
Py'o? = 28 | Puvtg = 10| Pvt =4 | Tv'g = 20 
Pv' o> = 24 | Pure? = 16) Pv39 =—6 | Tv? = 16 
Pv?e! = 16 | Puv?g? = 16 | Pev?g? = 8 | Trg? = 
Pry & = 8| Puv e'=12| Py F& =—8 Tv o! 


P e= 4| Pu = 6| P? of=8|T oi = 


| 
bn —» © 


Um alle fiir die spiteren Berechnungen nothwendigen Kegelschnitt- 
anzahlen zu gewinnen, haben wir ausser den elementaren Bedingungen 
noch diejenigen Bedingungen zu beriicksichtigen, welche sich fiir eine 
Plancurve dadurch ergeben, dass das aus einer Tangente und ihrem 
Beriihrungspunkte bestehende Gebilde alle méglichen Grundbedingungen 
erfiillt. Ist g die Tangente, c ihr Beriihrungspunkt, so hat dieses Ge- 
bilde die folgenden mehrfachen Grundbedingungen: 


c?, 69, Gp» Jey 

C8, C9, CGps Ges Gs) 
Cg, Cp, CGe, CGs, G, 
Ody, C95, eG. 


Durch die allgemeinen Lageformeln des § 9. lassen sich auf gewisse 
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dieser Symbole alle iibrigen zuriickfiihren, so dass nur folgende iibrig 
bleiben: : 

C?, Ips Ger 

c*, Gey Iss 

ge, G, 


cG. 


Nun ergeben aber c?, gp, ge, ¢*®, gs, G dem Kegelschnitte Bedingungen, 
welche schon oben betrachtet sind, nimlich: 


ce giebt v, gp giebt gy’, g. giebt eg; c giebt P, g, giebtt, G giebt T. 
So bleiben nur noch die Symbole 


CJey C'Ge, eG 


iibrig, welche dem Kegelschnitt beziiglich die Bedingungen liefern: 
1) x, dass er eine Ebene in einem Punkte einer auf ihr ge- 
gebenen Geraden beriihre, 
2) y, dass er eine Ebene in einem auf ihr gegebenen Punkte 
beriihre, 


3) 2, dass er eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte 
beriihre. 


Die elementaren Moduln von x, y, 2 erhilt man durch das Princip 
von der Erhaltung der Anzahl, wie folgt. 


1) Man betrachte die zusammengesetzte Bedingung vg, und lege 
die Gerade von’v in die Ebene von 9. Dann wird ve zweimal von 
jedem Kegelschnitt erfiillt, welcher die Ebene von @ in einem Punkte 
der Geraden von v beriihrt, d. h., welcher die Bedingung z erfiillt. 
Bei Curven héherer Ordnung kénnte vg auch noch in anderer Weise 
erfiillt werden, bei Kegelschnitten jedoch nicht. Also ist: 


* (1) x=tve. 


In athnlicher Weise erhalt man: 


(2) y=4Po oder 
y = t(uv —2u*) 9 = ture — we. 

3) Man betrachte die zusammengesetzte Bedingung wy, und lege 
den Punkt von w in die Ebene von y. Dann wird wy erstens von 
jedem Kegelschnitt erfiillt, welcher in der Ebene von y liegt, und 
dabei durch den Punkt von y geht welcher also u*v erfillt, zweitens 
aber auch von jedem Kegelschnitt, welcher die Verbindungslinie des 


Punktes von w mit dem Punkte von y in letzterem beriihrt, d. h., 
welcher ¢ erfiillt. Also ist: 


(3) e= uy — wv oder 
#=u(tuve—w'e) — pv = juve — wy — we. 


Mathematische Annalen, XIII. 29 
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Aus den Incidenzformeln des § 9. erhilt man nun die Moduln 
aller Bedingungen, die ausserdem noch beriicksichtigt werden sollten. 


So folgen aus den 4 Formeln: 


eg = + ge 


C= +9, 
eg= + cg, 
C9. = Cy +G 


beziiglich die folgenden 4 Resultate: 


4) Die Bedingung, ein Kegelschnitt soll eine Ebene so schneiden, 
dass die Tangente des Schnittpunkts eine gegebene Gerade schneidet, 
hat den Modul: 

v+o. 


5) Die Bedingung, ein Kegelschnitt soll eine Ebene so schneiden, 
dass die Tangente des Schnittpunkts durch einen gegebenen Punkt 
geht, hat den Modul: 

P+t=uv+uo— 2x’. 

6) Die Bedingung, ein Kegelschnitt soll eine Gerade so schneiden, 
dass die Tangente des Schnittpunkts eine gegebene Gerade schneidet, 
hat den Modul: 

P+a2=i4vo+ur— 2p’. 

7) Die Bedingung, ein Kegelschnitt soll eine Ebene so beriihren, 
dass der Beriihrungspunkt auf einer in der Ebene gegebenen Geraden 
liegt, wihrend die zugehérige Tangente durch einen in der Ebene 
gegebenen Punkt geht, hat den Modul: 

T+y= ture — 2’. 
Kin Theil der eben angegebenen Moduln ist von Halphen im Bull. 
de la Soc. math. de Fr. Bd. 2, p. 26 angegeben, ein Theil der darauf 
beziiglichen Anzahlen schon von Chasles in den Comptes rendus des 
Jahres 1867 zusammengestellt. 

Beachtenswerth ist, dass ausser den elementaren Bedingungen 
P, 9, t, T auch die unter 4) und 5) genannten Bedingungen bei 
jeder Plancurve elementare Moduln besitzen, wihrend die fiinf ausser- 
dem behandelten Bedingungen nur beim Kegelschnitt diese Eigen- 
schaft haben. 

Beispielsweise berechnen wit’ mit Hiilfe des Moduls von ¢ die 
Zahlen 

zv"o", (n+r=—4), 
und erhalten: 

svi=4, sy'o=—6, 2rv?gr—4, zvgi=—2, sot=—1. 

Die obigen Moduln werden spiiter bei der Berechnung der Ausartungen, 
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welche Kegelschnitte zu Theilgebilden haben, fortwihrend benutzt; 
und zwar sollen dann, der bessern Uebersicht wegen, nur die hier und 
in § 36. numerisch gegebenen 59 Zahlen wirklich geschrieben werden, 
die tibrigen Zahlen dagegen in nicht ausgerechneter Form durch die 
Moduln dargestellt werden. 


V. Abschnitt. 
Die cubische Plancurve mit Spitze. 


§ 38. 


Die fundamentalen Einzelbedingungen der C,° und die Beziehungen 
zwischen ihnen. 


Wir steuvern jetzt darauf hin, nach der im IV. Abschnitt aus- 
einandergesetzten Methode alle fundamentalen Anzahlen der C,° zu 
bestimmen. Wir stellen daher zunichst die schon in § 6. beispiels- 
weise angegebenen fundamentalen Einzelbedingungen dieser Curve zu- 
sammen. Dieselben zerfallen in elementare und singulére, die elemen- 
taren Einzelbedingungen wieder in wesentliche und unwesentliche (§ 10., 
p- 37). Die drei wesentlichen sind: 

u = die. Ebene der C,° soll durch einen gegebenen Punkt gehen; 
v = die C,° soll eine gegebene Gerade schneiden ; 
o = die C,* soll eine gegebene Ebene beriihren. 

Durch diese Bedingungen lassen sich die unwesentlichen elemen- 
taren Bedingungen vermittelst der Incidenzformeln des § 10. (p. 36 
unten) ausdriicken. Man erhilt, da Ordnung und Rang der C,' gleiclt 3 
sind, folgendes Resultat. 

1) Die Bedingung u,, die C,* soll ihre Ebene durch eine gegebene 
Gerade schicken, hat den Modul: 

Uy = w?. 

2) Die Bedingung M, die C,° soll in einer gegebenen Ebene liegen, 
hat den Modul: 

M =u, 

3) Die Bedingung P, die C,° soll durch einen gegebenen Punkt 
gehen, hat den Modul: 

P=wuv — 3u’. 

4) Die Bedingung Q’, die C,' soll eine Tangente durch einen ge- 
gebenen Punkt schicken, hat den Modul: 

o = 3u. 

5) Die Bedingung ¢, die C,° soll eine Tangente in einem gegebenen 

Strahlbiischel besitzen, hat den Modul: 


t= ue. 


29* 
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6) Die Bedingung 7’, die C,* soll eine gegebene Gerade beriihren, 
hat den Modul: 
T=we—3eyi. 
Hiernach brauchen bei der Bestimmung der Fundamentalzahlen 
der C,* von den elementaren Bedingungen nur 


#,v,@ 
und die aus ihnen zusammengesetzten Bedingungen beriicksichtigt zu 
werden. 


Die Symbole der singuliren Einzelbedingungen der C,° ergeben 
sich nach der Bezeichnungsregel in § 5., p. 19, wenn wir festsetzen, 
dass immer bezeichnet werden soll mit 

e die Spitze, 

v der Wendepunkt, 

y der Schnittpunkt von Wendetangente und Riickkehrtangente, 
w die Wendetangente, 

q die Riickkehrtangente , 

z die Verbindungsgerade von Spitze und Wendepunkt. 

Die eben genannten 3 Punkte und 3 Strahlen bilden die Ecken 
und Seiten eines Dreiecks, welches wir das Singularitiitendreieck nennen 
wollen. Demselben gehéren, den obigen Bezeichnungen gemiiss, fol- 
gende singulire Einzelbedingungen an: 

a) wesentliche: 


Cy Cg, Vy Ug, Yy Yor Wy Wey TY, ey 2, Ze} 
b) unwesentliche : 
. C, V, Y, wp, W., W, Gp, Gs, Qs Sp, &s, Z- 


Natiirlich gelten fiir jede Ecke und jede Seite des Singularitiiten- 
dreiecks die in § 8. gegebenen Beziehungen zwischen den Grund- 
bedingungen eines Hauptelementes, also z. B. 

Ww=v?, wWH=—W,, gG@=q+q, C=c. 
Fiir ¢,, vy, yz werden wir daher immer beziiglich c*, v?, y?, und fiir 
C, V, Y beziiglich c*, v*, y® schreiben. Dagegen darf fiir w., q., 2 
nur dann w?, g?, 2? geschrieben werden, wenn eine feste Ebene vor- 
ausgesetzt, d. h. mit u® symbolisch multiplicirt ist. Nach den Incidenz- 
formeln lassen sich die unwesentlichen singuliren Bedingungen durch 
die wesentlichen ausdriicken, wie hier folgt (§ 10., p. 36): 


S=ue —we+u, 
=p? —wv+ uF, 
y=uy —wy+e, 
Wp = LW —p’, 
=I —w, 
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fp =use —p, 
Ws = UW —, 
qs = UG —w*, 
4= "eZ —p, 

W=wu.— ww, 
Q@=—uwq— vq, 
Z =— u ze — usz. 


So ist das Problem der Bestimmung aller fundamentalen Anzablen 


der C,° zuriickgefiihrt auf das Problem, alle diejenigen zehnfachen 


Symbole numerisch zu bestimmen, welche aus den Potenzen von pu, v, @ 
und aus den Bedingungen . 

C, C7, v, 7, Yy Y?, W, Wey Is ey 2, Be 
zusammengesetzt sind. 

Doch kann die Zahl der zu berechnenden Symbole noch weiter 
reducirt werden. Man beachte nimlich, dass jede Ecke des Singulari- 
tiitendreiecks auf jeder von zwei Seiten desselben liegt, und wende 
dann die Incidenzformeln an, welche die Grundbedingungen eines Strahls 
mit denen eines in dem Strahle liegenden Punktes verbinden (§ 9., I.). 
Dadurch erhilt man: 

ce = é + 4, 

ce=ce+t+z2,, 

ve =v+2,, 

vw=v'+u,, 

yo=y + we, 

ya=y9 +4, 
und ausserdem alle Formeln, welche aus diesen durch symbolische 
Multiplicationen und geeignete Eliminationen hervorgehen, z. B. 


Cp =O +4, 
vw,p=vw+ W. 


§ 39. 


Die durch ein einstufiges Curvensystem gebildeten Paare von 
Punkten und Strahlen. 


Um Formeln erster Dimension fiir die C,5 zu gewinnen, setzen 
wir ein ganz beliebiges, einstufiges, fundamentales System von Curven 
C,> voraus, und betrachten die in demselben liegenden Systeme der- 
jenigen einer und derselben Curve zugehérigen 25 Hauptelementen- 
paare, welche in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind. Die 
jedem Paare nachgesetzte rémische Nummer bezeichnet die Stufe des 
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Systems, welches von dem Paare in einem einstufigen Curvensysteme 
erzeugt wird. 


Tabelle der 25 Paare. 


1) Punkt ¢ und Punkt v, I. 
2) Strahl w und Strahl gq, I. 


3) v und y, 1. 
4) q und gz, I, 
5) y und ¢, 5. 
6) 2 und w, L 


7) ¢ und ein Curvenpunkt, II. 
8) wund eine Tangente, II. 
9) v und ein Curvenpunkt, _II. 
10) q und eine Tangente, II. 
11) y und ein Curvenpunkt, II. 
12) z und eine Tangente, _II. 


13) Ein Curvenpunkt und der einfache Schnittpunkt der in ihm be- 
riihrenden Tangente, II. 

14) Kine Tangente und die von ihrem Beriihrungspunkt ausgehende 
andere Tangente, II. 


15) Zwei Curvenpunkte, III. 
16) Zwei Tangenten , III. 


17) ¢ und eine Tangente, __ II. 
18) w und ein Curvenpunkt, II. 
19) v und eine Tangente, II. 
20) q und ein Curvenpunkt, II. 
21) y und eine Tangente, II. 
22) 2 und ein Curvenpunkt, II. 


23) ¢ und w, I. 
24) v und gq, I. 
25) y und z, I. 


Die ersten 22 der hier aufgeziihlten Paare sind so beschaffen, dass 
jedes mit einer geraden Nummer versehene dem vorangehenden feld- 
dualistisch*) entspricht. Die 3 letzten Paare dagegen entsprechen sich 
selbst feld-dualistisch. 


*) Ich méchte im Anschluss an die in § 4. eingefiihrte Terminologie feld- 
dualistisch diejenige dualistische Verwandtschaft nennen, welche in einer Ebene 
zwischen ihrem Punktfelde und ihrem Strahlenfelde besteht, biindel-dualistisch 
diejenige, welche in einem Punkte zwischen seinem Ebenenbiindel und seinem 
Strahlenbiindel besteht, rawm-dualistisch oder dualistisch schlechthin diejenige, 
welche im Raume zwischen seinem Punktraume und seinem Ebenenraume besteht. 











vor 


der 


ste 
ber 


3). 














Beitriige zur abziihlenden Geometrie. Zweite Abhandlung. 455 
Auf jedes der von den 25 Paaren erzeugten 25 Systeme soll eine 
von den Formeln angewendet werden, welche im III. Abschnitt aus 
dem Chasles’schen Correspondenzprincip abgeleitet sind. Welche 
Formeln jedesmal anzuwenden sind, ist aus der folgenden Zusammen- 
stellung ersichtlich, bei welcher die Bezeichnung des III. Abschnitts 
benutzt ist. 

a) Auf die einstufigen Systeme von Punktepaaren, also auf 1), 
3), 5) ist anzuwenden die Punktepaarformel erster Dimension, also 

e+d—g=se (§ 16., I). 

b) Auf die zweistufigen Systeme von Punktepaaren, also auf 7), 
9), 11), 13) ist anzuwenden die Formel, welche aus der Formel bei a) 
durch Multiplication mit g hervorgeht, also 

C+ a + ge— Ip = 89- 

c) Auf das dreistufige System von Punktepaaren, also auf 15), ist 
anzuwenden die Formel, welche aus der Formel bei a) durch Multi- 
plication mit g, hervorgeht, also 

CHe + Age — Js = EGe- 

d) Auf die einstufigen Systeme von Strahlenpaaren, also auf 2), 
4), 6) ist anzuwenden die Strahlenpaarformel erster Dimension fiir 
zwei sich schneidende Strahlen, also 

go+ho—uo —co=—ee (§ 20., I). 

e) Auf die zweistufigen Systeme von Strahlenpaaren, also auf 8), 
10), 12), 14) ist anzuwenden die Formel, welche aus der Formel bei d) 
durch Multiplication mit c hervorgeht, also 

96 +ho+ 26 — ucé = soe. 

f) Auf das dreistufige Sytem von Strahlenpaaren, namlich auf 16) 
ist anzuwenden die Formel, welche aus der Formel bei e) durch Multi- 
plication mit ¢ hervorgeht, also 

cge6 + ch.6 + uo — uco = e6c’*, 

g) Auf die einstufigen Systeme der aus Punkt und Strahl bestehen- 
den Paare, also auf 23), 24), 25) ist die in § 23., Nr. 4. fiir solche 
Paare aufgestellte Formel erster Dimension anzuwenden, niimlich 

e+g—u=ée. 

h) Auf die drei unter 17), 19), 21) genannten zweistufigen Systeme 
von Paaren ist anzuwenden die Formel, welche aus der Formel bei g) 
durch Multiplication mit g hervorgeht, also 

C9 + Ge— w= 29. 

i) Auf die drei unter 18), 20), 22) genannten zweistufigen Systeme 
von Paaren ist anzuwenden die Formel, welche aus der bei g) durch 
Multiplication mit ¢ hervorgeht, also 


cg + c? — pe = &¢. 
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Natiirlich wiirde auch in jedem der 25 Fille eine ein- oder mehr- 
malige Anwendung des urspriinglichen Chadsles'schen Correspondenz- 
princips zum Ziele fiihren. Doch wiren dann in jedem einzelnen Falle 
immer wieder die Ueberlegungen nothwendig, welche im III. Abschnitt 
bei der Erweiterung des Correspondenzprincips allgemein und deshalb 
ein fiir alle Mal gemacht sind. 


Einige unter den 25 Fallen erledigen sich durch die allgemeinen 
Formeln des § 35. fir n= 3, n =3, d=0, d’=0, e=1, &=1. 


§ 40. 
Die Formeln fir einstufige fundamentale Curvensysteme. 


Die 25 Formeln, welche aus den im vorigen Paragraphen bespro- 
chenen Anwendungen resultiren, sind hier mit denselben Nummern 
wie dort zusammengestelit. Die Zahl der Coincidenzen ist immer rechts 
vom Gleichheitszeichen geschrieben. Hinsichtlich der Curven, welche 


in Bezug auf jede der 25 Formeln ausgeartet sind, ist Folgendes zu 
bemerken. 


Herr Zeuthen und Herr Maillard haben bei ihrer Bestimmung 
(ef. die allgemeine Einleitung in Bd. X) der elementaren Anzahlen der 
C,° fiir eine feste Ebene gezeigt, dass diese Curve nur eine einzige 
Ausartung nullter Gattung besitzt, d. h. nur eine Ausartung von sol- 
cher Beschaffenheit, dass sie durch elementare Bedingungen allein voll- 
standig bestimmbar ist. Wir bezeichnen diese Ausartung und also auch 
ihre Anzahl in einem einstufigen Systeme mit 6. Sie lisst sich mit 
Hiilfe der in § 34. eingefiihrten Definitionen der Ordnungscurve und 
Rangeurve kurz so beschreiben. 


»6 hat einen Ordnungskegelschnitt, der zugleich Rangkegelschnitt ist, 
und von einer einfachen Ordnungsgeraden in einem einfachen Rang- 
punkte beriihrt wird. Die Spitze, der Wendepunkt und der Schnittpunkt 
von Wendetangente und Riickkehrtangente fallen in den Rangpunkt, die 
Wendetangente, die Riickkehrtangente und der Verbindungsstrahl von 
Spitze und Wendepunkt fallen in die Ordnungsgerade.“ 


Die Zahlen o fiihren wir sofort in jede der 25 Formeln ein. Aber 
die Zahl aller Curven, welche sonst noch in Bezug auf die mit der 
Nr. i) versehene Formel ausgeartet sind, bezeichnen wir zunichst mit 
«;, indem wir auf die Zusammensetzung jeder der 25 Zahlen a; aus 
Anzahlen fiir verschiedene Ausartungen hier noch nicht eingehen wollen. 
Jede Zahl a; soll der singuldre Defect derjenigen Formel heissen, welche 
die Nummer i) trigt. Bei Voraussetzung eines clementaren Systems 
ist natiirlich der singulire Defect jeder Formel gleich Null. 
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Tabelle der 25 Formeln. 


c+v-—e =6+4,, 
wt+q—-y—¥=—6+e,, 
vo+y—w =6-+4a,, 
q+2—c—p=6+y, 
ote —¢ =o-+4a,, 


eé+w—v—p=6+4,, 


+c — u=2q+a,, 
e+w — u = 20+ a,, 
y+ 2v—2u=—=w-+2e+a,, 
o+2q—2u—c +264 ay, 
v + 3y— 3u—46+a,,, 
eo + 32¢—3u— 46+ a@,,, 


2v+e—3u=—2q+uw +4, 
2e+v—3u—20+¢ + ay, 
2v + 2v—6u—e +3¢+a,, 
2e +20 =v +3wt+ m%,, 


3c + @ =3q+ 6 +%,, 
3w+v —3u=—30+ 6 +a,, 
Bute =3w+ 6 +t, 


3q+ v —3uy=—3e+ 6 + ay, 


3y+ @ =2w+ q+6+ 4, 
3B¢e+v —3u—2e+07+64+a,, 


c+w— uw =26+4,,, 
v+q—e =26+4,,, 
y+se — wu =26+ a,,, 


Hier bedeutet also z. B. a, die Zahl aller derjenigen in dem ge- 
gebenen eiustufigen Systeme vorhandenen, hinlinglich oft gezihlten 
Ausartungen von hoherer als der nullten Gattung, bei denen Spitze 
und Wendepunkt zusammenfallen, @,, die Zahl aller derjenigen, welche 
eine Tangente durch eine gegebene Gerade so schicken, dass ihr Be- 
rihrungspunkt mit ihrem einfachen Schnittpunkte zusammenfiallt. 


Aus den 25 Formeln der obigen Tabelle erhalt man auf mehr- 
fache Weise jede der 7 Zahlen 


26, 3c, Gv, 3y, 3w, 6q, 32 


Zweite Abhandlung. 
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als eine Function von uw, v, 9, welche um eine Function der Zahlen « 
vermindert ist. So gewinnt man 7 Hauptformeln, welche wir beziig- 
lich o-Formel, c-Formel, v-Formel u. s. w. nennen wollen. Die in 
jeder dieser 7 Hauptformeln auftretende Function der Zahlen a soll 
wieder ihr singuldrer Defect heissen, und beziiglich mit 

Gigs Gey Gey By, Bay Eq, Ms 
bezeichnet werden. 


Tabelle der 7 Hauptformeln. 
26) 20o— v +o—3u—4@,, 

27) 3c = 4v — o — 6p — @,, 

28) 3w—= 49 —v— ay, 

29) 60 = Te— v — 3u— @, 

30) 6q = Tv — 9 — Ou — a, 

31) 3y =—2e + v—3u—4,, 

32) 32 = 2v+ 0 — dy — «,. 


§ 41. 
Erzeugung der Ausartungen durch homographische Abbildung. 


Jede der im vorigen Paragraphen eingefiihrten Zahlen @ ist eine 
Summe von Anzahlen, von denen jede angiebt, wieviel Ausartungen 
von gewisser Definition in dem gegebenen, fundamentalen, einstufigen 
Systeme vorhanden sind. Derartiger Definitionen giebt es nun im 
Ganzen 12 verschiedene,’ mit andern Worten, die C,° hat ausser der 
Ausartung 6 noch 12 andere fundamentale Ausartungen. Die genaue 
Beschreibung derselben erhalt man sehr leicht aus der allgemeinen C,' 
durch eine gewisse homographische Abbildung*), welche jetzt bespro- 
chen werden soll. 


Man nehme in fester Ebene einen Punkt S als Centrum, einen 
Strahl r als Aze der Homographie an, und bestimme dann das Bild 
A’ jedes Punktes A in folgender Weise. Man ziehe den Strahl SA, 
welcher ry in R, schneide, und bestimme A’ so, dass das Doppelver- 
hialtniss : 

SA | SA’ 
R,A * RA 





einen constanten Werth 2 erhalte. Daraus folgt, dass man den Ort 
der Bilder aller Punkte eines Strahls a, oder kurz, das Bild des Stralls a 


*) Auf diese Methode, die Ausartungen der C,° aufzufinden, hat mich Herr 
Zeuthen brieflich aufmerksam gemacht, als ich dieselben schon auf dem miih- 
sameren Wege a posteriori gefunden hatte. 
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erhalt, indem man den Schnittpunkt von a und r mit S verbindet, und 
zu dem Verbindungsstrahle s,, zu a und zur denjenigen vierten Strahl 
construirt, welcher durch das Doppelverhiltniss 4 diesen 3 Strahlen so 
zugehért, wie A’ zu R,, A, S gehdrte. Speciell erhalt man das Bild 
der Tangente des Bildes A’ eines Curvenpunktes A, indem man den 
Punkt, wo die A angehérige Tangente die Axe r schneidet, mit A’ 
verbindet. Ueberhaupt wird bei der homographischen Abbildung einer 
Plancurve Ordnung und Rang erhalten, und das Bild jedes singularen 
Punktes oder Strahls wird im Allgemeinen wieder ein Punkt oder 
Strahl mit der nimlichen Singularitit. 


Wir setzen nun speciell 4 =O und untersuchen die dadurch ent- 
stehenden Bilder einer festen Plancurve C,* fiir die Fille, dass die 
Axe der Homographie r zu der C,° eine allgemeine und feste Lage hat, 
und .dass das Centrum S der Homographie alle méglichen Lagen zu 
der C3 einnimmt. Die so gewonnenen Bilder der C,° und die ihnen 
dualistisch entsprechenden geben die simmtlichen fundamentalen Aus- 
artungen der C,° ausser 6. Die Ecken und Seiten des Singularititen- 
dreiecks der festen C,° bezeichnen wir wieder mit den in § 38. fiir 
sie eingeftihrten Buchstaben, also mit 

C; Vv; Y) Ww, q; &. 

1) S liegt nicht auf der C,> und auch nicht auf w oder q oder z. 
Dann bilden die Bilder der simmtlichen Punkte der C,° drei mit der 
Axe r zusammenfallende Gerade. Von S gehen an die C,° drei Tan- 
genten, welche ry in drei ausgezeichneten Punkten schneiden. Jeder 
durch einen dieser 3 Punkte gezogene Strahl ist nimlich als Tangente 
aufzufassen, weil fiir jeden solchen Strahl 4 =O wird. Die drei aus- 
gezeichneten Punkte sind also Rangpunkte. Die Bilder der Punkte 
c, v, y liegen auf r und sind von den drei Rangpunkten verschieden. 
Dagegen fallen die Wendetangente, die Riickkehrtangente und der 
Verbindungsstrahl von Spitze und Wendepunkt bei dem Bilde der C,° 
mit + zusammen. Das so entstehende Bild*) ist eine ausgeartete C;,°, 
welche in der Folge immer mit «, bezeichnet werden soll. 

2) S liegt auf w, ohne v oder y zu sein. Dann bilden die Punkte 
des Bildes wieder drei Gerade, welche mit r zusammenfallen. Die von 
S ausgehende Wendetangente schneidet r in einem zweifachen Rang- 
punkte, in den zugleich das Bild von v und von y fallt. Ausser der 
Wendetangente geht von S nur noch eine Tangente aus, welche r in 
einem einfachen Rangpunkte schneidet. Das Bild von ¢ ist ein Punkt 
auf x, welcher nicht mit den Rangpunkten zusammenfiallt. Das Bild 


*) Der Leser zeichne sich die Ausartungen nach den gewonnenen Beschrei- 
bungen auf. 
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von w geht durch den doppelten Rangpunkt, ohne mit r zusammen- 
zufallen. Die Bilder von q und von ¢ fallen mit r zusammen. Die 
so entstandene Ausartung der C,° bekommt das Symbol yn). 


3) S liegt auf q, ohne c oder y zu sein. Dann wird r wieder eine 
dreifache Ordnungsgerade. q schneidet r in einem einfachen Rang- 
punkte, in welchen zugleich die Bilder von ¢ und y fallen. Ausser der 
Riickkehrtangente gehen von S noch zwei andere Tangenten aus, welche 
r in zwei einfachen Rangpunkten schneiden. Das Bild von v ist ein 
von den Rangpunkten verschiedener Punkt auf r. Das Bild von q ist 
ein durch das Bild von ¢ gehender, von r verschiedener Strahl. Die 
Bilder von w und z. fallen mit r zusammen. Die entstandene Aus- 
artung der C,° soll ¢, heissen. ' 


4) S liegt auf 2, ohne e¢ oder v zu sein. Dann wird * wieder 
dreifache Ordnungsgerade mit drei einfachen Rangpunkten, niimbich 
den Schnittpunkten der drei von S ausgehenden Tangenten. z schnei- 
det r in einem Punkte, welcher die Bilder von c und v vereinigt, wih- 
rend ein durch diesen Punkt gehender, von r verschiedener Strahl das 
Bild von z giebt. Das Bild von y ist ein von den iibrigen ausgezeich- 
neten Punkten verschiedener Punkt auf ry. Die Bilder von w und von 
q fallen mit r zusammen. Die entstandene Ausartung heisse ¢,. 


5) S ist der Punkt y. Dann ist r wieder eine dreifache Ordnungs- 
gerade. w schueidet r in einem zweifachen, q in einem einfachen Rang- 
punkte. Der zweifache Rangpunkt ist zugleich das Bild von v, der 
einfache das von c. Das Bild von w geht durch das Bild von v und 
ist von r verschieden, das Bild von q geht durch das Bild von ¢ und 
ist auch von r verschieden. Die Bilder von w und von q schneiden 
sich in dem Bilde von y. Das Bild von ¢ fallt mit r zusammen. Bei 
dieser Ausartung, welche y, heissen soll, erscheint also das Singulari- 
tiitendreieck nicht specialisirt, sondern in allgemeiner Gestalt. 

6) S ist ein Curvenpunkt, jedoch von c und von v_ verschieden. 
Jede Gerade durch S schneidet dann die Curve noch in zwei anderen 
Punkten, deren Bilder auf r fallen. r wird also doppelte Ordnungs- 
gerade. Als Bild von S kann jeder Punkt der in S beriihrenden Tan- 
gente aufgefasst werden. Diese wird also einfache Ordnungsgerade. 
Thr Schnittpunkt mit r wird doppelter Rangpunkt. Ausserdem geht von 
S noch eine andere Tangente an die C,°, welche r in einem einfachen 
Rangpunkte schneidet. Die Bilder von c, v, y sind Punkte auf 1, 
welche von den Rangpunkten verschieden sind. Die Bilder vou w, 
q, # fallen mit r zusammen. Diese Ausartung heisse 0,. 

7) S ist der Punkt c. Dann schneidet jede Gerade durch S die 
Curve nur noch in einem Punkte, dessen Bild auf r fallt. Also wird 
r einfache Ordnungsgerade. Die Riickkehrtangente q wird zweifache 
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.Ordnungsgerade und schneidet r in einem dreifachen Rangpunkte. Das 
Bild von v liegt auf der einfachen, das von ¢ auf der zweifachen Ord- 
nungsgeraden. Mit der ersteren fiallt daher das Bild von w, mit der 
letzteren das von g zusammen. Das Bild von y fallt in den dreifachen 
Rangpunkt, und das Bild von z verbindet die Bilder von ¢ und von v. 
Diese Ausartung entspricht der oben mit 4, bezeichneten feld-dualistisch, 
und soll #, heissen. 


8) S ist der Punkt v. Dann erhalten wir genau wieder die eben 
beschriebene und mit 9, bezeichnete Ausartung, uur dass jetzt r die 
zweifache Ordnungsgerade wird. 


Aus den eben aufgefundenen 7 Ausartungen 


&25 Nar &y & 3» M1» 92, 
erhilt man durch feld-dualistische Uebersetzung der Beschreibungen, 
oder auch, indem man das Centrum der homographischen Abbildung 
festhilt, der Awe alle méglichen Lagen ertheilt und 4 = oo setzt, 
7 Ausartungen, welche beziiglich folgende Symbole bekommen: 


Ty, By, T, Tz, By, Oy, m- 


Hiermit sind zwélf verschiedene Ausartungen erzeugt. Die Sym- 
bole fiir dieselben sind so gewihlt, dass solehe Ausartungen, deren 
Beschreibungen hinsichtlich des Punktorts und des Tangentenorts genau 
iibereinstimmen, mit denselben Buchstaben, jedoch verschiedenen Indices 
bezeichnet sind. Es bestehen nimlich: 

1) 6; und 6, aus einer doppelten und einer einfachen Ordnungs- 
geraden, mit einem doppelten Rangpunkte im Schnittpunkte beider, 
und einem einfachen Rangpunkte auf der doppelten Ordnungs- 
geraden ; : 

2) t,, T, T, aus drei einfachen Ordnungsgeraden, die sich in einem 
dreifachen Rangpunkte schneiden; 

3) &, €, € aus einer dreifachen Ordnungsgeraden, auf welcher drei 
einfache Rangpunkte liegen; 

4) #,, #, aus einer zweifachen und einer einfachen Ordnungsgeraden, 
die sich in einem dreifachen Rangpunkte schneiden; 

5) 9, und y, aus einer dreifachen Ordnungsgeraden, auf welcher ein 
einfacher und ein zweifacher Rangpunkt liegen. 


Mit 6 haben wir nunmehr 13 fundamentale Ausartungen der C,° 
aufgefunden. Diese kommen in den einstufigen, fundamentalen Syste- 
men siimmtlich vor, ausserdem aber keine andern; ein Resultat, wel- 
ches der Verfasser auf dem am Schluss von § 34. a posteriorisch ge- 
nannten Wege erkannt hat. Jede der 13 Ausartungen hat also im 
Raume die Constantenzahl 9. Der Punktort und der Tangentenort ist 
aber bei 
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91, 92, Ty Try Tey By Eas & 
durch eine 8-fache, bei 

9, F2, M1 Ne 
durch eine 7-fache elementare Bedingung bestimmt. Folglich sind die 
erstgenannten 8 Ausartungen erster Gattung, die 4 letztgenannten 
eweiter Gattung (Schluss von § 33.). Ferner folgt daraus, dass die 
Ausartungen die Constantenzahl 9 haben, die wichtige Eigenschaft, 
dass auf 

0, &, & & 
die auf der vielfachen Ordnungsgeraden liegenden 4, 5 oder 6 ausge- 
zeichneten Punkte keine beliebige Lage zu einander haben kénnen, und 
dass ebenso auf 

01, T), T2, Ts 
die durch den vielfachen Rangpunkt gehenden, ausgezeichneten Strahlen 
in ihrer Lage nicht von einander unabhdngig sein kinnen. In der That 
wird die gegenseitige Lage dieser Punkte resp. Strahlen durch gewisse 
Gleichungen bedingt, deren Gradzahlen der Verfasser a posteriori be- 
stimmt. Diese Gleichungen gewinnen dadurch an Werth, dass sie durch 
unsere homographische Abbildung auch auf die allgemeine C,° iiber- 
tragen werden kénnen. Niheres dariiber folgt in § 51. 


§ 42. 
Die singuliren Defecte der Formeln des § 40. 


Ist — eins der Symbole, welche im vorigen Paragraphen fiir die 
Ausartungen eingefiihrt sind, so bezeichnet € zugleich auch die Anzahl 
aller Ausartungen § des zu Grunde liegenden, einstufigen, fundamen- 
talen Systems, und —z, wo ¢ eine a-fache Bedingung ist, die Zahl 
aller derjenigen Ausartungen eines vorgelegten (a-+ 1)-stufigen Systems, 
welche die Bedingung 2 erfiillen. Jede der ersten 25 Zahlen « des § 40. 
ist natiirlich eine Summe der mit gewissen Coefficienten multiplicirten 12 
Ausartungssymbole, und zwar sind diese Coefficienten entweder Null 
oder positive ganze Zahlen. Aus der Beschreibung der Ausartungen 


ersieht man in jedem der 25-12 Fille leicht, ob der Coefficient Null. 


ist oder nicht. Ist er nicht gleich Null, so kann man sowohl alge- 
braisch, wie auch a posteriorisch leicht ermitteln, welchen Werth er hat. 

In der hier. folgenden tabellarischen Zusammenstellung der 25 - 12 
Coefficienten konnte wegen der Eigenschaft der C,3, dualistisch sich 
selbst zu entsprechen, fast die Hiilfte der Coefficienten gespart werden. 
Man hat niamlich die Zahlen a der 25 Formeln des § 40. durch die 


Ausartungsanzahlen vermittelst der nachstehenden Tabelle nach folgender 
Regel zu ersetzen: 


> 
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»Jede links resp. rechts stehende Zahl « ist gleich der, Summe der 
12 Producte, deren jedes einen in derselben Horizontalreihe stehenden 
Coefficienten zum einen Factor und diejenige Ausartungszahl zum andern 
Factor hat, welche mit diesem Coefficienten in derselben Verticalreihe 
























































e oben resp. unten steht.“ 
. “Tabelle der Coefficienten der Ausartungsanzahlen in 
den 25 Formeln des § 40. 

~ & 0, | 4, les |e | ¥ | 8 | & | & || % mh | Me 

d a, a rararp ears rir + /:0-/9 0/0 | « 
ne be eh Wl Beha ict Go pe a og > 

i % 72) 0)1)1)/0)1)0/0/0/0/ 0/07, 

¥ a Ji Joli )1) 1/3 {1/1 )0 lo) 1/1 Je, 

“ ed 2469 pg PEE bea be PB 

p @,j3/2);3};3);0);3/3/3)/1\/3|0;}3] a, 

h my}2)1/3/3)3)/5/3/3/i)3/2)4 4, 

“ a, | 1 2/0/0)0/6/6|6/1/3)2/6 tty, 
#,{2}/0/3/3);3/3);0)/0/0/0/1}0]a, 
ao(2}/0/0/3'3/0/0/0/0/38]1]3 Ja, 
@1/2/01/3/3;/0)/1/;0)/;0/1/3)0)/2]a,, 
ag} 1 [ita f1 i 1} 1 {1} 1)0)010 10] a, 

e a,j) 1)1/0)/1);1)/0)1;1)0/1)0)1}a,, 

y wy {1}1{1}1;0/1/1/0/0)14;0)1| ay 

\- & —EEE—————EEE — =. eae 

il : by | 8, | & | & ey |e, | 1 ty | | me | % | 

; 

) Hieraus ergeben sich mit vielen Bestatigungen auch die Werthe 

2 der singuliiren Defecte der 7 Hauptformeln des § 40. Man hat nim- 

I] lich zu setzen: 

Oy = 26, + 28, + 34, + 32, + 3r, + Be, + 32, + 3a, 

.- + 9, + 38, + 4 + 3% » 

t. . @& = 06, +20, + 6e, + 6e, + be, 

2 4+ 9, +3942 4+6m, 

h y= 26, + 8, + 64, + 6r, + 61; 

; + 28, + 68, +7, +3, 

. a, = 20, + 40, + 1517, + 9, + Or, + 3e, + 3e,+ 38, 

+ 59, + 9% +4,+3m, 
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a, = 40,.4 20, + 31, + 31, + 314, + 15e, + 92, + De, 
+ 4 + 3%, +5, + 9m, 

a= 98, + 20, + 31, + 3, + Gr; + 38, + 38, + 3e; 
+ 8, + 38, + 2, + 3m, 

a, = 20, + 0,+ 31, + 3r, + 31, + 3e, + 3e,+ Be, 
+ 28, + 38 +7, +3. 


Nach Einfiihrung dieser Werthe in die 7 Hauptformeln hat man 
hinreichende Mittel, um alle fundamentalen Anzablen der C,° zu be- 
rechnen und zugleich wegen der zahlreichen Verificationen Riickschliisse 
iiber die Natur der Ausartungen und etwa zweifelhafte Coefficienten 
zu machen; vorausgesetzt, dass die simmtlichen fundamentalen Aus- 


artungsanzahlen berechnet vorliegen. Die Berechnung der letztern ist’ 


daher unser niichstes Ziel. 


§ 43. 
Die Berechnung der Anzahlen fiir die Ausartung nullter Gattung o. 


Indem wir die Beschreibung der Ausartung o hier wiederholen, 
fiihren wir zugleich einige bei der Berechnung benutzte Symbole ein. 

Die Ausartung 6 besteht aus einem in der Ebene uw gelegenen Ord- 
nungskegelschnitt k, der von einer Ordnungsgeraden a in einem Punkte d 
beriihrt wird. k ist zugleich Rangkegelschnitt und d Rangpunkt. Die 
Ecken c, v, y des Singularititendreiecks fallen siimmtlich mit d, die 
Seiten w, q, 2 desselben mit a zusammen. Die Bedingung, dass 6 
seinen Kegelschnitt eine gegebene Gerade schneiden lasse, heisse n, und 
die Bedingung, dass 6 seinen Kegelschnitt eine gegebene Ebene beriihren 
lasse, heisse rr. Jede aus Potenzen von uw, n, r zusammengesetate i-fache 
Bedingung heisse k;. 

Hiernach spaltet sich die Beriihrung v fiir die Ausartung o in die 
beiden Bedingungen a und », also 
Gv = 6a-+ on, 
und iiberhaupt: 
Gv* = 6(a-+n)*. 


60% = o(d+r)*. 
Ferner ist, der Beschreibung gemiiss: _ 


Ebenso: 


6c =6v =—oy =—od, 
6c? = 6v’= oy’ = 6d’, 


ow = 6g —=62—6a, 
CW. —= 69, = 62, = CA. 
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oo =—od*, 6q,—64a,, u. s. f. 


Hiernach kann man alle méglichen fundamentalen Zahlen 6 schliesslich 
durch die folgenden 11 Gruppen von Stammzahlen ausdriicken: 
6k,a, ok,d, 
Gk,a,, Gk,ae, 6k,d?, 
Gkga,, Gk,d, ck.da., 
6k,A, 6k,da, 
ok, Ad. 
Die Symbole, welche zu fehlen scheinen, lassen sich durch die 


allgemeinen Lageformeln auf die eben angegebenen Stammzahlen zu- 
riickfiihren, Z. B.: 


ok,ad = Gk,a, + ck,d?, 
6k,ad®?= Gk.da,.+ ck’, 
6k, a°d = 26k,a,d = 26k, A + 26k,d?a,. 

Die Stammzahlen lassen sich nun durch die in § 37. und § 38. 
berechneten Kegelschnittanzahlen leicht ausdriicken. Man beachte da- 
bei nur, dass a den Kegelschnitt k in d beriihrt. Dann erhalt man 
folgende Tabelle, wo die Symbole rechts vom ersten Gleichheitszeichen 
nicht auf 6, sondern auf den Kegelschnitt.zu beziehen sind, und wo 
die Symbole der §§ 37. und 38. angewandt sind, nur dass statt v 
immer ”, siatt @ immer r geschrieben ist. 


1) cka =2k,, 
2) ok,d =2k,, 
3) 6k,ap = 2uk,, 
4) ok,a,e =rk,, 
5) ok,d? =nk,, 
6) oka, =—tkh, —urk,, 
1) kod? = Pke= (un—2u*)k,, 
8) ok,da, = xk, = kurk,, 
9) ok, A = Tk, = (u’n— 2p')k, , 
10) ck, d@a,—= yk, = (funr — wr)k,, 
11) ok, Ad = zk, = (fu?nr — w'n—p'r)k,. 
Damit ist die Berechnung aller fundamentalen Zahlen 6 theoretisch 
geleistet. 
Die numerische Ausrechnung ersehe man aus folgenden Bei- 
spielen: 


Mathematische Annalen. XIIL 30 
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1) Berechnung von ov*o'. 
ovo = o(r+d)*(n+a)° 
= 4,-or'-[5,*)- nta-+-5, - n3(a,-+ a.) + 5,-2-n?a,+5,-2-n A] 
+ 4,-or5-[5, -n'd-+-5, -n'(d?+a,)+5,- n3(a,+d°+ da,) 
+5, -2-n?(A+da,.)+5,-2-nAd] 
+ 4,- or? -[5, - n> d? +5, -n4 (da,+d°) + 5, -n3(A+2da,) 
+5, -2-n?d A] 
+ 4,-6r -[5,- nd +5, -ntd@a,+ 5, - ni Ad) 
= 4,-[5,-64-2+4 5,-(48-2+32) + 5,-2-24-+4 5,-2- 4] 
+ 4, -[5, - 104-2 4 5, - (104-4 64) 4 5, - (24-4 48+ 4-64) 
+ 5,-2-(4-48 —4-2)+ 5,-2.2] 
+ 4y + [By - 128 5, « (f- 104 + 28) +5, «(4-72 — 4-2-4 4-24) 
45, -2-4] 
+ 45 -[5)- 24-4 5,-4-28 + 5, - 6] 
= 18816. 
2) Berechnung von 6q.u* 0°. 
Gqeu* oe? = a,u*(r+d)® 
= 5, - 6a,u*r® + 5, - oa,dp'r' + 5, - 6a.d* u'r 
=5,-4+4+5,-$-8+45,-4-2 
= 34. 
3) Berechnung von 6wqz.o°. 
6wqz.o° = 6aaa,.(r+d) = «A(r+d) 
=5,-oAri'+ 5,-o¢Adr' 
=5,-2+5,-1 
= 7, 
4) Berechnung von cwyv ur*o. 
owyv'uv'e = cadd*u(n+a)' (r+d) 
= oad u(n+a)'*r 
= 3,-6a,d7*un'r + 3, -oAdun?r 
= 3,-4-16+43,-2 
= 14. 


Hierzu fiigen wir noch die numerischen Werthe aller derjenigen Zah- 
len 6, welche nur elementare Bedingungen enthalten, und aller derjenigen 


*) Hier, wie immer, bezeichne ich die Zahl, welche angiebt, wie oft man 
aus p Elementen je ¢ absondern kann, mit p,. 
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Zahlen 6, welche ausser elementaren Bedingungen nur eine einfache Sin- 
gularititenbedingung, also entweder a oder d enthalten. Hinsichtlich 
der Anordnung dieser Zahlen innerhalb der folgenden Tabelle ist zu 
beachten, dass immer diejenige Zahl, welche einer mit 6 multiplicirten 
«-fachen Bedingung als i* nachgesetat ist, die Bedingung v'°-¢—‘gi—! 
enthiilt. 

Tabelle von Zahlen o. 


ou® = 42, 87, 141, 168, 141, 87, 42. 

ou? = 588, 1086, 1584, 1767, 1518, 1053, 606, 294. 

6u = 4296, 7068, 9222, 9393, 7626, 5136, 3003, 1587, 768. 
6 == 20040, 28344, 31356, 26994, 18816, 11190, 6054, 3051, 1464, 696. 
Gaps = 12, 27, 45, 54, 45, 27. 

Gau? = 172, 340, 508, 571, 490, 337, 190. 

Gay = 1272, 2220, 2960, 3037, 2466, 1652, 955, 495. 

6a =5912, 8840, 9980, 8640, 6008, 3542, 1890, 935, 440. 
odu® = 27, 45, 54, 45, 27, 12. 

odu? = 338, 506, 569, 488, 335, 188, 86. 

odu == 2196, 2938, 3017, 2448, 1636, 941, 483, 222. 

od = 8680, 9844, 8526, 5914, 3466, 1830, 889, 406, 184. 


Es bedeutet also z. B. die vierte Zahl hinter gay, also 3037, dass 
es 3037 in eine Curve 6 ausgeartete cubische Plancurven mit Spitze 
giebt, welche ihre Ordnungsgerade eine gegebene Gerade schneiden 
lassen, ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt schicken und dabei 
4 gegebene Gerade schneiden, sowie 3 gegebene Ebenen beriihren, 


§ 44. 
Die Berechnung der Anzahlen fiir die Ausartungen zweiter Gattung 
1, Fy, M1) Ne 


Wir behandeln die Ausartungen zweiter Gattung vor denen erster 
’ Gattung, weil bei den ersteren zwischen den ausgezeichneten Punkten 
und Strahlen keine Lagebeziehungen bestehen und daher die Berech- 
nung erleichtert wird. 
Bei allen Ausartungen der C,° bezeichnen wir 
1) einfache Ordnungsgeraden mit a, 
2) die mehrfache Ordnungsgerade mit b, 
3) einfache Rangpunkte mit d, 
4) den mehrfachen Rangpunkt mit e. 
Hiernach kommt, gemiiss § 41., den 4 Ausartungen zweiter Gat- 
tung folgende Beschreibung zu. 
30* 
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1) Die Ausartung 3, besitet eine mit der Wendetangente w iden- 
tische, einfache Ordnungsgerade a, und eine mit der Riickkehrtangente q 
identische, zweifache Ordnungsgerade b. Beide schneiden sich in einem 
dreifachen Rangpunkte e, in welchen also auch y fillt. Die Spitze c 
ist ein Punkt der zweifdachen, der Wendepunkt v ein Punkt der ein- 
fachen Ordnungsgeraden. Beide Punkte verbindet z. Hiernach kann 
eine Zahl #, nur dann von Null verschieden sein, wenn sie ausser ele- 
mentaren Bedingungen entweder die Bedingung cv oder cz ‘oder vz 
oder 2, oder Bedingungen enthilt, welche eine dieser Bedingungen als 
Factor enthalten, wie etwa 2, = 22,. 


2) Die Ausartung %, besitzt eine einfache Ordnungsgerade a und 
eine mit q und mit 2 zusammenfallende, zweifache Ordnungsgerade b. 
Beide schneiden sich in einem dreifachen Rangpunkte e, in welchen auch 
v und y fallen. Die Spitze c ist ein auf b gelegener Punkt, die Wende- 
tangente w ein durch e gehender Strahl. Hiernach kann eine Zahl 4, 
nur dann von Null verschieden sein, wenn sie ausser elementaren Be- 
dingungen die Bedingung cw oder eine aus cw ableitbare Bedingung 
enthdlt, wie etwa cw,. 


3) Die Ausartung , entspricht #, feld-dualistisch. Sie besitet eine 
in der Ebene w gelegene dreifache Ordnungsgerade b, welche mit z zu- 
sammenfallt. Auf dieser liegen ein mit v zusammenfallender zweifacher 
Rangpunkt e und ein mit c zusammenfallender einfacher Rangpunkt d. 
Die Wendetangente w ist ein Strahl durch d und die Riickkehrtangente 
q ein Strahl durch e. Beide schneiden sich in y. Hiernach kann eine 
Zahl y, nur dann von Null verschieden sein, wenn sie ausser elemen- 
taren Bedingungen entweder die Bedingung wq oder wy oder qy oder y* 
oder Bedingungen enthilt, die sich aus einer von diesen Bedingungen 
ableiten lassen, wie etwa w.q. 


4) Die Ausartung , entspricht %, fela -dualistisch. Sie besitzt eine 
in der Ebene wu gelegene dreifache Ordeunianivade b, welche mit q und 
2 zusammenfallt. Auf dieser liegen ein einfacher Rangpunkt d, ferner 
die Spitze c und endlich ein einfacher Rangpunkt e, welcher mit v und 
y zusammenfallt und von welchem die Wendetangente w ausgeht. Hier- 
nach kann eine Zahl y, nur dann von Null verschieden sein, wenn sie 
ausser elementaren Bedingungen die Bedingung cw oder eine aus cw 
hervorgehende Bedingung enthilt, wie etwa c W. 


Diesen Beschreibungen zufolge kann man immer setzen: 


3, v* 9? = 9, (a+ 2b)* - (3e)F, 
5, v* 9? = 8, (a+ 2b)* - (Beh, 
0, v* QF = 4, (3b)*- (d+2e)?, 
2 v* QF = n, (3 b)*- (d+2e)?, 
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d,w=9,a, 9=— 9b, y= Ae, 

0,q = 3,2 = 4,b, t,0=—8,y = d,¢, 

me=m1d, mMo=—Me, MZ= mM), 

12° = Y= Ml, I= me = Hb. 

Hieraus ergiebt sich ohne Weiteres, was man fiir die mehrfachen 

singuliren Bedingungungen zu setzen hat, z. B. 

DB, CWeds= B, Caeb,, 
n.qwo® = yn, bwe'. 

Da die beiden Ordnungsgeraden a und b jeder der beiden # durch 
e gehen und in mw liegen, so kénnen alle mehrfachen, auf a und b 
beztiglichen Bedingungen durch w, e und die einfachen Bedingungen a 

oder b ausgedriickt werden. Ebenso kann man bei y, und y, alle mehr- 

. fachen, auf d oder e beziiglichen Bedingungen durch w, b und die ein- 

fachen Bedingungen d und e ausdriicken. Z. B. 

Bo, a. = D,ea — Be, 
n, a = y, bd — n,b, 
n2.€° = nowbe — nue — Yoby. 
Ebenso lassen sich auch bei #, und &, die Potenzen von a und b, 
und bei 4, und 7, die Potenzen von d und e reduciren. Z. B. 
8, a°b? = 28, as by + 28, asbe 
= 28, (uea—we—e’) (ub—u") 
+ 24, (wea— ue — e®) (eb —e?) 
= 23, (weab—wea—pieb— ueb+ ure?) 
+ 28, (ueab—peia—wpe?b+ ue?) *) , 
9,a'b? — 2-2-9, Ab, 
= 48, u5e’ab, 
n, de? = y,(db —b-,) (eb—b,) 
= 7,b’de — n b,e — n,b.d + 0, B. 
Analog kann man auch bei #, und y, die mehrfachen Bedingungen 
von w und ¢ reduciren. Z. B. 
0,W.= 3,ew — B,e’, 
nc = n.ucbh — 4, u?¢ — Yobg. 
Fiihrt man nun die eben besprochenen Reductionen bei allen denk- 
baren, den Ausartungen #,, #,, 7,, 7, auferlegten, neunfachen funda- 


*) Diese Reductionen sind schon in § 13. eingehend behandelt. 
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mentalen Bedingungen aus, so gelangt man schliesslich nur zu folgen- 
den, von Null verschiedenen Symbolen: 
,wWweabev, Owe abvz, Oweabcz, dure abz., 
nuBdewq, yuBdeqy, yuBdewy, ,wBdey’, 
a, weabcw, yn we abcew. 
Diese Symbole aber haben simmtlich den Werth 1. 
Damit ist die Berechnung aller fundamentalen Anzahlen der Aus- 
artungen zweiter Gattung theoretisch geleistet. 
Die numerische Ausrechnung ersehe man aus folgenden Beispielen: 
1) Berechnung von @,u? v'cwv. 
3, wvicwv = Fu? (a+2b)tacv 
= #,u?cv(4,-a'-2'b-+ 4,-a®-2?b? + 4, - a? - 2508 


+ 4,-a-2'b!) 
= 4,-2?-24 4.29.92 


= 112. 
2) Berechnung von #,u*cw,v* 0. 


ou’? cw.v 9 = 3,u?c(ew — ec?) (a+2b)§ - d'e 

= 3'3, ue? cw(a+2b) 
= 3'8, ue? cw(3,- 2'a?b + 3, - 2? - ab?) 
= 3!. [3,-2'-2+43,-2?-2] 
= 108. 

3) Berechnung von y,uv'e?y’*. 

my uvio?y, = yu (3b)* (d+ 2¢)?y? 

= 3*n, 2uB(2,-2'-de)y’ 
= 648. 

4) Berechnung von y,w,qzvcvo. 

No Wpqzvcvg’ = 4, (uw—u?)b?ec(3'e) (d+ 2e)? 
= 3'y,uweb e(d?+ 2, -2'.de) 
= 3! .(2+42,-2'-1) 
= 18. 


Hierzu fiigen wir noch die numerischen Werthe einiger Zahlen # 
und 7. Wir ordnen dieselben wieder so, dass diejenige Zahl, welche 
einer a-fachen Bedingung als 7° nachgesetzt ist, die Bedingung v 
(10 —« —?)-mal.und die Bedingung @ (¢—1)-mal enthilt. 
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Tabelle von Zahlen @ und ». 
wee = a,wee, =, weew = 18, 12, 0. 0. 
9, wWebcv— Ou ecw = 152, 108, 36, 0, 0. 

O,uecu =—,uecw = 660, 456, 162, 0, 0, 0. 
B,ecu =@,ecw = 1240, 720, 216, 0, 0, 0, 0. 
8, wWebcu= 0,webcw= 5, 3, 0. 

a, webcv = O,webcw= 44, 30, 9, 0. 

S,uebcv = o,webcw = 194, 132, 45, 0, 0. 
B,ebcv =—*M,ebcw = 340, 192, 54, 0, 0, 0. 

a, wev =F,u2cew = 240, 456, 324, 108, 0, 0. 
8, wacv = ,u’acw = 112, 192, 144, 54, 0. 
O,uwaecu= %,aecw = 64, 48, 18, 0. 

GB uecov —#,ueicw — 18, 0, 0, 0. 





nwewg =n, wey? =n, wecw=0, 9, 15, 6. 
n,wewq =n, wecw =O, 54, 90, 75, 32. 

yn, wewq =—ywecw =O, 162, 270, 225, 96, 40. 
ynewq =y7,ecw =O, 0, 0, 0, 0, 0, 0*). 

7, wbewq= nw becw= 0, 3, 5. 

nu’ bewq= n,u*becw= 0, 18, 30, 25. 

ny, ubewg = n,wbecw =O, 54, 90, 75, 32. 
nbewg =y,becw =O, 0, 0, 0, 0, 0. 

nwwq = wew =O, 0, 216, 324, 264, 120. 
7, uw dewq= nu? decw= 54, 54, 39, 18. 
n,wewg = yw e’cw = 0, 18, 18, 7. 

ny wdwq = y,u’dew = 0, 108, 144, 114, 56. 

7, ud>wq = y,ud>cw =0, 18, 12, 8. 


§ 45. 
Die Berechnung der Anzahlen fiir die beiden Ausartungen 0, und d,. 


Die in § 41, angegebene Erzeugung der Ausartungen giebt fiir 
6, und 0, die folgenden Beschreibungen. 

Die Ausartungen 6, wnd 0, bestehen beide aus einer doppelten Ord- 
nungsgeraden b und einer einfachen Ordnungsgeraden a, welche sich in 
einem doppelten Rangpunkte e schneiden, wahrend ein anderer Punkt d 


*) Ueberhaupt muss jede Zahl 7 Null sein, zu deren Bestimmung keine die 
Ebene w festlegende Bedingung gegeben ist. 
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auf b einfacher Rangpunkt ist. Bei 9, fallen die Ecken c, v, y des 
Singularititendreiecks mit e zusammen, wdhrend dessen Seiten w, q, 2 
drei durch e gehende Strahlen sind, welche-im Allgemeinen von a und 
b verschieden sind. Bei 3, dagegen fallen w, q, 2 mit b zusammen, 
wihrend c, v, y drei auf b liegende Punkte sind, die im Allgemeinen 
von d und e verschieden sind. 


Hiernach kann man setzen: 


dv* = d(a+2b)-, 
d0* = 0(d+2e)*, 
wo in jeder Gleichung das 0 ohne Index sowohl als 4, wie auch als 0, 


gedeutet werden darf, eine Bezeichnung, die auch im Folgenden ange- 
wandt werden soll. 


Ferner ist: 
d,c=— 0,0 =—d,y=—d,e, 
und reciprok: 
0,w = 0,q = 0,2 = 0,b. 


Hieraus ergiebt sich ohne Weiteres, was bei @ fiir alle méglichen 
fundamentalen Bedingungen zu setzen ist. Z. B. 
0, v°uvow,= 0,e?u(a+2b) (d+2e)w,, 
d,w.qzc =0,b,.bbec=—0,Be. 
Man driicke dann, gemiiss den Incidenzformeln bei 6,, jede auf w, 
q, 2, a, b, d beziigliche mehrfache Bedingung durch die einfachen Be- 
dingungen w, q, 2, a, b, d und durch die Potenzen von e und wu aus. 
Analog driicke man bei 0, jede auf c, v, y, d, e, a beziigliche mehr- 
fache Bedingung durch die einfachen Bedingingen c, v, y, d, e, a 
und durch die auf b und p beziiglichen Bedingungen aus. Z. B. 
0, Wegs= 9, (ew — c) (weq—pc?—y'), 
0,c3a, = 0, (cb, —b,) (ea —e’). 
Bei der Reduction der Potenzen von a und b kann man mit Vor- 
theil von den allgemeinen Formeln des § 13. Gebrauch machen. Z. B. 


da°b?=2d0ab(u2e+ we?)— 2d au*e?—40bu*?e?+4du%e%. (§ 13., F. 9) 


So kann man schliesslich alle fundamentalen Anzahlen von 0, auf 
die 24 Stammzahlen zuriickfiihren, welche in der folgenden Tabelle 
zusammengestellt sind. Die zugleich dort beigesetzten numerischen 
Werthe sind vom Verfasser allmihlich a posteriori erschlossen. Sie 
charakterisiren die Lagebeziehungen, welche bei 6, zwischen den 5 
von e ausgehenden Strahlen a, b, w, qg, 2 bestehen. 
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Tabelle der Stammzahlen bei 0,: 
bwedabw =d,wedabg —d,wedabse —1, 
Owedawg =—dwWwedawe =d,wedaqe —1, 
6,wWedbwq =i, wedbws=—d,wedbqz =1, 
Owedwqz =1; 

O,wedabwq = d),wedabwz= 0,wedabqz = 2, 
O,wedawqz =<d,wedbwqze = 2; 

d,uedabwq =—4b,ueidabwe= 0b, pedabgqe=—2, 
d,uedawgqz =—0,ne'dbwqz=2; 

0,u3dabwqz 1s 

d,edabwqe 1; 
0,wedabwqze =T7; 
d,uedabwqz =7; 


! 


Von den Stammzahlen , auf welche die simmtlichen Zahlen 0, reducirt 
werden kénnen, stimmen die u* als Factor enthaltenden mit gewissen 
Stammzahlen der obigen Tabelle iiberein, weil 6, und 0, sich feld- 
dualistisch entsprechen, z. B. 
0,u* badecv = 0, u%edabwq. 
Die Werthe der auf 6, beziiglichen Stammzahlen enthilt die folgende 
Tabelle. 
Tabelle der Stammzahlen bei 0,. 

0,u°b.adec =4,u*b,adev = 0,u°b,adey = 1, 

0,u3b.adcv =0,u'b.adcy = 0,u%b,advy = 1, 

0,u*b.aecvu =0,u%b,aecy = 0,u%b,aevy = 1, 

0,u°b.acvy =1; 

0,u®badecv = 0,ubadecy= 0,ubadevy= 2, 

0,u®badcvy = 0,u*baecvy= 2; 

0,uw%adecvy = 1; 

0,ub,adecvy= 3. 
Ausserdem ist zu beachten, dass jedes auf 0, beziigliche Symbol gleich 
Null ist, wenn es keine die Ebene w bestimmende Bedingung enthilt, 
also z. B. 

6,Badecvu=0, 98,b,adecty =0. 

Hiermit ist nun die Berechnung aller Zahlen 6, und 0, theoretisch 
geleistet. 

Fiir die Ausrechnung der Zahlen 6 lisst sich der Umstand be- 
nutzen, dass in der Tabelle der Stammzahlen von 0, resp. von 0, die 
Symbole w, q, 2, resp. c, v, y beliebig mit einander vertauscht wer- 
den kénnen, Man bezeichne daher bei 6, mit 


It» Jor Is 
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_ beziiglich die Bedingungen, dass von den drei Strahlen w, q, 2 einer 
eine gegebene Gerade schneiden soll, dass jeder von zweien und dass 
jeder von allen dreien eine gegebene Gerade schneiden soll. Dann hat 
man von den sammtlichen, auf @, beziiglichen Symbolen nur diejenigen 
auszuwerthen, welche ausser den elementaren Bedingungen uw, v, 0 
die folgenden Bedingungen enthalten: 
fio Ga Gs» 
CD, © Gr» & G3, 
C91, 892, ©, 
9,, C92, €9s. 
Analoges gilt fiir ,, wo man die Bedingungen 
Pi> Po» Ps 
einzufiihren hat, d. h. die Bedingungen, dass von den drei singuliren 
Punkten c, v, y beziiglich einer auf einer gegebenen Ebene liegen 
soll, dass jeder von zweien, und dass jeder von allen dreien auf einer 
gegebenen Ebene liegen soll. 
Einige Beispiele mégen die Berechnung der Zahlen 0 verdeutlichen. 
1) Berechnung von 0,uv*o?w. 
dure?w—d,ur*e’g, 
=8,u(a+2b)5 (d+ 20)%4, 
=0, ud g, (5,-2'-atb-+ 5, -2?-a5b?+- 5, -23-a?b*) 
+ 2,-2'-d,udeg,(5, -2'-a*b--5, -2?- ab?+-5, - 23. a?b3+-5, - 24-ab*) 
=5, -2!.2+-5,-2?.4-+4-5,-23.2 
+2,-2'.(5,-21-2+4-5,-2?.4-+4-5,-23.4-+4-5,-24.2) 
= 2980. 
Dieses ist zugleich die Zahl fiir die Symbole 0,uv5o*q, 0,uv°9’z, 
d,uv°e?c, Pur°e?v, dur Q?y. 
2) Berechnung von 0,v* 9*cqQ.. 
8,9 cq —=6, (a +20) (d-+2¢)'p,), 
=60,a*p, b.(4,:2?-d? e*) 
=4,-22-1 
= 24. 
3) Berechnung von 0,u*? vicwv. 
0, u? vicwv=0,u?(a+2b)'p,b 
=0,u*p,b(4,-2'-a°b + 4, -2?- a? b?) 
=4,-2'.2-u5b,aep,+4,-2?-2-u>b,aep, 
=4,-2'.2-1+4-4,-2?-2-1 
= 64. 
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4) Berechnung von 0, v'ow.qz. 

0, v'ow.qz=9, (a+2b)'(d+2e)(ew—e’*)qz 
=0, (a+ 2b)* d(eg;—e? gy) 
=0,-[4)-2°-2A+ 4, -2!.2-a,b+ 4,-2?(a,+ a-)(bp +5.) 

+ 4,-23.2-ab,+4,-2!-2-B)d(eg,—e?g,) 
=4,.2°.2-(we'a—p?e®)d (g,—eg) 
4-4,-2'.2-(weab—p2e?b)d(gy— egn) 
4-4,-2°-[weab+ 2p e2ad+ ab—(ure+pre?-+pe%) (a+b) 

+ 2u?e*]d(g, —eg2) 

445-232 (we?ab—p2e?a)d(g,—eg,) 
+4,-24-2(weib—w?e®)d(g3— eg.) 
= 4,-2°.2.(2—1) 
+4, -2!.2(7— 4)—4, -2!.2-(2—1) 
4-4y-22-(742-74+1—@4442)(141) 42-1] 
—4,-2?-(4-+-2.2—(1+4+1)(1+ 1] 
+4, -28.2.(7 —4) —4,-2°.2.(2—1) 
+4,-24.2.(2—1) 
=2-1+ 16-(3—1)+ 24(8 — 4) + 64(3—1)+-32-1 
= 290. 

5) Berechnung von 0, u* ve? ycuw. 

0, uv g?coyw—=d,u?(a-+ 2b)(d+2e)*psb 

=’ ap, (2,-2°d?b+2,-2'deb+ 2,-27e?b) 
=u’ ap,[2,-2°-(bd—b,)b+2,-2'-deb+2, -2?(be —b,)b) 
=2,-2° ap, (wbd-+pibd+ Bd—w B) 
+2,-2'-ap,(uide+ wh,de) 
+ 2, -2?- ap; (uibe+ ube+ Be—wB) 
=2,-2°-(24+2+4+0—1) 
+2,-21. (143) 
4-2,-22.(2-+240—1) 
= 31. 

Hierzu fiigen wir die numerischen Werthe einiger Zahlen 0 mit 
dem Bemerken, dass auch hier die einer a-fachen Bedingung nach- 
gesetzte, i'° Zahl die (i — 1) Potenz von g und die (10—a—1i)* 
Potenz von v enthiilt. 

Tabelle von Zahlen 0. 
d,u°g, = 0,u5p, = 0, 24, 78, 78, 24, 0. 
6,u°g, = 0,u’p, = 0, 240, 672, 702, 408, 120, 0. 
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du 9, =9,u p, =O, 1240, 2980, 3028, 1840, 640, 160, 0. 


8,9; = 0p, = 0, 3360, 5840, 5020, 2640, 800, 160, 0, 0. 
dueg, =d,u%ep, = 0, 18, 21, 6, 0. 

Om eg, =O0,u’ep, = 0, 152, 188, 113, 32, 0. 

Oued, = 0,uep, = 0, 660, 802, 506, 168, 40, 0. 

0,69, =d0,ep, =O, 1240, 1300, 714, 208, 40, 0, 0. 

6,u°bg, =0,ubp, = 0, 6, 21, 18, 0. 

6,u°bg, =0,u*bp, —0, 64, 190, 187, 88, 0. 

6,ubg, =d,ubp, = 0, 340, 858, 848, 472, 120, 0. 

0,59, =0,bp, =0, 880, 1560, 1278, 592, 120, 0, 0. 


d,ueg, =0, 4, 1, 0. 

d,u’e’g, =O, 36, 26, 7, 0. 

d,ue’'g, =O, 152, 116, 36, 8, 0. 
d,eg, =O, 240, 160, 44, 8, 0, 0. 

— 6,u3b.p, =O, 1, 4, 0. 

0,u2bp, =0, 8, 25, 18, 0. 

d,ub.p, =O, 42, 112, 96, 24, 0. 
d,b.p, =O, 100, 178, 120, 24, 0, 0. 


d,u2w.q =0, 72, 111, 81, 32. 

0,u?w.q2 =O, 27, 45, 31. 

Ouw.q =O, 314, 458, 338, 128, 40. 

O,uw.qe =O, 126, 201, 156, 64. 

0, Weg = 0, 660, 802, 506, 168, 40, 0. 
d,w.qz2 =O, 290, 380, 260, 104, 40. 
0,uw2wqz =O, 90, 240, 249, 144. 

6u2wq =O, 176, 482, 515, 320, 120. 

duwq =O, 900, 2122, 2180, 1368, 520, 160. 
d,wqe =O, 1320, 2252, 1984, 1128, 440, 160. 
d,u*?cw, =O, 8, 25, 18, 0. 

0,u?cw.v = 8, 19, 13, 0. 

d,u°cw =O, 64, 190, 187, 88, 0. 

0,u2?cvw = 64, 146, 136, 63, 0. 

0,u?ycuw = 58, 64, 31, 0. 

0,u?cwye = 14, 35, 26, 0. 
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§ 46. 
Die Berechnung der Anzahlen fiir die drei Ausartungen r1,, 1,, 7,. 


Die in § 41. angegebene Erzeugung der Ausartungen liefert fir 
die drei mit t bezeichneten Ausartungen die folgenden Beschreibungen. 

Jede der drei Ausartungen t besteht aus drei einfachen Ordnungs- 
geraden a, welche sich in einem dreifachen Rangpunkte e schneiden. 
Bei t, fallen die Strahlen w und z mit der einen Ordnungsgeraden 
zusammen, auf welcher auch der Punkt v liegt, wihrend c und y mit 
e zusammenfallen, und q ein von den Ordnungsgeraden verschiedener, 
durch e gehender Strahl ist. Bei t, fallen alle drei Ecken des Singu- 
laritétendreiecks, c, v und y mit e zusammen, wihrend die Seiten des- 
selben drei von den Ordnungsgeraden verschiedene, durch e gehende 
Strahlen sind. Bei t, fallen nur c und v mit e zusammen, wihrend y ein 
beliebiger Punkt der Ebene ist, in dessen Verbindungsstrahl mit e die 
Strahlen w und q fallen, und wiihrend z ein durch e gehender Strahl 
ist, der von den andern 4 durch e gehenden Strahlen verschieden ist. 

Hiernach kann man setzen: 


Tot= 3 - te*, 
tc =Te, 
Try THe, 


TV = TC, THY = TE, 


1, 2= 4,0, 
™3q = TW. 


Hieraus ergiebt sich ohne Weiteres die Reduction aller méglichen 
fundamentalen Bedingungen, ausgenommen die Reduction der Potenzen 
von v, Fiir diese beachte man die in § 12. entwickelten 9 Moduln. 
Diese reduciren die Potenzen von v auf die Potenzen unserer Beding- 
ungen mw und e, sowie auf die drei Bedingungen a,, a,, a,, welche 
beziiglich aussagen sollen, 

dass eine der drei Ordnungsgeraden , 

dass jede von zwei Ordnungsgeraden, 

dass jede der drei Ordnungsgeraden 
die Bedingung erfiillt, eine gegebene Gerade zu schneiden. So kann 
man, gemiiss den Formeln des § 12. z. B. setzen: 

tv® = 180 - ta, (w?e+ we?) — 500 - ra,u?2e? + 560 - ra, pe. 

Bei t, hat man zu beachten, dass die eine Ordnungsgerade vor den 
beiden andern dadurch ausgezeichnet ist, dass w und g mit ihr zu- 
sammenfallen. Darum soll bei t, a, resp. a, ausdriicken, dass eine 
dieser beiden andern Ordnungsgeraden resp. jede von ihnen eine ge- 
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gebene Gerade schneiden soll. Die mehrfachen fundamentalen Be- 
dingungen driicke man, wie sonst, durch die entsprechenden einfachen 
Bedingungen und durch w und e aus. Z. B. 





rane 2 
TW. =T,ew—T,e*, 


tT,08 =, (uvw—p?v—wew+u'+ we’), 
T, CUZ, = 1, €" (wee —u>— we?) 
































= T, meee — tue. 
So kann man schliesslich alle fundamentalen Anzahlen der drei Aus- 
artungen t,, T,, t, auf die im den folgenden drei Tabellen enthaltenen 
Stammzahlen zuriickfiihren. Die dort beigesetzten numerischen Werthe 
sind vom Verfasser allmihlich a posteriori erkannt. Sie charakterisiren 
die Lagebeziehungen, welche zwischen den 4 Strahlen von 1,, zwischen 
den 6 Strahlen von t, und den 5 Strahlen von t, bestehen. 


Tabelle der Stammzahlen bei 1,. 
t,wWeva,w =—1, t,p%e’va,g —1, 1, u%eva,wq—1, 
t,wWeva,wg =2, t,ueva,wg= 2. 
Beachtenswerth ist, dass jedes der Symbole t, nur dann von null ver- 
schieden sein kann, wenn es eine auf v beziigliche Bedingung enthilt. 


Tabelle der Stammzahlen bei r,. 
t,~°e?a,w0 =4, t,pe’a,g =1, 1,p%e?a,2 — 2, 
t,wWea,wg =3, t,w'e?a,we =2, 1t,u'e?a,qz— 1, 
t,we?a,wqz— 1; 
t,wWea,wg =—t,ueawg =—7, 
t,ea,we =—t,pe’a,we =—6, 
t,Wea,qe =t,meage =3, 

T,uea,wge = t,pea,wgs = 5; 
tT,w°a,wge =—t1,cCa,wqz =—4, 
T,’ea,wgqs = t,"e?a,wge = 22, 


Tabelle der Stammzahlen bei ty. 


t,Weya, =2, ty %e'ya,e—2, tue yaw = 2, 
tu e?ya,we— 1; 


tu eya,e =t,ueya,e =—6, 
t,u°eya,w —t, pe 'ya,w = 4, 
tT, eya,we =T,we'ya,ws = 4; 
T° ya,we =T,eya,we =—2, 


Tu eya,we =t,we'ya,we = 14. 
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Beachtenswerth ist, dass jedes Symbol rt, gleich Null ist, wenn es keine 
die Lage des Punktes y feststellende Bedingung enthiilt. 

Nach Feststellung der auf 1,, t., t, beztiglichen Stammzahlen ist 
nun die Berechnung aller Zahlen t theoretisch geleistet. 

Die Ausrechnung der Zahlen t mdgen die folgenden Beispiele 
verdeutlichen. 

1) Berechnung von t,vv"Q. 
t,v0v'9@ =3-t,vv'e. Nun wendet man Formel (8) in § 12. an, und . 
erhalt: 

t,0v'9@ =3- 1120-7, vp?ea,w =3- 1120-1 
= 3360. 
2) Berechnung von t,uw.qzv'. (Formel (5) in § 12.) 


t, w (ew — ce?) qev'=[6-a, (u?e+ we?) wqz — 3-a,(ue+ we®)wae 
+14- a,(u*e?) wqz — 19 -a,(u>e?+-p*e*) wqz] 
—[6- a; (u? e+ we®) qz—3-a, (ue?) q2+14- a,(u*e*) gz) 
= [6-(22-+4+ 22)—3.(5+5)+ 14-(2-5) —19-(1+1)] 
| —[6-(2-3-43)—3-(1) + 14-(1)] 
f = 336 — 65 
=271. 
3) Berechnung von t,u*v 8 ecwy. (Formel (4) in § 12.) 


rFererlUcCOlUCM/ ' 


tT, vocwy =3- tye? vwy 
= 3+ r,yw(ureras+3ure?a,+3u? ea) 
= 3. [2-4+3-2+3.-2] 
= 60. 
4) Berechnung von t,u*vicwyz. (Formel (4) in § 12.) 
Tu’ vcwys = ywe (wea, +3-wrea,+3-u7 ea, 
—6-pea, +2-p%e?ay) 
= 144+3-4+3-2-4—6-142-1 
= 46. 
5) Berechnung von t.uv>wqz. (Formel (6) in § 12.) 
t,uvrwge = wgz(15-a;(ue+ me?) +50-a; (u’e) 
 —45-a, (we) — 15- a, (uP e+ p?e?) —80-a, (ue*)| 
= 15 - (4+ 22) + 50-22 — 45-5 
— 15-(5+2-5) — 80-1 
= 960. 
Hierzu fiigen wir die numerischen Werthe einiger Zahlen +t mit 
dem Bemerken, dass wieder diejenige Zahl, wel-he einer a-fachen 












480 H. Scuvnerr. 


Bedingung als i* nachgesetzt ist, angiebt, wie viel Curven ft die a- 


fache Bedingung erfiillen, und ausserdem die Bedingung v, eine ge- 
gebene Gerade zu schneiden, (10 —a—zi) Mal, die Bedingung g, eine 


gegebene Ebene zu beriihren, (i —1) Mal erfiillen. 


Tabelle von Zahlen r. 
Tuo = t,u5q = ft,u 0 = fr,ui2 = fr, y 
== 15, 18, 9,.0, 0, 0. 
T wv = Tug = ft,u?w = frwre = bryu y 
= 180, 195, 108, 27, 0, 0, 0. 
Tv = 6g = ft,ww —J}t,us = }t,my 
= 1120, 1080, 585, 162, 0, 0, 0, 0. 
To =t19 =—ft,0 = fe = fry 
= 4200, 3360, 1620, 405, 0,0, 0, 0, 0. 
t,w?cw.v =—9, 3, 0, 0. 
t,u’cwv = 65, 36, 9, 0, 0. 
T,wewvy = 12, 3, 0, 0. 
tu’ cyvw = 20, 6, 0, 0. 
t,u’cwy = 48, 12, 0, 0, 0. 
tT u’ cwys = 24, 6, 0, 0. 
t,u°yzw =—8, 15, 9, 0. 
r,u2cw.v = 4, 0, 0, 0. 
t,u?cw = 260, 144, 36, 0, 0, 0. 
t,u*cwv = 48, 12, 0, 0, 0. 
tp? ycvw = 4, 0, 0, 0. 
t,u’cwy = 48, 12, 0, 0, 0. 
t,u*cw2 = 130, 72, 18, 0, 0, 
Tp’? cwys = 24, 6, 0, 0. 
t,u3yzw = 12, 6,0, 0. 
TW wWege = 3, 0, 0. 
TU’ Wege = 27, 9, 0, 0. 
T UWeGe = 129, 48, 0, 0, 0. 
T,Wege = 305, 99, 0, 0, 0, 0. 
t,u3w.q =15, 9, 0, 0. 
tu? w.q = 147, 93, 27, 0, 0. 
T "Weg = 755, 459, 144, 0, 0, 0. 
T. Weg = 2100, 1095, 297, 0, 0, 0, 0. 
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‘tu3wq = 33, 48, 27, 0, 0. 
t,u°wq = 380, 477, 288, 81, 0, 0. 
Tuwq = 2280, 2460, 1431, 432, 0, 0, 0. 
0 


T,Wq = 8120, 6840, 3420, 891, 0, 0, 0, 0. 
TU Wegee = 1, 0. 

TU’? WeGee = 9, 3, 0. 

T.UW.g.2 = 45, 18, 0, 0. 

t,u*°weqe =5, 1, 0. 

tTw?w.qe =51, 33, 9, 0. 

Tmweqe = 271, 171, 54, 0, 0. 

TW.q2@ = 780, 423, 117, 0, 0, 0. 
t,u°wqz = 13, 18, 9, 0. 

t,u?wqe = 156, 189, 108, 27, 0. 

t,uwqz = 960, 1008, 567, 162, 0, 0. 
T,wq2 = 3480, 2880, 1404, 351, 0, 0, 0. 


§ 47. 
Die Berechnung der Anzahlen fiir die drei Ausartungen ¢,, ¢,, &. 


Die drei Ausartungen ¢,, &, &,, welche den t,, t., Tt, dualistisch 
entsprechen, haben folgende Beschreibungen. 

Jede der drei Ausartungen besteht aus einer in der Ebene wp ge- 
legenen dreifachen Ordnungsgeraden b, auf welcher drei einfache Rang- 
punkte d liegen. Bei «, fallen die Punkte c und y in den einen Rang- 
punkt, durch den auch der Strahl q geht, wihrend w und z mit b zu- 
sammenfallen, und v ein von den Rangpunkten verschiedener Punkt auf 
b ist. Bei «, fallen alle drei Seiten w, q, 2 des Singularititendreiecks 
mit b zusammen, wiihrend die Ecken desselben drei auf b liegende, und 
von den Rangpunkten verschiedene Punkte sind. Bei «, fallen c und v 
zusammen in einen Punkt auf b, der von den 3 Rangpunkten ver- 
schieden ist, y fdllt in einen von diesen 4 Punkten verschiedenen Punkt 
auf b, wihrend w und q mit b zusammenfallen, 2 dagegen die coin- 
cidirenden Punkte c und v verbindet, ohne mit b zusammenczufallen. 

Hiernach kann man setzen: 


év® = 3%. eb’, 


éw = eb, 
&2 =), 
&q =&b, &¢ = &,b, 
&3q = &b, 


&y = C, €0U = &C. 
Mathematische Annalen. XIII. 
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Ferner fiihre man durch Formeln, welche den in § 12. entwickelten 
analog sind, die Potenzen von @ auf die Grundbedingungen der Ebene 
u, des Strahls b, und auf die drei Bedingungen d,, d,, d, zuriick, 
welche beziiglich aussagen sollen, dass 

einer der drei Rangpunkte, 

jeder von zwei Rangpunkten, 

jeder der drei Rangpunkte 
auf einer gegebenen Ebene liegen soll. Bei ¢, aber, wo der eine 
Rangpunkt mit ¢ und y coincidirt, soll d, resp. d, ausdriicken, dass 
einer der beiden andern Rangpunkte resp. jeder von ihnen auf einer 
gegebenen Ebene liegt. 

Endlich reducire man wieder die mehrfachen, fundamentalen Be- 
dingungen auf die eutsprechenden einfachen mit Hiilfe der auf uw und 
b beziiglichen Grundbedingungen. Dann sind schliesslich alle funda- 
mentalen Anzahlen der drei Ausartungen ¢,, &, &, auf die in den 
folgenden drei Tabellen enthaltenen Stammezahlen zuriickgefiihrt. Dort 
sind nur diejenigen fortgelassen, welche gleich Null sind. Dies sind 
namentlich alle Zahlen, deren Symbole keine die Ebene mw der Curve 
festlegende Bedingung enthalten, z. B. 

&, Bevds. 
Die in den Tabellen beigesetzten Zahlen entsprechen zum Theil den 
im vorigen Paragraphen angegebenen Stammzahlen der Ausartungen 
t felddualistisch. Die tibrigen sind vom Verfasser a posteriori bestimmt. 
Sie charakterisiren die Lagebeziehungen, welche zwischen den vier 
Punkten von ¢,, zwischen den sechs Punkten von ¢,, und zwischen den 
fiinf Punkten von «, bestehen. 


Tabelle der Stammzahlen bei &. 
é,@°b.qd,c =1, &,u°b.qd,v=—1, «&u*b.qd,cv=—1, 
é,u®bqd,cv = 2. 
Jedes Symbol ¢, muss Null sein, wenn es keine auf die Lage des 
Strahls q beziigliche Bedingung enthiilt. 


Tabelle der Stammzahlen bei «,. 
&°b.d,c =4, &*b.d,v =—1, &,p°b.d,y = 2, 
&,u°b.d,cv =3, «é,u°b.d,cy=2, ¢,u°b.d,vy—1, 
&, U> bed, coy= 1; 

&u®bd,cvu =T7, &u®bd,cy=—6, eu bd,vy=3, 
&w*®bd,cvy = 5; 
&wd,cvy = 4; 
&ubpd,cvy = 9. 
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Tabelle der Stammzahlen bei ¢,. 
é,u%b,.ed, =2, &u3b,2d,y =—2, &u°b-ed,c —2, - 
é,u°b.ed,cy = 1; 

é,u®bed,y = 4, eu®bzdje =4, e,u%bed,cy =4; 
éu*ezd,cy =2, 

éubpd,cy =6. 

Man beachte, dass ein Symbol «, Null sein muss, wenn es keine die 
} Lage des Strahls ¢ feststellende Bedingung enthiilt. 


Durch Angabe der Stammzahien bei den Ausartungen « ist nun- 
mehr die Berechnung aller Zahlen « theoretisch geleistet. - 


Da die Ausartungen ¢ den eingehend behandelten Ausartungen t 
‘ felddualistisch entsprechen, so unterdriicken wir die Beispiele fiir die Be- 
. rechnung der auf sie beziiglichen Anzahlen, und lassen nur die nume-~ 
. rischen Werthe einiger Symbole « hier folgen. Wieder bezeichnet die 
einer @-fachen Bedingung nachgesetzte i‘* Zahl die Zahl der Curven s, 
’ welche diese Bedingung erfiillen, 10 — «# — i gegebene Gerade schnei- 

den, und 7 — 1 gegebene Ebenen beriihren. 

n Tabelle von Zahlen «. 
‘ &uq = &,u>0 = fe,uie = feu y = $e, 32 
. = 0, 0, 0, 9, 18, 15. 
n &u'g = &, uv = fewrc = feu y = fe,u?z 


=0, 0, 0, 54, 108, 120, 90. 
&uqd =&uo =feue = fe uy = peue 
=, 0, 0,. 162, 324, 360, 270, 175: 
sq =&0 =faRec =—fey = $82 
= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 
& weg =O, 0, 1, 
&UWWege =O, 0, 3, 6. 
&UWege =O, 0, 9 
E,WeGe =O, 0, 0, 0, 0, 0. 


éu3wq =0, 0, 0, 3, 6. 

eu2wq = 0. 0, 0, 54, 108, 120. 
suwq =0, 0, 0, 162, 324, 360, 270. 
éwq  =0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0. 
éuweqe =O, 0,0, 9, 18. 

&uwwqe =O, 0, 0, 18, : 
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&u®yzw =O, 0, 0, 2. 
&p?cw =O, 0, 0, 72, 144, 160. 
&p?cws =O, 0, 0, 24, 48. 
é&,u’cw.v = 0, 0, 9, 16. 
éu?cwv =O, 0, 54, 96, 96. 
&,uwewy =O, 0, 36, 72, 80. 
&,u’cwyz=0, 0, 12, 24, 
&,u*cwvy =, 18, 36, 38. 
&Ugeweze =0, 0, 0, 2. 
éuqu.z =O, 0, 0, 6, 12. 
&,u’°qwe =O, 0, 0, 12, 24. 
&uyzw =O, 0, 6, 12. 
é&,u?yzcw= 0, 18, 30, 24. 


§ 48. 


Die Berechnung aller fundamentalen Anzahlen der cubischen Plancurve 
mit Spitze. 


Die Paragraphen 43. bis 47. haben uns die Berechnung aller még- 
lichen fundamentalen Anzahlen gelehrt, welche auf die 13 Ausartungen 
der C,° Bezug haben. Aus diesen Anzahlen kann man mit Hiilfe der 
in § 40. und § 42. abgeleiteten Formeln alle auf die allgemeine C,* 
beziiglichen, fundamentalen Anzahlen mit vielen Bestiitigungen be- 
rechnen. Der Verlauf einer solchen Berechnung gestaltet sich etwa 
folgendermassen. 

Der Kiirze wegen bezeichnen wir mit dem Ausdruck ,,Zahlen- 
rethe 2“, wo z eine der C,' auferlegte a-fache Bedingung oder das 
Product eines Ausartungssymbols mit einer (a —1)-fachen Bedingung 
sei, den Inbegriff der Zahlenwerthe fiir die 10—a@ Symbole: 

syv-«, gv?“o, sy'“*o?,---sQ**. 
Man beginnt die Berechnung am zweckmiissigsten mit dem einstufigen 
Systeme u*v'9*), weil die Zahl v dieses Systems nach dem Princip 
der Dualitit gleich der Zahl @ dieses Systems ist. 

Hier ist, wie bei allen Elementarsystemen, nur die Ausartungszahl 
6 von Null verschieden. Man hat daher bei diesem Systeme nach 
der o-Formel: 

2-y=2-g=—2.-<6, 
also 
pvt — uv of _— 6 uv 9 = 168. 
Diese Zahl ist zugleich das g des Systems u*v'g?. Folglich lisst sich 








*) Ebenso Zeuthen in den Comptes rendus, tome 74, p. 521. 
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jetzt nach der o-Formel die Zahl v dieses Systems, oder u*v*9? be- 
rechnen, und so fort. So liefert die Zahlenreihe ou* die schon von 
den Herren Maillard und Zeuthen (cf. die allgemeine Einleitung) 
berechnete Zahlenreihe u*, nimlich: 


3 = 24, 60, 114, 168, 168, 114, 60, 24. 


Die Zahlen dieser Reihe liefern nun die Zahlen w fiir alle die Be- 
dingung w* enthaltenden Elementarsysteme. Doch reichen jetzt die 
Zahlen der Reihe ou? nicht zur Berechnung der Zahlenreihe yu? aus, 
weil bei Voraussetzung einer beweglichen Ebene die C,° kein dualistisch 
sich selbst entsprechendes Gebilde ist, also hier der oben bei der 
Zahlenreihe w* benutzte Vortheil der Gleichheit je zweier Zahlen zu 
bestehen aufhért. Man bezeichne daher eine Zahl der Reihe pw? zu- 
niichst mit 2, etwa die Zahl w?v'. Dann lisst sich vermittelst der 
6-Formel zuniichst u*v79 durch x ausdriicken, namlich: 
wev'o = 2ou?r' + 3u5v’? — a, 
wo fiir ou?’ und uv’ die berechnet vorliegenden Werthe einzusetzen ~ 
sind. In derselben Weise driicke man uw? v*g? durch uw? y79 aus, und 
so fort. So erhilt man schliesslich alle Zahlen der Reihe uw? durch x 
ausgedriickt. Zur Bestimmung von x kann man nun gelangen durch 
Kinfiihrung irgend einer nicht-elementaren Bedingung, etwa der Be- 
dingung c, dass die Spitze auf einer gegebenen Ebene liege. Man 
findet zunachst durch die c-Formel 
3c = 4v — 9 — 64 — @&, 
aus der Zahlenreihe u* die Zahlenreihe w*c, nimlich: 
ure = 12, 42, 96, 168, 186, 132, 72. 
Ferner findet man aus der Zahlenreihe u* jede Zahl der Reihe uc 
durch x ausgedriickt. Andererseits wende man die 6-Formel auf die 
uc und Potenzen von v oder g enthaltenden Systeme an, deren Aus- 
artungszahlen ja berechnet vorliegen miissen. Es waren niamlich: 


cutc — 338, 506, 569, 488, 335, 188, 86; 
d,u2e = 0, 240, 672, 702, 408, 120, 0; 
ewe = 0, 0, 0, 216, 432, 480, 360; 


und alle tibrigen Ausartungszahlen gleich Null. Durch diese An- 
wendungen der 6-Formel gewinnt man also 7 Gleichungen, deren jede 
nur x als Unbekannte enthilt, also den Werth von x mit 6 Be- 
stiitigungen. Hiernach ist auch die Zahlenreihe mw? als berechnet zu 
betrachten. Analog verfahre man bei der Zahlenreihe w und bei der 
Reihe derjenigen 11 Zahlen, welche nur Potenzen von v und g ent- 
halten. Nachdem man so die simmtlichen: 


84+9+10411 
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Elementarzahlen der C,° berechnet hat, und bei dieser Gelegenheit auch 
die 34 Zahlen der Zahlenreihen: 


wre, wre, we, € 
gefunden hat, gelangt man von den Elementarzahlen durch die Ver- 


mittelung der w-Formel, v-Formel, y-Formel, z-Formel zu den Zahlen- 
reihen: 


ww, ww, uw, w, 

uv, wv, wr, v, 

wg, wd, Hd W, 

wy, WY, WY, 9, 

we, wre, we, 2. 
Dann wendet man auf je zwei benachbarte Zahlen dieser Zahlenreihen 
die 6-Formel an, und erhilt dadurch viele Gleichungen zwischen den- 
jenigen Ausartungszahlen, deren Symbole ausser elementaren Be- 
dingungen eine einfache, auf das Singularitiitendreieck beziigliche Be- 
dingung enthalten. Diese Gleichungen kann man theils zu numerischen 
Controlen, theils zu den friiher erwihnten aposteriorischen Bestimmungen 
iiber Eigenschaften der Ausartungen verwerthen. 

Von jeder der oben erwahnten Zahlenreihen gelangt man dann 
durch die Vermittelung der c-Formel, w-Formel, v-Formel, qg-Formel, 
y-Formel, z-Formel zu 6 neuen Zahlenreihen, von jeder dieser Zahlen- 
reihen wieder zu 6 neuen, und so fort. Viele der Zahlenreihen, welche 
man in dieser Weise nach und nach gewinnt, hingen, wie schon in 
§ 38. besprochen ist, durch die Incidenzformeln von schon vorher be- 
rechneten Zahlenreihen ab, kénnen also als bekannt angesehen werden, 
und liefern dadurch die Mittel zu weiteren Bestiitigungen resp. aposterio- 
rischen Bestimmungen. So hiingt beispielsweise die Zahlenreihe v° 
von den Zahlenreihen wv?, wv, w® ab durch die Formel: 

ve = uv? — wv + wo. 
Auf dem eben besprochenen Wege gelangt man nicht direct zur Be- 
stimmung der w,, q., 2 enthaltenden Symbole, sondern gewinnt zu- 
nichst die w*, qg®, 2° enthaltenden Symbole. Diese liefern aber die 
Werthe der gesuchten Symbole durch die Formeln: 


w=w.+w,=—w,+uw—p, 

TG =—% + eg— ew, 

2 =—2 +uz— yp’. 
Oft gelangt man auch zu Zahlenreihen, welche selbstverstindlich Null 
sind, z. B. durch Anwendung der c-Formel auf die Zahlenreihen 


wc?, we’, oc, 
oder durch Anwendung der w-Formel auf die Zahlenreihen 
uW, W, 
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oder durch Anwendung der v-Formel auf die Zahlenreihe 
wv?w. 

Dadurch erhilt man wiederum neue Mittel zu Controlen oder aposterio- 

rischen Bestimmungen. 

Hiernach muss man zu jeder Fundamentalzahl von ebensoviel 
Systemen aus gelangen, wie sie Bedingungen enthilt, die auf ver- 
schiedene Ecken oder Seiten des Singularititendreiecks Bezug haben. 
Z. B. erhilt man die Zahlenreihe 

UC UW, 
sowohl aus den Zahlenreihen wcvw, und w?cvw, durch die c-Formel, 
wie auch aus den Zahlenreihen wc?w, und w?c?w, durch die v-Formel, 
wie auch endlich aus der Zahlenreihe pc?vw, durch die w-Formel. 
Ausserdem kann man noch durch die o-Formel alle iibrigen Zahlen 
dieser Reihe finden, sobald eine derselben bekannt ist. 

Die folgenden Beispiele sollen verdeutlichen, wie man von bekann- 
ten Zahleureihen zu neuen Zahlenreihen gelangt. 


Erstes Beispiel. 


) Wir setzen als bekannt voraus die Zahlenreihe w*yzw, namlich: 
) we yzw = 22, 40, 55, 46, 22. 
Um von dieser Zahlenreihe zu neuen gelangen zu kénnen, haben wir 
die Ausartungszahlen der 4 Systeme néthig, welche definirt werden 
durch die Bedingungen: 

wyzwr®, wyzwrre, wyzwre’, uyzwe’. 
In jedem dieser 4 Systeme sind gleich Null die Ausartungszahlen : 

Try &1y No, By, Bp. 


Die 8 iibrigen Ausartungszahlen haben in den 4 Systemen folgende 
Werthe: 


é, = 0, 0, 6, 10; 
n, =0, 0, 12, 18; 
Setzt man diese Werthe in die o-Formel: 
vt+to— 3u= 26+ 206, + 26,4 31, + 31, + 3t, 
+ 3e, + 38 +348 + 4+ 38,4+ 9 +3m, 
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so erhalt man die 4 bestiitigenden Identititen: 
22+ 40=2-1+43-12+3.-8, 
40 + 55 = 2-242-134+2-1+3- 6+3.- 15, 
55 + 46 = 2-2+42-1642-443- 943-64 12, 
46 + 22=-2-1+42- 643-243-104 18. 
Die Benutzung der c-Formel: 
3c=m4v—o—6u —d, —20, —6e, —6e, —6¢e, —8, —30,—2yn, —6n, 
giebt fiir jene 4 Systeme: 
3e = 4-22 — 40 = 48, 
3e=4-40—55— 13 —-2.-1 = 90, 
dem 4-55— 46 —- 16—2-4—6- 6—2-12=— 90, 
3e= 4-46 —22— Jb —6-2—6-10—2-18=48. 
Folglich ist: 
wyzwer® =16, pwyzwerv?e = 30, 
pw yzweve? = 30, uw yzwee® = 16. 
Dass die so gefundene Zahlenreihe fiir w® yzwe, nimlich: 
° 16, 30, 30, 16 
von rechts gelesen so lautet, wie von links gelesen, folgt auch aus 
dem Princip der Dualitat. 


Ferner hiingt diese Zahlenreihe mit anderen Zahlenreihen zusam- 
men durch die erste Incidenzformel. Nach dieser ist: 


ywec = (y?+ w) (c? +2) 
= yc? + cw, + yee + Wed. 
- Man hat namlich: 
pey?c? = 2,6, 6,4; pcw, —6, 9, 9, 6; 
wy?z. = 4, 9, 9, 4; piw.e. = 4, 6, 6, 2; 
also durch Addition 
uw yzwe = 16, 30, 30, 16. 
Wir finden weiter aus jenen 4 Systemen durch die w-Formel: 


3w = 4-40 226-12 —6-8 == 18, 
3u—4-55—40—2-183— 1—6-6—6-15—27, 
So =m 4. 46—55 —2-16— 4—6-9—12 =—=27, 
3u = 4-22 46—2- 6— 18 os 18, 


Damit haben wir die Zahlenreihe 
wyzw? = uryzw, 


bestimmt, namlich: 


weyszw, = 6,9, 9, 4. 








N2 





Die v-Formel: 
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6v = Te — v — Bu — 20, — 40, — 151, — Or, — Or, 
— 3e, —3e, —3e, — 50, —90, — yn, —3n, 


liefert fiir jene 4 Systeme die 4 Gleichungen: 


6v = 7-40 — 22 —-9-12—9-8 = 78, 
60 = 7-55 —40—2-18—4-1—9- 6—9.-15 = 126, 
6v=7-46—5d—2-16—4-4—9- 9—3- 6—12 — 108, 
6v = 7-22—46—2- 6—3-2—3-10—18 = 42. 


Folglich hat die Zahlenreihe p*yzwv die Werthe: 


13, 21, 18, 7. 

Diese Zahlenreihe hingt wieder mit andern Zahlenreihen durch die 
erste Incidenzformel zusammen, indem man yzwv auf zweifache Weise 
zerlegen kann, naimlich entweder: 

yzwo = yz(w.+v*) = yew, + yer’, 
oder auch: 

yzwr = (y+ w) (v?+ 2) = y?v? + yee + Weer. 
Die Anwendung der y-Formel 

3y = 20 + v — 3u — 0, — 20, — 314, — 3t, — 61, 
— 3e, — 3a, — 3e, — 3, — 30, — 2n, — 3n, 

giebt fiir die 4 Systeme u*yzw die 4 Gleichungen: 


3y = 2-40 + 22 —3-12—6-8 = 18, 
3y—=2-55-+4+ 40— 13—2-1—8- 6—6-15 = 27, 
3y = 2.464 55— 16 —2-4—6- 9—3- 6—2- 12 —27, 
3y—=— 2-924 46— 6—3.2-—3-10—2-18 = 12. 


Folglich ist: ‘ 
‘pw y?zw =6, 9, 9, 4. 
Diese Zahlenreihe ist identisch mit der schon bestimmten Zahlenreihe 
wu yzw., da immer: 
wey? —= wy we, 

weil Punkt y auf Strahl w liegt. 

Wir wenden schliesslich auf die 4 Systeme die z-Formel an: 

32 = 2v-+ eo — 3u — 20, — 0, — 3t, — 3r, — 34, 
und erhalten die 4 Gleichungen: 
32—=2-22+ 40—3-12—3.-8 = 24, 
32=2-40+4+55—2-183—-1—3 6—3-15—= 45, 
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32—=2-55+4+ 46—2-16—4—3-9—6- 6—12—45, 
32—2-46+4+ 22—2. 6—3-2—6-10—18 = 18. 
Daraus folgt: 
wey 2.w = ws,y? + uz.w, = 8, 15, 15, 6. 


Zweites Beispiel. 


Wir gehen aus von der Zahlenreihe w,qz, und betrachten daher 
die Systeme, welche ausser w,g¢ nur Potenzen von v und @ zu defi- 
nirenden Bedingungen haben. 


In jedem dieser Systeme sind alle Ausartungszahlen ausser 6, 1, 
und 4, gleich Null. Diese aber haben folgende Werthe: 
6w.q2 = 12, 24, 28, 20, 12, 7, 
t,W.q2 = 780, 423, 117, 0, 0, 0, 
d,w.qz = 0, 290, 380, 260, 104, 40. 
Diese Werthe, in die 6-Formel eingesetzt, bestiitigen die als schon ge- 
funden vorausgesetzten Zahlenreihen w.qz und ww,.qz, namlich: 
w.qz = 1788, 1950, 1672, 1148, 660, 343, 165, 
uw.g2 = 458, 575, 551, 416, 257, 138. 
Aus diesen Zahlenreihen und den obigen Ausartungszahlen findet man 
6 neue Zahlenreihen, z. B. durch die c-Formel: 
cw.q2 = 818, 796, 618, 392, 217, 113, 
ferner durch die w-Formel: 
w,q2 = 444, 540, 486, 324, 168, 79, 
und durch die g-Formel: 
w.g°2 = 684, 729, 621, 432, 258, 139. 


Drittes Beispiel. 
Wir gehen aus von den beiden Zahlenreihen: 


u2cw = 656, 1184, 1666, 1662, 1244, 736, 364, 
urcw = 52, 106, 166, 166, 106, 52. 


Um von diesen Zahlenreihen zu neuen zu gelangen, miissen wir die 
Ausartungszahlen von héherer als der nullten Gattung aus allen den- 
jenigen 6 Systemen kennen, welche ausser u?cw nur Potenzen von v 
und g zu definirenden Bedingungen haben. Diese Ausartungszahlen 
sind simmtlich Null, gusser 0,, 0,, t,, &, 9, 4,. Letztere haben 
die folgenden Werthe: 


d,u?cw =), 152, 188, 113, 32, 0, 
d,u?cw = 0, 64, 190, 187, 88, 0, 
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t,u?cw = 260, 144, 36, 0, 0, 0, 
&u*?cw =0, 0, 0, 72, 144, 160, 

8, u?cw = 240, 456, 324, 108, 0, 0, 
Nu’ cw = 0, 0, 216, 324, 264, 120. 

Hierdurch gelangt man zu den folgenden 6 neuen Zahlenreihen. 

wec?w = 136, 262, 390, 407, 316, 196, 
Bcw? = 360, 504, 536, 427, 252, 120, 
urcwv = 496, 700, 741, 569, 325, 136, 
“wcwq = 240, 522, 725, 697, 507, 300, 
wewy = 456, 706, 732, 551, 322, 156, 
wows = 280, 516, 734, 715, 510, 280. 


§ 49. 


Sonstige Mittel fiir die Berechnung von Anzahlen der cubischen 
Plancurve mit Spitze. 


Schon im IV. Abschnitt ist hervorgehoben, dass das Chasles’sche 
Correspondenzprincip nicht die einzige Quelle ist, aus welcher Formeln 
zwischen Bedingungssymbolen und Ausartungssymbolen fliessen. Der- 
artige Formeln kann man namentlich auch erhalten durch die An- 
wendung des Princips von der Erhaltung der Anzahl und durch die 
von mir in den Math. Annalen Bd, XII. p. 180 u. f. auf Gruppen 
ausgedehnten Correspondenzsdtze. Dieses soll hier fiir die C,° gezeigt 
werden, ubwohl die Formeln des § 40. und des § 42. fiir die Berech- 
nung der #undamentalzahlen der C,° vollkommen ausreichen. 

Wir behalten fiir die Bedingungen und die Ausartungen der C,° 
die in den friiheren Paragraphen eingefiihrten Bezeichnungen bei, setzen 
zunichst ein beliebiges zweistufiges Curvensystem voraus, und benutzn 
das Princip von der Erhaltung der Anzahl, indem wir den Ebenen 
und Geraden, welche durch die Bedingungen 


C,U,Y, W, qd, 2, %;, 0 
gegeben sind, speciellere Lagen zu einander ertheilen. 

Man lasse die beiden Ebenen der zusammengesetzten Bedingung 
cv in eine einzige Ebene zusammenfallen. Dann wird cv durch jede 
Curve des zweistufigen Systems erfiillt, welche Punkt c und Punkt v 
auf dieser Ebene hat, also durch jede Curve, deren Strahl ¢ in dieser 
Ebene liegt, ferner durclmjede Ausartung o, deren Rangpunkt in diese 
Ebene fallt, endlich tiberhaupt durch jede Ausartung, welche die 
Punkte ¢ und v in einen Punkt vereinigt, und diesen Punkt auf jene 
Ebene wirft. Folglich ist: 


1) cu=2,+ 6d+ die + te + te + Be. 
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Diese Formel hat einen leicht erkennbaren Zusammenhang mit der 
Formel 1) des § 40., und die Coefficienten eines und desselben Aus- 
artungssymbols miissen in beiden Formeln iibereinstimmen. Analog 
erhalt man die der Formel 2) des § 40. entsprechende Formel, indem 
man die beiden Geraden der zusammengesetzten Bedingung wq zu- 
sammenfallen lisst: 


2) wg=y + w+ Ga + 0,b + 1b + &b + ab. 
Die Bedingung w* war rechts hinzuzufiigen, weil wq auch durch jede 
Curve erfiillt wird, deren Ebene durch die Gerade geht, welche die 
beiden gegebenen Geraden in sich vereinigt. 

Liasst man die beiden Ebenen der zusammengesetzten Bedingung 
vy zusammenfallen, so erhalt man die der Formel 3) in § 40. ent- 
sprechende Formel: 


3) vy =u, + 6d+ d,e+ tLe + Oe + me. 
Den Formeln 4), 5), 6) des § 40, entsprechen: 

4) qe =2 +p +00 + d:b-+ eb +b + mb, 
5) ye =g + 6d+d,e +%¢ +1, + KC, 

6) sw=v'+u? + 6a+0,b4+17,0+¢,b+ &b. 


Weitere sechs Formeln gewinnt man, wenn man die beiden Ebenen 
jeder der 3 Bedingungen 
QC, OV, OY, 
und die beiden Geraden jeder der 3 Bedingungen: 
vw, vq, v2 

sich vereinigen lisst. Die dann resultirenden Formeln entsprechen den 
Formeln 17) bis 22) des § 40., und heissen: 

7) ee =3¢q.+6d+20,e4+327,e+317,e+31,e+32,c+,d, 

8) vw= 30? + 3u?+6a4+20,b+31,~+32,b6+32,b+32,b+4 da, 

9) ev =3uw,4+6d+20,e+31,¢4+31,¢+38,e+n,e+3 me, 
10) vg=3e+3u?+ 6a+20,6+32,b+32,b+4,b4+ 38,6 +3n,b, 
11) ey=2w.+¢.+6d+20,e+31,e+31,e+¢,c¢+ 9,e+39,e+2n,¢, 
12) vg =2c?+ v0? +3yu?+6a+20,b+-1,0w+32,b+32,b+29,b-+-7,b+37,. 

Um Formeln zu erhalten, welche den Formeln 15) und 16) des 

§ 40. entsprechen, haben wir die beiden Geraden der Bedingung v* 
resp. die beiden Ebenen der Bedingung 9? zusammenzulegen. Wir 
legen die beiden Geraden der Bedingung vin die Gerade g derartig 
unendlich nahe, dass sie sich schneiden, und dass sowohl ibr Schuitt- 
punkt, wie auch ihre Verbindungsebene besimmt sind. Dann wird v* 
von jeder Curve erfiillt, welche durch den Schnittpunkt geht, d. h., 
welche die Bedingung P erfiillt, ferner von jeder Curve, welche die 
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Verbindungsebene in einem Punkte der Geraden g beriihrt, ferner 
sechsmal von jeder Curve, die ihre Ebene durch g schickt, ferner drei- 
mal von jeder Curve, die ihre Spitze auf g hat, und endlich auch von 
jeder Ausartung, die eine mehrfache Ordnungsgerade durch g schickt. 
Bezeichnen wir daher mit 9, die zweifache Bedingung, dass die Curve 
eine gegebene Ebene in einem Punkte einer auf dieser Ebene gegebenen 
Geraden beriihrt, und beachten wir, dass 
P=ev— 3 
ist, so erhalten wir: 
13) v=wv+3u'?+3c?+ o, 
+ (0,+20,46¢, +64, +68,+98,+35,+20,+6n,)b, 

eine Formel, welche, fiir Elementarsysteme specialisirt, schon in § 7. 
als Beispiel fiir die Anwendung des Princips von der Erhaltung der 
Anzahl angefiihrt ist. 

Legt man dann die Ebenen der Bedingung @g? derartig unendlich 
nahe, dass sie eine bestimmte Schnittgerade haben, so bekommt man 
analog der Formel 13): 


14), o? = 30. + O% + (20,+46,-+ 64, +6t,+6r5)e 
+ (28, +68,+ 9, +3) e. 


Man kénnte fragen, ob durch das Princip der speciellen Lage nicht 
auch Formeln abgeleitet werden kénnen, welche etwa den Formeln 7) 
bis 12) des § 40. in derselben Weise entsprechen, wie die eben ab- 
geleiteten 14 Formeln den Formeln 1) bis 6), 17) bis 22), 15) und 
16) des § 40. entsprechen. Dies ist in der That méglich. Doch wiirden 
dann in die Formeln Bedingungen eintreten, welche wir bisher nicht 
beriicksichtigt haben. Wir bekiimen z. B. die der Forme] 7) des § 40. 
entsprechende Formel, wenn wir die Gerade der Bedingung ve mit 
der Ebene dieser Bedingung zur Incidenz briachten. Doch wire dann 
die zweifache Bedingung einzufiihren, welche verlangt, dass die C,° 
ihre Spitze in einer gegebenen Ebene hat, und zugleich ihren dritten 
Schnittpunkt mit dieser Ebene auf einer in der Ebene gegebenen Ge- 
raden hat. 

Die obigen Formeln, denen: noch viele Formeln héherer Dimen- 
sion hinzugefiigt werden kénnten, sind vom Verfasser theils zur Ab- 
leitung von Fundamentalzahlen, theils zur numerischen Controle, theils 
zu aposteriorischen Bestimmungen mitbenutzt. Zur Verdeutlichung 
mégen die folgenden Beispiele dienen. 


Erstes Beispiel. 
Wir betrachten als bekannt die Zahlenreihen p?, c?, oa, namlich: 
u? = 384, 864, 1488, 2022, 2016, 1524, 924, 468, 192; 
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ce? = 1168, 2896, 4592, 5408, 4952, 3708, 2376, 1392, 768; 
6a = 5912, 8840, 9980, 8640, 6008, 3542, 1890, 935, 440; 

und finden daraus durch Formel 10) die Zahlenreihe vq, nimlich: 

"a= 10568, 20120, 28220, 30930, 26912, 19238, 11790, 6515, 3320, 1592. 


Zweites Beispiel. 


Wir wenden die Formel 2) an auf die 3 zweistufigen Systeme 
aller Curven, welche die Bedingungen 
wyzwr?, wryzwve, wyzwo® 
erfiillen. Fiir diese Systeme sind die Zahlen y’, uw’, oa, 0,b, &b 
gleich Null, wiahrend 1,5) beziiglich die Werthe 


3, 3, 0, 
0, 0, 2 
hat. Daraus folgt die Zahlenreihe 
w'yzw? gq = 3, 3, 2. 


&,6 die Werthe 


Drittes Beispiel. 
Durch die Formel 2) findet man aus den Zahlenreihen: 

wcy? = 12, 30, 36, 24, 12, 

Gueca =T7, 13, 16, 13, T, 

0, uch = 0, 6, 21, 18, 0, 

é,u'ch = 0, 0, 0, 12, 24, 

die Zahlenreihe 
w'cwq = 19, 49, 73, 67, 43. 


Viertes Beispiel. 


Die Formeln 13) und 14) kénnen benutzt werden, um Anzahlen 
zu bestimmen, welche die neu eingefiihrte Bedingung 9, mitenthalten. 
Wollte man diese Bedingung von vornherein mit beriicksichtigen, so 
wiirde dies keine Schwierigkeiten veranlassen, da sich bei jeder der 
13 Ausartungen leicht ergiebt, wie dieselbe g, erfiillt. Wir leiten hier 
nur die Zahlenreihe g, sowohl durch die Formel 13) wie durch die 
Formel 14) ab, und benutzen also die Zahlenreihen: 

v? == 17760, 31968, 44304, 49008, 43104, 30960, 18888, 10284, 5088, 
wv=3216, 6528, 10200, 12708, 12144, 9156, 5688, 3090, 1488, 
u'==384, 864, 1488, 2022, 2016, 1524, 924, 468, 192, 

c?==1168, 23896, 4592, 5408, 4952, 3708, 2376, 1392, 768, 

oe? = 44304, 49008, 43104, 30960, 18888, 10284, 5088. 2304, 960, 
w.-=11472, 11616, 9080, 5650, 2944, 1392, 596, 230, 80. 
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Dann erhalten wir durch beide Formeln tibereinstimmend die Zahlen- 
reihe: 
Q, = 9888, 14160, 15864, 14010, 10056, 6108, 3300, 1614, 720. 
Fiinftes Beispiel. 
Formel 13) liefert aus den Zahlenreihen: 
wecwvr? = 43, 67, 73, 
d,u®cwvb =0, 1, 0, 
0,u®cwvb = 1, 3, 0, 
&,u%cwvb = 0, 0, 3, 
8, ucwvb = 4, 9, 9, 
8, u®cwvb = 5, 3, 0, 
yw cwvb =0, 3, 5, 
die neue Zahlenreihe: 
wcewv Q@, = 22, 24, 16. 
Dieselbe Zahlenreihe erhilt man auch durch Formel 14) aus: 
uw cwvg? = 73, 49, 19, 
0,uecwve =5, 4, 0, 
t,u*®cwve = 1, 0, 0, 
3d, wewve = 8, 6, 0, 
#, u®cwve = 4, 0, 0, 
yw cwve =0, 3, 1. 
Sechstes Beispiel. 
Die Formel 13) liefert aus den Zahlenreihen: 
ucwv? = 52, 106, 166, 166, 
d,u®cwb =0, 0, 5, 0, 
0,u%cwb = 0, 1, 4, 0, 
é,u3cwh = 0, 0, 0, 4, 
a, ucwb = 6, 15, 9, 0, 
n.wcwb = 0, 0, 12, 18, 
die dualistisch sich selbst entsprechende Zahleureihe: 
w’o,cw = 34, 54, 54, 34, 


Die Formeln 13) und 14) hatten uns zu der Bedingung g, gefiihrt, 
welche verlangt, dass die Plancurve eine gegebene Ebene in einem 
Punkte einer auf der Ebene gelegenen Geraden berihrt. Die Definition 
dieser Bedingung steht in nahem Zusammenhang mit der Definition 
der elementaren Bedingungen. Es-liegt daher nahe, alle Bedingungen 
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zu untersuchen, welche in derselben Weise den elementaren Bedin- 
gungen verwandt sind. Fiir den Kegelschnitt ist dies schon in § 37. 
geschehen. Wir legen jetzt allgemeiner die Plancurve n'” Ordnung 
m*" Ranges zu Grunde, und bezeichnen fiir sie als den elementaren 
Bedingungen verwandt jede Bedingung, welche eine Grundbedingung 
ist fiir das Gebilde [, das aus der Ebene uw der Plancurve, einer Tan- 
gente g, und deren Beriihrungspunkte p besteht. Da die Plancurve 
co! solcher Gebilde [ besitzt, so liefert jede solchem Gebilde auferlegte 
i-fache Bedingung B der Plancurve eine (i—1)-fache Bedingung, die 
dann mit (B) bezeichnet werden soll. Die zweifachen Bedingungen: 


P*, Jer UP, UY 
liefern der Plancurve beziiglich die Bedingungen: 


(p*), (Ye)s (up), (ug), 
fiir welche die Symbole: 
VY, Q,M%* by, MU 
eingefiihrt sind. (wu?) ist gleich Null zu setzen, weil in einem ein- 
stufigen Curvensysteme keine Curve eine gegebene zweifache Bedingung 
erfiillen kann. Deshalb ist, gemiss den allgemeinen Incidenz-Formeln: 


(9p) = (ug) — (uw?) = m+, 
(pg) = (v*) + (Ge) = ¥ + 8. 
Fiir die zweifachen Bedingungen: 
(p*), (9s), (Pg) 


ferner ist auch: 


sind die Symbole: 
P, t, Q ° 
eingefiihrt. Nun hat man nach den Incidenz-Formeln : 
(p*) = (up*) — (wp) + (#'), 
also, da fiir (u*) wieder Null zu setzen ist, die bekannte*) Formel: 
P=pv—n-yp. 


(9s) = (uge) — (u*) 


t=—ueg. 
Die Bedingnng g, lisst sich nicht durch uw, v, @ ausdriicken. Wohl 


Ferner wird aus: 


die bekannte Formel: 


aber kann man alle den elementaren Bedingungen verwandte Beding- ° 


ungen als Functionen von 


Qo, HU, ¥, @ 
darstellen. Néamlich: 


*) Diese und einige andere Formeln sind schon in § 10. ausgesprochen. Die 
obige Betrachtung wirft ein neues Licht auf den Zusammenhang der Formeln 
des. § 10. mit denen des § 9. 
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(Por) = (p*) + (Go) =P+t=—pv—n-w + ue, 
(p°9) = (pg) + (p*) = ep + P= o, + uv—n-p. 
Ferner: 
(G@) = (u? ge) — (ug) 
T=wo—m-up', 
(Pp? gp) = (pgs) = (upge) — (u*p) = we, — n-p, 


15) (p*g) = (p*ge) = (pgs) — (4) = (ue —n- uw) — (ur? e—m- uw) 
= 1% — we —n- w+ m- pi. 


oder: 


Endlich: 
16) (pG) = (p° gs) = (v° gp) = (pu? ge) — (pug) 
= we, — (uev +u%Q) 
= wa, — wv — wa. 
Man beachte namentlich die beiden numerirten Formeln, die in 
Worten lauten, wie folgt: 


15) Die dreifache Bedingung, dass eine Plancurve m‘* Ordnung, 
m'” Ranges eine gegebene Ebene in einem gegebenen Punkte beriihre, 
hat den Modul: 

HO, — We —m-w> + m- pr. 

16) Die vierfache Bedingung, dass eine Plancurve eine gegebeue 
Gerade in einem gegebenen Punkte beriihre, hat den Modul: 

we, — wv — wo. 

Die letztgenannte Bedingung kann man auch dadurch mit den 
iibrigen in Verbindung bringen, dass man den beiden Punkten der 
Bedingung P* die specielle Lage zweier unendlich naher Punkte er- 
theilt und das Princip von der Erhaltung der Anzahl anwendet. Dann 
bekommt- man fiir die C,': 


(uv—3y*)? = (uw? e,—wiy—pre) + 3uc + ae, 
wo «@, die Anzahl aller hinlinglich oft gerechneten Ausartungen ist, 
welche eine mehrfache Ordnungsgerade durch einen gegebenen Punkt 
schicken und dabei auch ihre Ebene durch einen zweiten gegebenen 
Punkt schicken. Diese Formel und die mit u? multiplicirte Formel 13) 
sind von einander abhingig. 

Es bleibt noch iibrig zu zeigen, wie auch die Correspondenzformeln 
fiir Punktgruppen zu Formeln zwischen Bedingungssymbolen und Aus- 
artungssymbolen fiihren. : 

Betrachten wir je 3 in gerader Linie befindliche Punkte einer Plan- 
curve C,° als Punktgruppe, so erzeugt ein einstufiges Curvensystem 
ein dreistufiges System solcher Punktgruppen. Wendet man auf dieses 
System die Correspondenzformeln an, welche ich in den Math. Annalen 


Mathematische Annalen, XIII. 32 
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Bd. XII, p. 187 entwickelt habe, d. h. setzt man in den Formeln 47) 
und 48) (p. 196 desselben Bandes) n= 3, p=0O, b =O, so erhiilt 
man die Formeln: 


17) 9v —12u—w-+ 8q+ X, 

18) 12y — 2lu=v+8ce+ 36-4 X’, 

wo X und X’ Zahlen sind, die von den Anzahlen der im Systeme etwa 
vorhandenen Ausartungen erster und zweiter Gattung abhingen. 


Setzt man ferner ein zweistufiges Curvensystem voraus und wendet 

die Formel 49) auf p. 196 in Bd. XII an, so erhilt man: 

19) 3v? — 9uv + Iu? = w, + 8q.+ X” 

wo X” wieder von den Ausartungen von hoéherer als der nullten Gat- 
tung abhingt. 

Die Formeln 17) und 18) stehen im Kinklang mit den Formeln 
26) bis 30) des § 40., die Formel 19) mit den Formeln 7) und 9) 
des vorliegenden Paragraphen. Dieser Umstand kann benutzt werden, 
um die Coefficienten zu bestimmen, mit welchen die Ausartungszahlen 
in die mit X, X’, X” bezeichneten Ausdriicke eintreten. 

Den Formeln 17), 18), 19) kénnten noch viele andere Formeln 
hinzugefiigt werden, welche in ahnlicher Weise aus Anwendungen der 
Correspondenzformeln auf Punktgruppen hervorgehen. Man kénnte 
z. B. fiir ein zweistufiges Curvensystem die Zahl der Geraden ausdriicken, 
welche in einer gegebenen Ebene liegen und auf welchen zwei Curven- 
schnittpunkte mit einem Punkte der Wendetangente coincidiren. Doch 
wollen wir auf diese Anwendungen hier nicht weiter eingehen. 


§ 50. 
Tabellen von Fundamentalzahlen der cubischen Plancurve mit Spitze. 


Gegen tausend der unten folgenden Fundamentalzahlen’ hat der 
Verfasser schon im Jahre 1874 bei der Abfassung seiner Preisschrift 
berechnet, weil er diese Zahlen damals zur Berechnung der Anzahlen der 
eubischen Plancurve mit Doppelpunkt, sowie der Anzahlen der cubischen 
Raumcurve néthig hatte. Diese spiiter viel henutzten Anzahlen der C,° 
sind unten in der ersten Tabelle zusammengestellt. Im Jahre 1875 be- 
rechnete der Verfasser, hauptsichlich um iiber die Natur der 13 Aus- 
artungen sichere Aufschliisse zu erlangen, die siimmtlichen Fundamental- 
zahlen der C,° bei fester Ebene. Diese schon durch die Gétt. Nachr. 
(Maiheft 1875) publicirten Zahlen bilden den Inhalt der zweiten Tabelle. 
Die Zahlen der dritten Tabelle endlich habe ich theils frither, theil serst im 
letzten Jahre berechnet, und zwar auch hauptsichlich deshalb, um daraus 
Riickschliisse auf EKigenschaften der Ausartungen machen zu kénnen. 
Auch der Berechnung derjenige: Fundamentalzahlen, welche in keiner 
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der drei Tabellen angefithrt sind, steht sachlich kein Hinderniss ent- 
gegen, da die vorangehenden Paragraphen dieses Abschnitts die Aus- 
rechnung sdémmtlicher Fundamentalzahlen auf das Einmaleins reduciren. 

Der bessern Uebersicht wegen sind mehrere Fundamentalzahlen 
sowohl in der ersten wie in der zweiten Tabelle angefiihrt. 

Zu beachten ist, dass immer die einer a-fachen Bedingung nach- 
gesetzte i” Zahl angiebt, wieviel cubische Plancurven mit Spitze diese 
a-fache Bedingung erfiillen, 11 «—i gegebene Gerade und i—1 ge- 
gebene Ebenen beriihren. 


Erste Tabelle. 
Die im Folgenden benutzten Anzahlen. 
Die Zahlenreihen sind mit Rticksicht auf die Benutzung bei der 

Berechnung der Zahlen y des §-56. geordnet. 
u® = 24, 60, 114, 168, 168, 114, 60, 24, 
uc = 12, 42, 96, 168, 186, 132, 72, 
wcr=2, 8, 20, 38, 44, 32; 
uw? == 384, 864, 1488, 2022, 2016, 1524, 924, 468, 192, 


‘we = 176, 536, 1082, 1688, 1844, 1496, 956, 512, 


utc?== 32, 110, 240, 400, 452, 372, 240, 
uc= 2, 8, 20, 38, 44, 32; 
u = 3216, 6528, 10200, 12708, 12144, 9156, 5688, 3090, 1488, 624, 
uc = 1344, 3576, 6388, 8852, 9108, 7264, 4706, 2688, 1392, 
we? = 248, 740, 1416, 2076, 2216, 1818, 1200, 696, 
uc} = 20, 68, 144, 232, 266, 240, 168. 
Die Zahlen v", v9, ---- 9" sind 17760, 31968, 44304, 49008, 
43104, 30960, 18888, 10284, 5088, 2304, 960, 
¢ == 6592, 14800, 22336, 25560, 22864, 16672, 10380, 5836, 3040, 1504, 
ct = 1168, 2896, 4592, 5408, 4952; 3708, 2376, 1392, 768, 
c} = 96, 264, 448, 556, 540, 436, 304, 208. 


wq = 18, 51, 105, 168, 177, 123, 66, 

uae = 7, 25, 58, 85, 79, 52, 

wget 1, 4, 10, 13, 10; 

wg == 268, 670, 1228, 1771, 1846, 1453, 910, 478, 
uwege = 98, 302, 613, 852, 839, 628, 382, 

wqe?—= 16, 55, 120, 164, 154, 106, 

wqe=1, 4, 10, 13, 10; 
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uq = 2088, 4620, 7550, 9769, 9618, 7448, 4735, 2655, 1344, 
uge = 708, 1890, 3361, 4296, 4092, 3073, 1935, 1086, 
uqe? = 118, 349, 660, 846, 799, 603, 384, 
ugqe =9, 30, 62, 79, 75, 54; 
q = 10568, 20120, 28220, 30930, 26912, 19238, 11790, 6515, 
3320, 1592, 
qe = 3208, 7060, 10270, 11058, 9354, 6558, 4025, 2270, 1208, 
qe? = 508, 1210, 1812, 1944, 1638, 1163, 740, 452, 
qc? = 38, 98, 152, 162, 137, 98, 68. 





uw = 72, 132, 186, 168, 96, 42, 12, 

urwe = 52, 106, 166, 166, 106, 52, 

wwer= 10, 22, 37, 40, 28; 

u2w = 1024, 1696, 2200, 2014, 1360, 724, 316, 100, 

u2we = 656, 1184, 1666, 1662, 1244, 736, 364, 

urwer= 136, 262, 390, 407, 316, 196, 

u2wei= 10, 22, 37, 40, 28; 

ww = 7632, 11424, 13544, 11956, 8160, 4532, 2224, 954, 336, 

uwe = 4320, 6912, 8680, 8184, 6036, 3640, 1962, 960, 

wwe? = 904, 1528, 2010, 1980, 1528, 954, 528, 

wwe? = 84, 156, 224, 241, 210, 144; 
w = 36704, 48416, 50576, 41136, 26912, 14864, 7416, 3356, 1376, 512; 
we = 17536, 23728, 24688, 20292, 13728, 8016, 4268, 2108, 992, 
we? = 3472, 4864, 5160, 4374, 3096, 1892, 1064, 560, 

. we? = 320, 476, 530, 486, 380, 260, 176. 


wde =5, 17, 38, 47, 35, 20, 
w®qec = 1, 4, 10, 13, 10; 
ug. = 66, 192, 373, 452, 387, 256, 142, 
p?qec = 14, 47, 100, 126, 110, 74, « 
ugec?=1, 4, 10, 13, 10; 
Ug = 460, 1150, 1945, 2220, 1876, 1255, 735, 390, 
ugee = 98, 281, 516, 614, 533, 363, 216, 
uq.c? = 9, 30, 62, 79, 75, 54; 
Ge = 2040, 4164, 5678, 5650, 4402, 2850, 1649, 878, 440, 
ec = 412, 946, 1364, 1388, 1098, 727, 436, 244, 
qe c? = 38, 98, 152, 162, 137, 98, 68. 
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ww, = 32, 44, 38, 20, 8, 2, 
ww.c = 28, 40, 37, 22, 10, 
ww.c?—=6, 9, 9, 6; 
uw. = 408, 516, 454, 290, 144, 58, 16, 
ww.c = 308, 398, 370, 261, 146, 68, 
u?w.c’= 70, 94, 91, 67, 40, 
pw’?w.e=6, 9, 9, 6; 
uw, = 2728, 3148, 2674, 1734, 904, 418, 168, 54, 
uw.c == 1772, 2054, 1812, 1262, 722, 372, 174, 
uw,c? = 402, 480, 440, 322, 192, 102, 
uw,c> = 42, 54, 54, 45, 30; 
w. = 11472, 11616, 9080, 5650, 2944, 1392, 596, 230, 80, 
w.c == 5968, 5752, 4442, 2846, 1584, 808, 382, 172, 
w,.c? = 1256, 1214, 962, 648, 380, 206, 104, 
w.c> = 126, 126, 108, 81, 54, 36. 





wqw = 32, 71, 119, 128, 89, 47, 
weqwe =—19, 49, 73, 67, 43, 
wequc? = 3, 9, 12, 9; 
weqw == 444, 864, 1288, 1349, 1050, 649, 334, 
weqwe = 240, 522, 725, 697, 507, 300, 
wquwe? = 44, 107, 146, 134, 90, 
wquc> = 3, 9, 12, 9; 
uqw = 3224, 5540, 7352, 7225, 5498, 3404, 1855, 907, 
uqwe = 1564, 2908, 3679, 3404, 2464, 1489, 803, 
uqwe? = 296, 599, 756, 691, 503, 311, 
eqwe>? = 25, 58, 73, 67, 47; 
qw = 14904, 21960, 24700, 21416, 14920, 8774, 4650, 2255, 1016, 
qwe = 6104, 9140, 9664, 7884, 5290, 3114, 1685, 854, 
que? = 1084, 1696, 1760, 1418, 970, 599, 356, 
qwe> = 88, 148, 150, 122, 85, 58. 
wqw =9, 27, 36, 27, 15, 
wgq.we = 3, 9, 12, 9; 
wq.w = 104, 260, 335, 290, 191, 104, 
u'q.we = 34, 85, 109, 94, 62, 
wqwe'= 3, 9, 12, 9; 
ugw = 660, 1380, 1669, 1424, 936, 535, 275, 
uqwe = 212, 443, 532, 450, 293, 167, 
g.we? = 25, 58, 73, 67, 47; 
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7 = 2632, 4276, 4504, 3510, 2194, 1222, 621, 294, 


qewe = 764, 1220, 1230, 932, 590, 339, 180, 
qewe? = 88, 148, 150, 122, 85, 58. 





p'qw. = 18, 27, 27, 18, 9, 

uiqu.c = 15, 18, 15, 9, 

wqu.c’= 3, 3, 2; 

wqw. = 212, 287, 281, 209, 125, 62, 

u2qw.c = 151, 175, 154, 106, 60, 

u'qu.c’= 33, 36, 30, 19, 

wqu.e= 3, 3, 2; 

uqw. = 1326, 1623, 1507, 1100, 657, 346, 163, 

uqw.c = 803, 875, 748, 513, 296, 153, 

uquw.c? = 175, 184, 154, 106, 63, 

uqw.c® = 18, 18, 15, 10; 
qw, =5116, 5410, 4504, 3024, 1708, 871, 405, 174, 
qw.¢ = 2366, 2246, 1716, 1094, 617, 321, 156 
qu.c? = 460, 418, 312, 203, 121, 70, 
qu.c® = 42, 36, 27, 18, 12. 


? 


weqw, =9, 9, 6, 3, 

wqewee = 3, 3, 2; 

u'gqew. = 81, 81, 63, 39, 20, 

B?gewec = 27, 27, 21, 13, 

u?q.wec?—= 3, 3, 2; 

ugq.w, =401, 395, 308, 191, 104, 51, 

ugew.c = 133, 130, 100, 61, 33, 

uqew.c? = 18, 18, 15, 10; 
QeW. =1110, 1032, 754, 446, 237, 115, 52, 
Gew.c = 334, 292, 204, 122, 67, 34, 
qew.c? = 42, 36, 27, 18, 12. 


Zweite Tabelle. 


Saimmtliche Fundamentalzahlen der in fester Ebene 
liegenden cubischen Plancurve mit Spitze. 

Hier sind immer alle Bedingungssymbole zusammengefasst, welche 
in Bezug auf die Bestimmung des Singularitiitendreiecks dasselbe aus- 
sagen. ortgelassen sind nur diejenigen Anzahlen, welche sich gemiiss 
der ersten Incidenzformel, also nach der Analogie von 
vw=w,+ v’ 








ste 
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durch Addition zweier der obigen Anzahlen ergeben. Da u*g,= ug? 
ist, wenn der Strahl g in der Ebene w liegt, so konnte w?, q?, 2? 
statt w., de, Ze gesetzt werden. Da die in fester Ebene liegende cu- 
bische Plancurve mit Spitze dualistisch sich selbst entspricht, so konnte 
folgende- Anordnung fiir die Zahlenreihen getroffen werden. 

Die einer a-fachen Bedingung nachgesetzte it Zahl ist die Zahl 
derjenigen Curven, welche, in fester Ebene liegend, die a-fache Be- 
dingung erfiillen, dabei durch 8—a—i in dieser Ebene gelegene, ge- 
gebene Punkte gehen, und i—1 in dieser Ebene liegende, gegebene Ge- 
rade beriihren. Dagegen ist die Zahl, welche einer a-fachen Bedingung 
als ¢'° vorangeht, die Zahl der Curven, welche, in fester Ebene lie- 
gend, die a-fache Bedingung erfiillen, dabei durch i—1 in dieser 
Ebene liegende, .egebene Punkte gehen, und 8 — a—zi in dieser Ebene 
liegende, gegebene Gerade beriihren. 

Die schon von Maillard und Zeuthen bestimmten Elementar- 
zahlen uv’, we y%o, --- wo’ sind: 

24, 60, 114, 168, 168, 114, 60, 24. 
c= 12, 42, 96, 168, 186,-132, 72 —w, 
v = 66, 123, 177, 168, 105, 51, 18 =q, 
y= 48, 96, 150, 168, 132, 78, 36—z. 


ce? =2, 8, 20, 38, 44, 32 =, 
wv? <= 20), 35, 47, 38, 17, 5 == q’, 
y? = 20, 44, 74, 74, 44, 200 = 2; 
cv = 47, 89, 128, 119, 71, 32 =—wgq, 
cy = 32, 62, 92, 92, 62, 32 = Ws, 
vy = 59, 89, 92, 65, 35, 14 = qt, 


cw = 52, 106, 166, 166, 106, 52 — we, 
vq = 34, 79, 139, 139, 79, 34 —quv, 
yz = 34, 70, 112, 112, 70, 34 =—Zzy. 


2 2 
ng | 4 10, 19, 22, 16 tou, 


| 


eg 
cg’ 
vz 

v2? e. ; 
ew =10, 22, 37, 40, 28 = we, 
vq —10, 22. 37, 31, 10 = q oy 
y’2 =10, 22, 37, 34, 16 = 2?y; 


pa, 4, 10, 13, 10 — (ee 


a 


| = 10, 19, 28, 22,7 
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cv 


9, 18, 27, 27, 18 = wg, 


ey = 6, 12, 18, 18, 12 = wz, 
v’y = 15, 21,18, 9, 3—q’z, 
ve = 17, 27, 36, 27, I= grw, 
y?c = 12, 30, 36, 24, 12 — zw, 


y’v = 21, 30, 27, 15, 6=—27q; 
evy = 33, 48, 45, 27, 12=—wqz. 














ey? w¢ 
ezv wy 
—. 
cau? | Br re 5 wy 
cau wy, 
we 
2 2 
- ana 
52 y wz, 
q°e* 
ia om ial q’cz 
vwy qez* 
vwy qe 2; 
2 2 
catag| + % 18, mle 
? 
eqw w*ve 
cg? a ew Sy ae wre, 
v2q | _(7" 
este) 4, 9, 15, 11 = aay. 
vw P q’cv 
puta la vi Si die ie “lees, 
l= _(" 
ywrs) one ac’y, 
2 2 
y a 3,9, 12,7 | «J 
yqe Bury; 
c? w* 6, 9,9, 6 = we, 
vg? = 3, 9, 9, 3 = qv’, 
ya? = 4,9, 9, 4 = sty’; 
evy = 6,9, 9,6 = wgz, 
vcy = 9, 12, 9,3 = gwz, 


3 
ycv = 14, 15,9,4=— gwq. 





















































falsche gedruckt. 
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veg 
veg 
vecq 
vecg 
v2q? 
v?zcq 
v2r¢? 
varcq ; 
eu w 
evw 
czu'w 
czvw 
ce zw 
c’zvw 
cz? w 
cztuw’ 
y?v2z 
y? v2 
ywrre 
ywos 
y? wet 
y? we 
y w? 2? 
ywrve 
euty 
ezvy 
cavy 
catvy 
v'y’ec 
vwyc 
vwy’c 
vwyc 
yeu 
y’qev 
yqev 





ygev 


*) Statt dieser Zahl ist 


= 2,3, 1%) =| 


= 2, 3, 3*)— 


== 4, 8, 1 


gq? wv 
qgwv? 
qywv 
qywv 
q’yv® 
gywv 
qy2v 
‘qy’wv, 
Ww? ge 
wqe? 
wygc 
wyqe 
wyc? 
w*yqe 
wy'c? 
wy’qe, 
eay 
eqy? 
eq’y 
ecqy” 
acy? 
ecqy 
jecty? 

2 qy; 
wqrz 
wygZ 
wyge 
wy’ q2, 
ew 
q’czw 
qc2*w 
qc szw, 


| 


2vw@g 
svw'g 





Zv°wq. 


in den Gétt. Nachr. (1875, Maiheft, p. 386) eine 


a 
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Gerade beriihrt. 


Dritte Tabelle. 
Sonstige Zahlen. 
wv = 932, 1562, 2054, 1931, 1358, 767, 362, 134, 
wv = 6888, 10380, 12382, 11039, 7650, 4348, 2195, 987, 384, 


v == 32728, 43096, 44692, 35766, 22864, 12298, 6006, 2677, 1096, 424; 


uv? = 284, 452, 564, 481, 290, 129, 42, 
uv? — 2096, 3008, 3414, 2805, 1730, 846, 363, 129, 
v2 = 9880, 12328, 12044, 8810, 4952, 2250, 918, 339, 120; 
Pu = 312, 684, 1146, 1518, 1512, 1182, 744, 396, 
P = 2064, 3936, 5736, 6642, 6096, 4584, 2916, 1686, 912, 
P2 = 240, 504, 804, 1014, 1008, 840, 564; 
ue, = 18, 36, 54, 54, 36, 18, 
u? 0, = 264, 474, 654, 654, 492, 294, 144, 
ue, = 2016, 3264, 4122, 3954, 2976, 1836, 984, 462, 


e, = 9888, 14160, 15864, 14010, 10056, 6108, 3300, 1614, 720. 


w?wqz = 172, 340, 508, 535, 418, 257, 
pwgqe == 1272, 2220, 2960, 2929, 2250, 1412, 775, 
wqz = 5912, 8840, 9980, 8640, 6008, 3542, 1890, 935; 
uw? weqe = 712, 99, 99, 75, 45, 
uw.qge = 458, 575, 551, 416, 257, 138, 
w.q2 = 1788, 1950, 1672, 1148, 660, 343, 165; 
p?w.ge2—= 27, 27, 21, 13, 
HW.gee = 135, 135, 108, 69, 38, 
WeGe# = 378, 360, 270, 162, 87, 43. 
wequwv=4, 6, 5, 
pequwe = 26, 36, 33, 25; 
p?cw.v = 99, 121, 100, 58, 22, 
wcwv = 496, 700, 741, 569, 325, 136, 
weyow = 244, 277, 217, 124, 52, 
u*cws = 280, 516, 734, 715, 510, 280, 
wewy = 456, 706, 732, 551, 322, 156, 
wewyz = 184, 302, 308, 218, 214. 


Ist endlich das Singularitétendreieck vollstindig bestimmt, so giebt 
es eine einzige Curve, welche dieses Dreieck als Singularititendreieck hat 
und ausserdem durch einen gegebenen Punkt geht, resp. eine gegebene 
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t § 51. 
7 Lagebeziehungen zwischen den Punkten, Tangenten und dem 


Singularitatendreieck der allgemeinen C,°. 


Wir erinnern uns der Methode, durch welche wir in § 41. die 
Definitionen der Ausartungen der C,? gewonnen haben. Die Aus- 
artungen 0,, &, &, &, %;, 4, 2 erschienen dort als die homogra- 
phischen Bilder der allgemeinen C,* fiir verschiedene Lagen des Cen- 
trums S der Homographie. Die Axe der Homographie wurde dann 
immer zu einer Ordnungsgeraden, und die von S an die allgemeine C,° 
5 gezogenen Tangenten, sowie die Verbindungsstrahlen des Punktes S - 
mit den Ecken des Singularitiitendreiecks gaben Strahlen durch S, 
welche die Axe in den ausgezeichneten Punkten der zu erzeugenden 
Ausartung schnitten. Diese ausgezeichneten Punkte aber sind bei @,, 
1, &, &, im threr Lage von einander abhingig, wie die in § 45. und 
§ 47. angegebenen Stammzahlen lehren. Dieselbe Abhingigkeit muss 
also auch bei den durch S an die allgemeine C,° gelegten Strahlen 
stattfinden, und es fliessen daher aus den Stammzahlen jener 4 Aus- 
artungen die durch die folgenden 4 Siitze ausgesprochenen Lage- 
beziehungen. 

IT) Wenn das Centrum S der Homographie weder auf der Curve, 
noch auf den Seiten ihres Singularitiitendreiecks liegt, so entsteht die 
Ausartung «,. Nun ist aber nach § 47.: 

&°b.d,c =4, &u>b.dsv =—1, &,ud.d°y =—2, 
&,U°b.d,cv =3, &u*bed,cy=2, «&,u'b.d,vy=1, 
&,4°b.d,cvoy= 1, 

Folglich gilt der Satz: 

»Wenn man an eine cubische Plancurve mit Spitze von irgend 
einem Punkte S ihrer Ebene die 3 Tangenten und die Strahlen nach 
der Spitze, dem Wendepunkte und dem Schnittpunkte von Wende- 
tangente und Riickkehrtangente zieht, so erhilt man 6 durch S gehende 
Strahlen, welche, um iiberhaupt so einer C,? angehdren zu kénnen, in 
ihrer Lage derartig von einander abhingen miissen, dass das ganze 
Strahlensextupel endlichdeutig bestimmt ist, sobald 4 von den 6 Strahlen 
gegeben sind, und zwar: 

1) vierdeutig, sobald die drei Tangenten und der Strahl nach der 
Spitze gegeben sind, 
2) eindeutig, sobald die drei Tangenten und der Strahl nach dem 
Wendepunkt gegeben sind, 
3) zweideutig, sobald die drei Tenguetee und der Strahl nach ut 
Schnittpunkt von Wendetangente und Riickkehrtangente ge- 
geben sind, 





508 H. Scuuperr. 


4) dreideutig, sobald zwei von den drei Tangenten, der Strahl 
nach der Spitze und der Strahl nach dem Wendepunkte ge- 
geben sind, 

5) zweideutig, sobald zwei Tangenten, der Strahl nach der Spitze 
und der Strahl nach dem Schnittpunkt von Wendetangente 
und Riickkehrtangente gegeben sind, 

6) eindeutig, sobald zwei Tangenten, der Strahl nach dem Wende- 
punkt und der Strahl nach dem Schnittpunkt yon Wende- 
tangente und Riickkehrtangente gegeben sind, 

7) eindeutig, sobald eine Tangente und die drei Strahlen nach 
den drei Ecken des Singularitiatendreiecks gegeben sind.“ 


Il) Wenn das Centrum S der Homographie auf der Curve, aber 
nicht in einer Ecke des Singularititendreiecks liegt, so entsteht die 
Ausartung 0,. Nun ist aber nach § 45. jede Stammzahl fiir 0, gleich 1, 
wenn die Ebene und auf ihr die doppelte Ordnungsgerade gegeben ist. 
Folglich gilt der Satz: 

» Wenn man an eine cubische Plancurve mit Spitze von irgend einem 
ihrer Punkte S die in diesem Punkte beriihrende und die sonst noch még- 
liche Tangente zieht und ausserdem S mit den drei Ecken des Singu- 
laritaitendreiecks verbindet, so erhailt man 5 von S ausgehende Strahlen, 
welche, um iiberhaupt in dieser Weise einer cubischen Plancurve mit 
Spitze angehéren zu kénnen, in ihrer Lage derartig von einander 
abhaingen miissen, dass das ganze Strahlenquintupel immer eindeutig 
bestimmt ist, sobald irgend welche drei von den fiinf Strahlen gegeben 
sind.“ 

IIT) Wenn das Centrum S der Homographie auf der Riickkehr- 
tangente, aber nicht in der Spitze lag, so entstand die Ausartung ¢,. 
Nun ist aber nach § 47. bei «, jede Stammzahl gleich 1, wenn die 
Ebene und die dreifache Ordnungsgerade von ¢, gegeben ist. Folg- 
lich gilt der Satz: 

»Wenn man an eine cubische Plancurve mit Spitze von irgend 
einem Punkte S ihrer Riickkehrtangente die beiden sonst noch mdg- 
lichen Tangenten und den Strahl nach dem Wendepunkte zieht, so 
erhalt man 4 von S ausgehende Strahlen, welche, um iiberhaupt einer 
solchen Curve angehéren zu kénnen, in ihrer Lage derartig von einander 
abhingen miissen, dass das ganze Strahlenquadrupel immer eindeutig 
bestimmt ist, sobald irgend welche drei von den vier Strahlen gegeben sind.“ 


IV) Wenn das Centrum S der Homographie auf dem Verbindungs- 
strahle von Spitze und Wendepunkt, aber nicht in diesen Punkten selbst 
lag, so entstand die Ausartung «,. Nun ist aber nach § 47.: 


&,0°b.2d,—=2, &u°b.2d,y=2, &u°b.2d,c—2, &,u°b,2d,cy—1. 








einer 
punk 
punk 
man 
Wei: 
artig 
imm 
Stra 


aus: 
Cur 
ode 
erh 


Die 


au 








ge =: SY tl 








Beitrige zur abziihlenden Geometrie. Zweite Abhandlung. 509 


Folglich gilt der Satz: 
»Wenn man an eine cubische Plancurve mit Spitze von irgend 
einem Punkte S des Verbindungsstrahls der Spitze mit dem Wende- 
punkte die drei Tangenten zieht und ausserdem S mit dem Schnitt- 
punkte von Wendetangente und Riickkehrtangente verbindet, so erhilt 
man 5 von S ausgehende Strahlen, welche, um iiberhaupt in dieser 
Weise einer solchen Curve angehéren zu kénnen, in ihrer Lage der- 
artig von einander abhingen miissen, dass das ganze Strahlenquintupel 
immer endlichdeutig bestimmt ist, sobald irgend welche drei von den fiinf 
Strahlen gegeben sind, und zwar: 

1) eweideutig, sobald die drei Tangenten gegeben sind, 

2) zweideutig, sobald zwei Tangenten und der Strahl nach dem 
Schnittpunkt von Wendetangente und Riickkehrtangente ge- 
geben sind, . 

3) zweideutig, sobald zwei Tangenten und der Verbindungsstrahl 
von Spitze und Wendepunkt gegeben sind, 

4) eindeutig, sobald eine Tangente, der Strahl nach dem Schnitt- 
punkt von Wendetangente und Riickkehrtangente, und der 
Verbindungsstrahl von Spitze und Wendepunkt gegeben sind. 


Bei den Ausartungen #,, 7,, 9. treten keine Lagebeziehungen der 
ausgezeichneten Punkte auf. Folglich treten auch bei der allgemeinen 
Curve keine Relationen auf, wenn der Punkt S auf der Wendetangente 
oder in einer Ecke des Singularitatendreiecks liegt. Vier neue Sdtze 
erhalt man jedoch, wenn man die obigen Sdtze feld-dualistisch iibersetzt. 


Vi. Abschnitt. 
Die cubische Plancurve mit Doppelpunkt. 


§ 52. 


Die beriicksichtigten fundamentalen Einzelbedingungen der C,* und die 
Beziehungen zwischen ihnen. 


Die drei wesentlichen elementaren Bedingungen bezeichnen wir 
auch hier mit w, v, 9, und zwar 
1) mit w die Bedingung, dass die Ebene der Plancurve durch 
einen gegebenen Punkt gehen soll, 
2) mit v die Bedingung, dass die Plancurve eine gegebene Ge- 
rade schneiden soll, 
3) mit @ die Bedingung, dass die Plancurve eine gegebene Ebene 
beriihren soll. 
Durch diese drei Bedingungen lassen sich die wnwesentlichen ele- 
mentaren Bedingungen vermittelst der Incidenzformeln ausdriicken. 
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Man erhilt, da unsere Plancurve von der dritten Ordnung und dem 
vierten Range ist, folgende Resultate. 
1) Die Bedingung u,, die C,' soll ihre Ebene durch eine gegebene 
Gerade schicken, hat den Modul: 
Hy = Be. 
2) Die Bedingung M, die C,* soll in einer gegebenen Ebene liegen, 
hat den Modul: 
M =u. 
3) Die Bedingung P, die C,* soll durch einen gegebenen Punkt 
gehen, hat den Modul: 
P=ypv — 3p’. 
4) Die Bedingung 9g’, die C,! soll eine Tangente durch einen ge- 
gebenen Punkt schicken, hat den Modul: 
. o =4u. 
5) Die Bedingung ¢, die C,* soll eine Tangente in einem gegebe- 
nen Strahlbiischel besitzen, hat den Modul: 
t= wo. 
6) Die Bedingung 7’, die C,* soll eine gegebene Gerade beriihren, 
hat den Modul: 
T = wo — 4p’. 
Hiernach brauchen bei der Bestimmung der Anzahlen der C,‘ von 
den elementaren Bedingungen nur 


¥, Vv, @ 
beriicksichtigt zu werden. 
Was die Singulurititen der C,‘ angeht, so bezeichnen wir immer mit 
b ihren Doppelpunkt, 
p jede ihrer beiden Doppelpunktstangenten , 
f jede ihrer drei Wendetangenten , 
v jeden ihrer drei Wendepunkte, 
wu jeden der drei Schnittpunkte zweier Weudetangenten, 
s den Strahl, auf welchem die drei Wendepunkte liegen. 
Dieselben Buchstaben, ohne oder mit Indices oder gross geschrieben, 
bezeichnen, wie immer, die fundamentalen Bedingungen, welche den 
obigen singuliren Punkten und Strahlen angehéren, z. B. 
f. die Bedingung, die C,‘ soll eine ihrer drei Wendetangenten 
auf einer gegebenen Ebene haben, 
p; die Bedingung, die C,‘ soll eine ihrer Doppelpunktstangenten 
in einem gegebenen Strahlbiischel haben, 
V die Bedingung, die C,* soll einen gegebenen Punkt als Wende- 
punkt haben. 
Man kénnte mit demselben Rechte, wie den Schnittpunkt zweier 
Wendetangenten, noch manche andere aus den Singularitiiten hervor- 
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gehenden Punkte oder Strahlen mit beriicksichtigen, wie etwa die Schnitt- 
punkte der Doppelpunktstangeuten mit den Wendetangenten, oder den 
Beriihrungspunkt der vom Wendepunkt ausgehenden, anderswo beriih- 
renden Tangente. Doch sind fiir unsere Zwecke nur die obigen 6 sin- 
guliren Punkte und Strahlen wichtig, und diese sollen daher allein in 
den Kreis der Untersuchung gezogen werden. 
Nach den Formeln des § 8. ist 
b=—0b?, Bed. 
Doch gelten nicht etwa die analogen Beziehungen bei v und u, weil 
drei Punkte v und drei Punkte w vorhanden sind. Ferner hat man 
nach § 8.: 
S=—s +5, Ss=5,=}f5s', S=—}s', etc. 


Nach den Incidenzformeln des § 9. und § 10. lassen sich dann 


e 


auch die unwesentlichen singularen Bedingungen durch die wesent- 
lichen ausdriicken, also: 


bo = pb? —wd+p', 
V =v, — wo + 3p', 
= uu, — wu+ 3y', 
Pp = up — 2p’, 
Ps = pe — 2y*, 
’ P*)= wpe— wp, 
fp si uf in 3u?, 
fp =ufe — 3u%, 
F=wf.—vw'f, 
Sy =us —w, 
Ss =ps. — w', 
S =wp’s,— p's: 

So ist das Problem der Bestimmung aller Anzahlen, welche sich 
auf die elementaren Bedingungen und auf b, p, f, v, wu, s beziehen, 
zuriickgefiihrt auf das Problem, alle diejenigen 11fachen Symbole nu- 
merisch zu bestimmen, welche aus den Potenzen von uw, v, @ und aus 
gewissen Potenzen der Bedingungen: 

b, b?, p, Dey Vy Ug, fy fey Wy Uy, $, Se 
zusammengesetzt sind. 


*) Da das Symbol P fiir die Bedingung, eine gegebene Doppelpunktstangente 
zu haben, ausser an dieser Stelle nicht vorkommt, so ist eine Verwechselung mit 
dem Symbol P fiir die Bedingung, die Curve soll durch einen gegebenen Punkt 
gehen, nicht mdglich. 
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Doch kann die Zahl der zu berechnenden Symbole noch weiter 
reducirt werden. Da niimlich die beiden Strahlen p durch den Punkt 
b gehen, so hat man nach der ersten Incidenzformel: 

Pe = bp — 2b?, 
und da die drei Punkte v auf s liegen, so hat man auch: 

Vz, = sv — 3s,. 

Da ein ebenes Dreiseit die Constantenzahi 9 hat, so kann in den 
zu berechnenden ilfachen Symbolen die Wendetangentenbedingung 
nullfach bis neunfach sein. Doch ist schon in § 11. erliutert, dass 
bei einem in einem Traiger liegenden Orte nullter Stufe a‘" Grades 
diejenigen zusammengesetzten Bedingungen, welche mehr als a sym- 
bolische Einzelbedingungen enthalten, ausdriickbar sind durch diejeni- 
gen Bedingungen, welche a oder weniger als a Einzelbedingungen ent- 
halten, und durch die Grundbedingungen des Triigers. Es lasst sich 
also z. B. das sechsfache Symbol : 


f*fe 
ausdriicken durch 


fe, uff’, WEP fe, wh, wf, w fhe. 

Das in § 11. zur Erlauterung gewihlte Beispiel behandelt gerade 
ein in der Ebene w liegendes Dreiseit, dessen Strahlen f heissen. Die 
letzten der dort gewonnenen Resultate finden also hier wnmittelbare 
Anwendung und sollen deshalb an dieser Stelle noch einmal Platz*® 
finden. Wegen ihrer Herleitung vergleiche man § 11. 


Reduction der Wendetangentenbedingungen. 

1) ft = 6f?f.—3f2—22 uff. + 6uf? + 30u%f, —21 wef? + 54 yf, 
2) Ph = 3ffe + Sef’ fe— uf e—18wff-—3 uf? + 30%, 

3) f§ = 15ff? + uff. — 60uf? + 15y?f? — 210u? ff, — 90u*f* 

+ 3604°f., 

4) PAP [3 + duff? — whet wh —w fi —8w ff, 

5) ff: = 3/3 + Buff? + 21e2f?f, — 72 u2f? —6u/— 102n°ff., 
6) f° = 15/34 165uff2-+ 195 uff, — 545 u2/.2— 15 uf? 99045 ff, 
1) ff? = 3ef? + 3u'ff?—3u'f?f.—12u°f.’, 

8) PfP= 8ufe + 21 yu? ff?—6y'/? fe — 66n°f-’, 

9) ff. = 35 uf? + 1380p? ff? + Su5/? f-—425 uf’, 
10) f? =210uf3 + 910u*ff? + 2104 f? 7, — 3150457’, 
11) f* =—6w/'—6y'*/f-’, 
12) (Pfi= 12wfi+ 3 ff, 
13) ff? = 45u°f)+ 45u' ff, 
14) f®f, = 235473 + 345u5/f2, 
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15) f* = 1540n7/ + 2660n' ff’, 
16) ff = 12u*f?, 
11) f3/2— 39w°/2, 
18) f°/? = 180p*f.', 
19) f7f. = 1050u%f,5, 
20) f2 = 7280u5f.. 
In aihnlicher Weise lassen sich ausdriicken die Producte der Po- 
tenzen von « und uw, durch die Producte der Potenzen von w mit 


513 





, Uy, U7, Utt,, ty?, U°, UP ty, Ut,?, Uy, 
und ferner die Potenzen von v durch die Producte der Grundbedingungen 
von s mit 
v, vw, 9, 
z B. v' = 175803 = 175(u*s,— u's) 0°. 

Weitere Reductionen erhilt man auch, indem man banat, dass 
jeder Punkt w auf zwei der drei Strahlen f liegt, und dass jeder Punkt 
v auf einem der drei Strahlen f liegt. Doch kommen im Folgenden 
nur die oben angegebenen Reductionen der Wendetangentenbedingungen 
zur Anwendung. 


§ 53. 
Formeln zwischen Bedingungen und Ausartungen bei der C;,'. 


Um Formeln erster Dimension fiir die C,‘ zu gewinnen, setzen 
wir ein beliebiges einstufiges Curvensystem voraus, und wenden die 
verschiedenen Formen des Correspondenzprincips in der unten ange- 
gebenen Weise an. Von den Ausartungen beriicksichtigen wir dabei 
von vornherein nur die beiden schon von Maillard und Zeuthen 
erkannten Ausartungen nullter Gattung. Alle Ausartungen héherer 
Gattung fassen wir wieder bei einer ormel mit der Nummer i) durch 
das Symbol a; zusammen, da wir auf die Art der Zusammensetzung 
der Symbole a; aus den verschiedenen Ausartungen erst spiiter ein- 
gehen wollen. 

Die beiden Ausartungen nullter Gattung bezeichnen wir mit x und y. 
Dieselben haben folgende Beschreibung. 

Die Ausartung 4 besteht aus einem Ordnungskegelschnitt k und 
einer Ordnungsgeraden a, welche k in zwei verschiedenen Punkten 
schneidet, von denen der eine 6 der Doppelpunkt, der andere e ein 
zweifacher Rangpunkt ist. Der Kegelschnitt & ist natiirlich zugleich 
Rangkegelschnitt. Die Kegelschnitttangente in b ist die eine, die 
Ordnungsgerade ist die andere Doppelpunktstangente. Die drei Wende- 
tangenten fallen simmtlich in die Kegelschnitttangente, welche in e 
beriihrt, so dass die drei Wendepunkte mit ¢ zusammenfallen. 


Mathematische Annalen. XIII. 33 
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Die Ausartung y hat als Ordnungscurve eine Curve k dritter Ord- 
nung dritten Ranges. Ihre Tangenten sind die Tangenten dieser Curve 
und die Strahlen des Strahlbiischels, welcher seinen Scheitel in der 
Spitze ¢ der Curve hat. Der Doppelpunkt von y fallt mit ¢ und die 
beiden Doppelpunktstangenten mit der Riickkehrtangente gq der Curve 
zusammen. Von den drei Wendetangenten fallt die eine mit der 
Wendetangente w von k, die beiden andern fallen mit q zusammen, 
so dass ein Wendepunkt in den Wendepunkt v von &k fallt, zwei 
Wendepunkte mit ¢ zusammenfallen und die Wendepunktsgerade s 
der Verbindungsstrahl z von s und » wird. Von den drei Punkten u 
fallt der eine in ¢ und die beiden andern fallen in den Schnittpunkt y 
von w und gq. Man beachte, dass fiir die Curve k die Bezeichnungen 
des vorigen Abschnitts beibehalten sind. 

Wir lassen nun 23 Formeln folgen, welche die 11 Zahlen 

H, v, 0, b, f, P, , MU, 8, 4, 
bei Voraussetzung eines elementaren einstufigen Systems mit einander 
verbinden, und fiigen der rechten Seite die Symbole « hinzu, welche die 
Anzahlen der Ausartungen von héherer als der nullten Gattung vor- 
léufig vertreten sollen. Zur Erliuterung der Entstehung dieser Formeln 
geben wir nur an, welche Coincidenzen bei jeder Formel gesucht werden, 
fiir den specielleren Fall, dass die Ebene des Curvensystems als fest an- 
gesehen wird. 
Formeltabelle fiir die C,'. 


1) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen der Doppel- 
punkt ) auf einer Wendetangente / liegt, giebt: 


3b + f=3u+ 3y+a,. 
2) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen ein v auf 
einem p liegt, giebt: 


20+ 3p—64+ 744+ 6y+ a. 
3) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen ein w auf 
einem p liegt, giebt: 
2u+ 3p = 64+ 4+ 5 + a. 


4) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen 6 auf s liegt, 


iebt: 
8 s+b=—u+y+a,. 


5) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen ein w auf s 


liegt, giebt: 
3s +u=3u+24+7+ 4;. 


6) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den 
Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden zwei zusammenfallen, giebt: 


4v=o0+6u+ 2)+ a,. 
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7) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den vier 
Tangenten aus einem beliebigen Punkte zwei zusammenfallen, giebt: 
Govt 3ftitay. 

8) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen zwei Wendetan- 
genten zusammenfallen, giebt: 


4f=6u+2u+ 24 +7-+ a. 
9) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen zwei Wende- 
punkte zusammenfallen, giebt: 


4v = 6s + 24+ 37+ a. 
10) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen zwei Eck- 
punkte des Wendetangentendreiseits zusammenfallen, giebt: 


4u=2f+ 24+ 7+ a%. 
11) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die beiden 
Doppelpunktstangenten zusammenfallen, giebt: 


2p =2u+ 2b+y7+ a. 


12) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den Tan- 
genten aus einem beliebigen Punkte eine durch den Doppelpunkt geht, 


ai e+ 4b=—2pt y+ ay. 

13) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den 
Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden einer auf einer Wende- 
tangente liegt, giebt: 

3v+3f—9u+ 30+ a@,,. 

14) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den 
Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden einer auf einer Doppel- 
punktstangente liegt, giebt: 


2v-+3p=6u+ 6b+ 4+ ay. 
15) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den Tan- 
genten aus einem beliebigen Punkte eine einen Punkt w enthalt, giebt: 


30+ 4u=—4f+ 274+7+ 4;- 

16) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den 
Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden einer auf der Wende- 
punktsgeraden s liegt, giebt: 

y+3s=—=3u+v0+ a. 

17) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen der Strahl s 

mit einem Strahl f zusammenfillt, giebt: 


38+ f=3u+o+4yt %.- 
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18) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen auf einer 
aus einem beliebigen Punkte gezogenen Tangente der Beriihrungspunkt 
mit dem dritten Schnittpunkte zusammenfiallt, giebt: 

e+ 3v—4u+f+pt ay. 

19) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen auf der Ver- 
bindungsgeraden eines beliebigen Punktes mit dem Doppelpunkte dieser 
letztere mit dem dritten Schnittpunkte zusammenfallt, giebt: 

b+v=—u+pt aj. 

20) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die Tan- 
gente eines auf einer beliebigen Geraden erzeugten Schnittpunktes mit 
einer der beiden andern von diesem Schnittpunkte ausgehenden Tan- 
genten zusammenfillt, giebt: 

2v + 30 = 64 + 2v 4 ay. 

21) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen eine Wende- 
tangente zusammenfallt mit einer der beiden andern Tangenten, die 
von dem Schnittpunkte der Wendetangente und einer beliebigen Ge- 
raden ausgehen, giebt: 

2f+ 30 = 64+ 20+ 274+ «@,,. 

22) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die beiden 
anderswo beriihrenden Tangenten zusammenfallen, welche von einem 
Sehnittpunkte mit einer beliebigen Geraden ausgehen, giebt: 

2v + 20 = 6u + 2b+ 274+ «@,,. 

23) Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die beiden 
von dem Schnittpunkte einer Wendetangente mit einer beliebigen Ge- 
raden ausgehenden, von dieser Wendetangente verschiedenen Tangen- 
ten zusammenfallen, giebt: 


2/+ 60 = 6y + 6u + a,,. 


Von diesen 23 Formelu sind 11 in den allgemeinen Zeuthen’schen 
Formeln enthalten, die hier in § 35. auf Plancurven im Raume erweitert 
sind. Es folgen niimlich die hier mit den Nummern: 

6), 7), 12), 13), 8), 18), 19), 20), 21), 22), 23) 
versehenen Formeln beziiglich aus den Formeln, welche Zeuthen in 
§ 24. der Alm. Eg. unter den Nummern: 

3), 3), 4), 5), 8), 9), 10), 9), 11’), 12’), 14) 
anfiihrt. 

Aus unsern 23 Formeln erhilt man mit 15 Bestétigungen 8 Haupt- 
formeln, welche jede der 8 Zahlen 

tr vb, f, p, v, u, 8 
als Function der drei elementaren Bedingungen: 


H, ¥, @ 
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und gewisser der Zahlen @ ausdriicken. Die letztern fassen wir vorldufig 
durch die Symbole 

Oy, My, Oy, Oy, Up, My, Ay, My 
zusammen. 


Tabelle der 8 Hauptformeln. 

24) 39 — 2v=—24+ 4,, 

25) 2v--4u—= y + ay, 

26) 2v — jo —3p=—)+ am, 
27) g3e= f +4, 

28) 3v —to —4u—p-+ a, 
29) v+ jo—3u—v+a,, 
30) fo -— w= uta, 

31) fo— s + gy. 

§ 54. 
Erzeugung und Beschreibung von Ausartungen der C,'. 


Kinen Theil! der Ausartungen der C,‘ von hoherer als der nullten 
Gattung kann man durch homographische Abbildung der allgemeinen 
Curve gerade so erzeugen, wie dies in § 41. fiir die Ausartungen der 
C;> gezeigt ist. 

Das Centrum der Homographie sei wieder S, die Axe der Homogra- 
phie sei 7, und das constante Doppelverhiltniss 4 habe entweder den Werth 
0 oder oo, je nachdem der Punkt S oder die Axe r alle méglichen Lagen 
zur allgemeinen Curve einnehmen soll. Die Beschreibung der so gewon- 
nenen Ausartungen folgt hier zugleich mit Angabe der a posteriori be- 
stimmten, spiiter auftretenden Stammzahlen. 

1) Die Axe r habe eine beliebige Lage zur allgemeinen Curve, 
das Centrum S ebenfalls, und 4 sei gleich oo. Dann erhilt man die 
Ausartung t mit folgender Definition. t besteht aus drei Ordnungs- 
geraden a, welche sich in einem vierfachen Rangpunkte e schneiden. 
Die drei Wendetangenten f/f, die beiden Doppelpunktstangenten p und 
die Wendepunktsgerade s sind 6 durch e gehende, unter einander und 
von den Ordnungsgeraden verschiedene Strahlen, so dass der Doppel- 
punkt b, die drei Wendepunkte v und die drei Wendetangentenschnitt- 
punkte « im Punkte e coincidiren. Die ganze Ausartung ist endlich- 
deutig bestimmt, sobald 5 von den 9 Strahlen durch e gegeben sind. Be- 
zeichnet man mit a, resp. a, die Bedingungen, dass von den Ordnungs- 
geraden zwei resp. drei verschiedene zwei resp. drei gegebene Geraden 
schneiden, und bezeichnet man ferner mit f, resp. /, die analogen 
Bedingungen fiir die drei Wendetangenten, so kann man die vom Ver- 
fasser bestimmten Stammzahlen in folgender Weise angeben: 
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ture asf,=—9, tyrea,f, = 9, 
tpeea,f, = 27, ctpea,f, = 54. 

2) Die Axe r sei eine beliebige Tangente, S sei ein beliebiger 
Punkt, und 4 sei = oc. Dann erhilt man die Ausartung 0 mit fol- 
gender Definition. 6 besteht aus einer einfachen Ordnungsgeraden a 
und einer zweifachen Ordnungsgeraden g, welche sich in einem drei- 
fachen Rangpunkte e schneiden. Auf g liegt ein einfacher Rang- 
punkt d. Die drei Wendetangenten f, die beiden Doppelpunktstangen- 
ten p und die Wendepunktsgerade s sind 6 Strahlen durch e, welche 
unter einander und von a und g verschieden sind, so dass b, die drei v 
und die drei « in e coincidiren. Das ganze Strahlenoctupel durch e ist 
endlichdeutig bestimmt, sobald 4 von den 8 Strahlen gegeben sind. Diese 
Lagebeziehung wird durch gewisse Stammzahlen charakterisirt, von 
denen der Verfasser die folgenden bestimmt hat. /f, und /, haben die- 
selbe Bedeutung wie bei t. 


Owe'agh,=—3, dpe gf, = 
dueragf, = 16. 


, Owreaf,=4, ducagf, = 71, 


3) Die Axe r sei eine der drei Wendetangenten, S liege beliebig, 
A sei =oo. Dann erhilt man die Ausartung € mit folgender Be- 
schreibung. € besteht aus einer dreifachen Ordnungsgeraden g, auf 
welcher zwei zweifache Rangpunkte liegen, von denen der eine zugleich 
Doppelpunkt ist. Letzterer soll daher b, der andere Rangpunkt ¢ heissen. 
Durch b gehen die beiden Doppelpunktstangenten py und zwei Wende- 
tangenten f, welche vier Strahlen unter einander und von g verschieden 
sind, so dass im Punkte b zugleich zwei Punkte v und ein Punkt u 
liegen. Die dritte Wendetangente geht durch e und ist von g ver- 
schieden, so dass der dritte Punkt » mit e coincidirt.. Diese dritte 
Wendetangente schneidet die beiden andern in den beiden andern 
Punkten uv. Der Strahl s coincidirt mit g. Das durch b gehende 
Strahlenquintupel ist endlichdeutig bestimmt, sobald 3 von den 5 Strahlen 
gegeben sind, wnd zwar eindeutig, wenn g und die beiden f gegeben sind. 


4) Die Axe r sei ein beliebiger, durch den Doppelpunkt gehender 
Strahl, S liege beliebig und A sei gleich oo. Dann erhilt man dic 
Ausartung x mit folgender Beschreibung. x besteht aus einer zwei- 
fachen Ordnungsgeraden g und einer einfachen Ordnungsgeraden a, 
welche sich in einem vierfachen Rangpunkte e schneiden. Der Doppel- 
punkt 6 ist ein von e verschiedener Punkt auf g, so dass die beiden 
Doppelpunktstangenten p mit g coincidiren. Die drei Wendetangenten f 
und die Wendepunktsgerade s sind vier durch e gehende, unter einander 
und von @ und g verschiedene Strahlen, so dass die drei Punkte v und 
die drei Punkte u in e coincidiren. Das Strahlensextupel durch e ist 
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endlichdeutig bestimmt, sobald 4 von den 6 Strahlen gegeben sind, und zwar 
ist, wenn /, und /; dieselbe Bedeutung wie bei 0 haben, genau wie dort: 


xweagh,=3, xwe'gf,—1, xweaf,=4, xu ecagf, =. 


5) Das Centrum S sei der Schnittpunkt zweier Wendetangenten, 
die Axe r liege beliebig und 4 sei gleich 0. Dann erhilt man die 
Ausartung § mit folgender Beschreibung. ¢° besteht aus einer drei- 
fachen Ordnungsgeraden g, auf welcher zwei zweifache Rangpunkte e 
und e’ liegen. Durch e geht eine nicht mit g zusammenfallende Wende- 
tangente, ebenso durch ¢e’. Die dritte Wendetangente fillt mit g zu- 
sammen, ihr Wendepunkt ist ein von e und e’ verschiedener Pankt 
auf g; die beiden andern Wendepunkte miissen mit e und e’ coinci- 
diren, ebenso zwei von den drei Punkten uw. Der Doppelpunkt 6 ist 
ein von den drei iibrigen ausgezeichneten Punkten verschiedener Punkt 
auf g, so dass die beiden Doppelpunktstangenten mit g coincidiren. 
Das Punktquadrupel auf g ist endlichdeutig bestimmt, wenn von den 4 
Punkten 3 gegeben sind, und zwar eindeutig sowohl wenn e, e’, b, wie 
auch wenn e, e’, v gegeben sind. 


6) Das Centrum S liege beliebig, ebenso die Axe r, und 2 sei 
gleich 0. Dann erhiilt man die Ausartung ¢ mit folgender Beschrei- 
bung. eé besteht aus einer dreifachen Ordnungsgeraden g, auf welcher 
4 einfache Rangpunkte d liegen. Die drei Wendepunkte v, die drei 
Punkte w und der Doppelpunkt b sind 7 unter einander und von den 
4 Rangpunkten d verschiedene Punkte, so dass die drei f, die beiden 
p und der Strahl s mit g coincidiren. Die 11 auf g liegenden Punkte 
sind in ihrer Lage derartig von einander abhingig, dass ihre Gesammt- 
heit endlichdeutig bestimmt ist, sobald 5 von ihnen gegeben sind. Von 
den Zahlen, welche diese Abhiingigkeit charakterisiren, hat der Ver- 
fasser nur die folgenden bestimmt. d, resp. @, bezeichne, dass von den 4 
Rangpunkten 3 resp. 4 verschiedene auf gegebenen Ebenen liegen sollen. 
éu®g.djb=12, eu ®g.djvu=12, eu®g-djbu=18, ep g.dybv=60. 


7) Das Centrum S sei ein Punkt der Curve, die Axe r liege be- 
liebig, und 4 sei gleich 0. Dann erhiilt man die Ausartung 0 mit fol- 
gender Beschreibung. ® besteht aus einer einfachen Ordnungsgeraden 
a und einer zweifachen Ordnungsgeraden g, welche sich in einem zwei- 
fachen Rangpunkte e¢ schneiden. Auf g liegen zwei einfache Rang- 
punkte d, die drei Punkte v, die drei Punkte w und der Doppelpunkt b, 
so dass in g die drei f, die beiden p und s coincidiren. Die 10 auf g 
liegenden Punkte sind in ihrer Lage derartig von einander abhingig, 
dass ihre Gesammtheit endlichdeutig bestimmt ist, wenn 4 von ihnen 
gegeben sind. Von den Zahlen, welche diese Abhiingigkeit charakteri- 
siren, hat der Verfasser die folgenden bestimmt. d, resp. d, bezeichne, 
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dass jeder der beiden Rangpunkte resp. dass einer von ihnen auf einer 
gegebenen Ebene liege. 





Ousg.ed,b—=1, tug.ed,v=—2, Dusg.edjbv = 2, 
du®ged,bv =1, dy ged,bv—5. 

































8) Das Centrum S sei ein beliebiger Punkt auf einer der drei 
Wendetangenten, die Axe r liege beliebig, und 4 sei gleich 0. Dann 
erhalt man die Ausartung y’ mit folgender Beschreibung. 1’ besteht 
aus einer dreifachen Ordnungsgeraden g, auf welcher ein doppelter 
Rangpunkt e und zwei einfache Rangpunkte d liegen. Durch e geht 
eine nicht mit g zusammenfallende Wendetangente, so dass in e ein 
Wendepunkt liegt. Die beiden andern Wendepunkte sind zwei von 
den Rangpunkten verschiedene Punkte auf g, so dass in g zwei Wende- 
tangenten coincidiren, Von den drei Punkten wu fallen also zwei in e, 
und einer liegt auf g, verschieden von den andern ausgezeichneten 
Punkten. Auch der Doppelpunkt liegt auf g, ohne mit einem der eben 
erwahnten Punkte zu coincidiren. Hiernach miissen auch der Strahl s 
und die beiden p mit g coincidiren. Die 7 ausgezeichneten Punkte lie- 
gen auf g derartig, dass thre Gesammtheit durch 4 von ihnen endlich- 
deutig bestimmt wird, z. B. dreideutig, wenn der doppelte Rangpunkt, 
die beiden einfachen Rangpunkte «nd der Doppelpunkt gegeben ist. 


9) Das Centrum S sei ein Wendepunkt, die Axe r liege beliebig 
und 4 sei gleich 0. Dann erhalt man die Ausartung 6’ mit folgender 
Definition. 6° besteht aus einer einfachen Ordnungsgeraden a und 
einer doppelten Ordnungsgeraden g, welche sich in einem dreifachen 
Rangpunkte e schneiden. Ausserdem liegen auf g, getrennt von ein- 
ander, der einfache Rangpunkt d, der Doppelpunkt b, einer der drei 
Punkte w und ein Punkt v,, welcher zwei Wendepunkte in sich ver- 
einigt, so dass in g zwet Wendetangenten coincidiren. Die dritte 
Wendetangente coincidirt mit a, und ihr Wendepunkt v ist ein von c 
verschiedener Punkt auf ihr. Die beiden p fallen mit g, die beiden 
andern « mit e zusammen. Der Strahl s verbindet v, mit v. Die Ge- 
sammtheit der 5 auf g liegenden ausgezeichneten Punkte wird durch 3 
von thnen endlichdeutig bestimmt, z. B. eindeutig, wenn e, d, b, v ge- 
geben ist. 


10) Das Centrum S sei der Doppelpunkt, die Axe r liege beliebig 
und 4 sei gleich 0. Dann erhalt man die Ausartung w mit folgender 
Beschreibung. yw besteht aus drei einfachen, sich in drei verschiedenen 
Punkten schneidenden Ordnungsgeraden. Von diesen drei Schnitt- 
punkten sind zwei zweifache Rangpunkte, sie mégen e und e’ heissen, 
der dritte Schnittpunkt ist der Doppelpunkt b, so dass die beiden p 
in die beiden b anliegenden Ordnungsgeraden fallen. Auf der dritten, 
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e und e’ verbindenden Ordnungsgeraden g liegen getrennt von einander 
die drei Punkte » und die drei Punkte u, so dass sowohl die drei /, 
als auch der Strahl s mit g coincidiren. Die Gesammtheit der 8 auf 
g liegenden Punkte ist durch 3 von ihnen endlichdeutig bestimmt, z. B. 
eindeutig, wenn ¢, e’ und einer der drei Punkte v gegeben ist. 


Ausser den eben beschriebenen 10 Ausartungen lassen sich noch 
einige andere durch homographische Abbildung erzeugen. Auf diese 
gehen wir nicht niher ein. Doch besitzt die C,4 auch Ausartungen, 
welche in fundamentalen Systemen auftreten, aber dennoch nicht nach 
unserer Methode aus der allgemeinen C,‘ gewonnen werden kénnen. 
Von diesen Ausartungen brauchen wir fiir unsere Zwecke nur eine. 
Sie ist durch die fulgende, vom Verfasser a posteriori erkannte Be- 
schreibung definirt. 


11) Die Ausartung » besteht aus einer dreifachen Ordnungsgera- 
den g, auf welcher ein zweifacher Rangpunkt ¢, zwei einfache Rang- 
punkte d und ein Wendepunkt v liegen, so dass eine Wendetangente 
mit g zusammenfallt. Die beiden andern Wendetangenten und die 
beiden Doppelpunktstangenten sind Strahlen durch e, so dass in e der 
Doppelpunkt, zwei Wendepunkte und die drei Punkte u vereinigt liegen. 
Der Strahl s coincidirt also mit g. Das ganze Gebilde ist eindeutig be- 
stimmt, wenn die Lage der Ordnungsgeraden, der Rangpunkte und der 
beiden nicht mit g coincidirenden Wendetangenten gegeben sind. 


Von den eben beschriebenen 11 Ausartungen sind 

1) erster Gattung: ¢, #, v; 

2) zweiter Gattung: t, 0, 8’, y, 9’, 

3) dritter Gattung: €, &', x. 
Die mit denselben Buchstaben bezeichneten, nur durch das Stricheln 
derselben unterschiedenen Ausartungen stimmen im Ort ihrer Punkte 
und ihrer Tangenten genau iiberein. Diejenigen Systeme, zu deren 
Bestimmung ausser elementaren Bedingungen nur Wendetangenten- 
bedingungen gegeben sind, enthalten von den obigen Ausartungen nur 


folgende vier: y 
olgende vier a ed 


A posteriori erkennt man ferner, dass diese vier und die beiden Aus- 
artungen nullter Gattung y und y die einzigen Ausartungen sind, welche 
in solchen Systemen vorkommen kénnen. 


§ 55. 
Einfihrung der Ausartungszahlen in die Formeln des § 53. 


Bei jeder der 10 Ausartungen, welche in § 54. durch homogra- 
phische Abbildung erzeugt sind, lisst sich aus der hinzugefiigten Be- 
schreibung leicht erkennen, ob diese Ausartung mit dem Coefficienten 
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Null oder mit einem von Null verschiedenen Coefficienten in die ersten 
23 Formeln des § 53. eintritt, im letzteren Falle bisweilen auch, mit 
welchem Coefficienten, oder wenigstens doch, ob der Coefficient durch 
2 oder 3 theilbar sein muss. Dieser Umstand reicht vollkommen zur 
Bestimmung stimmtlicher Coefficienten in den 23 Gleichungen aus, da 
diese ja nur 8 von einander unabhiingige repriisentiren. Man erhiilt 
so fiir die 23 mal 10 Coefficienten die folgende Tabelle, aus welcher man 
die Coefficienten nach der Regel ablese, dass jede Zahl « gleich der 
Summe der 10 Producte ist, deren jedes einen in derselben Horizontalreihe 
stehenden Coefficienten zum einen Factor und diejenige Ausartungszahl 
zum andern Factor hat, welche mit diesem Coefficienten in derselben Ver- 
ticalrethe steht. 


Tabelle der Coefficienten der Ausartungszahlen in den 
ersten 23 Formeln des § 53. 





Te Te Te Te Tere Tt Te Pe 
|i 3} 3 (2+ alsis}/o;r1)2)]o 
a,|/6/6\/4;6/6;6/0);2/6]/ 6 
e|/6/6)/2/4/6/6\0|3|6]| 6 
are sia Ts T err. ele} 1 te 
e,|/3/8/1/2/3|/3/13!0|]3) 38 
e,|/O}|1/\/2/1;6/6)|2 1/6 | 2 
e,/12/6\/3|6|/0}1)2/21]8 /12 
«| 0/0\o]l0|6)]6 1}2/)] 0 
a] |6/6\/2/0/0;/0;0/1/)]0]| 6 
a@,i 3'6)/0;/0/0/;/0/;/0;1]};2] 6 
a,|0/0,/0/2/2)2)0/1)2] 2 
@.| 4|3 1/210 | 0 | 0 | 0-| 0) 0 0 
a, 9;/;0;/0;3)9 | 6 3 6 0 


a,|12|9 | 2 4/0;0/ 0 | 4 | 12 
@.| 0;0) 1 3 | 3 2/1/0/;]3/] 0 
a,| 0;90 0 1 | 3 $ 3 0 | 2 i) 
a, 4) 3 ao116i4 l 0 1 5 4 
@ei Lit lt lralaslololojialo 
e,|6}/3\|2/1/6\/6\|4/2|3]6]| 6 
e,/ 6/3 )/0/2/6|6/6)3)4| 6 
@,| 6)4)/2/6)6|4;4)2/6) 8 
a,|6'/0/4!'18}/6)/6/6\2]4|]| 6 








i} 
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Aus diesen Coefficienten erhilt man mit vielen Bestiitigungen die 
Zusammensetzung der in § 53, mit 
Gy, Oy, Oy, Ory Apy Ay, Oy, Ms 
bezeichneten Zahlen. Jeder dieser 8 Zahlen fiigen wir das a posteriori 
bestimmte Vielfache der Ausartung 9 hinzu. Dann erhalten wir die 
folgenden 8 Hauptformeln, welche fiir alle Systeme gelten, in denen 
keine andern als die oben beschriebenen Ausartungen vorkommen. 


1) 3o—2v = 274+ 6r +30 
+ 20+ 4y+ 10’+ 6x, 
2) 2v—4u—y+ 21+ 20+ 6y + 26 


“4 46'4+ 4¢ + 204 16’+ 4n'+ 2x, 
+3) 2v—jfo—3u—b+4043n+6 
+ 36°+ 3¢ + 10+ $0'+ 3y'+ Ix, 
4) o=f+3r+ 3d +2418 
+ 26° + 40°+ 19+ 3x, 
5) 3u—jfo—4u—p+ fr+ b+ 6y + 28 
+ 464+ 424 104 40’4 4n'+ Ix, 
6) v+ fo—3u—v+ 3544 $0434 16 
+ 38’+ 3e+ 26+ 1p + $0'+ 3’ + 3x, 


1) sQ-- w=ut+2r+ pd+1yn+16 
+ 284+ 1e+14+4+1y~+440'+19'+ 2x, 
8) tfo=s+tir+4é 
+ $0°+ 1x. 


Mit Hiilfe dieser Formeln kann man zu sehr vielen Fundamental- 
zahlen der C,* gelangen, vorausgesetzt, dass fiir sehr viele Systeme die 
Anzahlen der 2+ 11 beriicksichtigten Ausartungen berechnet vorliegen. 
Die Berechnung der Ausartungsanzahlen ist daher unser niichstes Ziel. 


§ 56. 
Die Berechnung und die Tabellen der Ausartungsanzahlen. 


Durch die in § 53. und § 54. gegebene Beschreibung der Aus- 
artungen der C,‘ ist zugleich festgestellt, in welcher Weise dieselben 
jede der fundamentalen Bedingungen zu erfiillen vermégen. Daher 
lisst sich die Zahl, welche angiebt, wie oft eine gewisse Ausartung 
« eine gegebene 10-fache fundamentale Bedingung erfiillt, durch die 
Anzahlen ihrer Theilgebilde resp. durch die in § 54. mitgetheilten 
Stammezahlen ausdriicken. Die Theilgebilde der 11 Ausartungen von 
héherer als der nullten Gattung sind nur Punkt, Strahl und Ebene, 
zu den Theilgebilden von x gehért ausserdem auch der Kegelschnitt, 
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und zu den Theilgebilden von y die cubische Plancurve C, mit Spitze. 

Die zur Berechnung der Zahlen x ndthigen Kegelschnittzahlen sind in 

§ 36. und § 37. bestimmt, und die zur Berechnung der Zahlen y er- 

forderlichen, auf die C,* beziiglichen Anzahlen sind im vorigen Ab- 

schnitt ausfiihrlich abgeleitet. Damit ist die Berechnung aller funda- 
mentalen Anzahlen der 13 Ausartungen theoretisch geleistet. 

Die numerische Ausrechnung \iisst sich in derselben Weise, wie 
dies bei den Plancurven C,* in den §§ 44. bis 47. ausfiihrlich gezeigt 
ist, zweckmdssig und iibersichtlich einrichten. Es wird daher geniigen, 
wenn wir hier nur einige Beispiele fiir die Ausrechnung geben. Dabei 
sind, der spiiteren Anwendung wegen, die auf die Wendetangenten 
beziiglichen Bedingungen vor den iibrigen Singularitaétenbedingungen 
bevorzugt. 

1) Beispiele fiir die x. 

a) xv°ot = x(n+a)* (r+2e)', won resp. r die Bedingung bezeichnet, 
welche x dadurch erfiillt, dass sein Kegelschnitt eine gegebene 
Gerade schneidet, resp. eine gegebene Ebene beriihrt. Man hat 
daher: 


yv°o' = 4, - 29-2. (6,- 2-164 6,-2- 48 4 6, - 64] 
+ 4, -2!. [6,-2-164+6,-2-72+6,- (72-24 104) + 6, - 104-2] 
4+ 4, -22.[6,-2-16 +4. (76-4 28) + 6, - 1287 
+ 4,-23.[6,- 10+ 6, - 24] 


= 153984. 
b) zpu*v® = 6, - (1+ 2) + 6, - (1-24 1.2) 
= 69. 
¢) xfefeb? woe? = 3' - (3, - 2°-2+4 3, -2!'- 2] 
== 42. 


2) Beispiele fiir die y. 

a) yv®ot = yv*(e-+c)', wo das @ resp. das ¢ rechts vom Gleichheits- 
zeichen die Bedingung bedeutet, dass die Plancurve C,°, welche y 
angehért, eine gegebene Ebene beriihre, resp. ihre Spitze in einer 
gegebenen Ebene habe. Also 

yv'ot = yv'ot + 4, - yv%erc + 4, - yv'g?c? + 4, - yr ec! 
= 43104 + 4, - 25560 + 4, - 4592 + 4, - 264 
= 173952. 


b) Ueberhaupt hat man, wenn man fiir die Bedingungen, welche sich 
auf die y angehdrige C,° beziehen, rechts dieselben Symbole, wie 
im vorigen Abschnitt setzt: 
yb= ye, rf =y(w+2q), ys = 72, 
yu=y(e+2v), yp=2y7q, yu = y(c+2y). 
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c) rf furv?e?= y(we+2q-) (w+2q) wsv?(o-+c)? 
= 2yqu.(e?+2o¢+c?) uv? + 2yq.w(o?-+2c9)u rv” 
= 2. (2742-1843) +2- (3642-9) 
= 240. 
d) ypbfp ev? = ype(w+2q)\u'r® 
— 5242-7 
= 66. 






























3) Beispiele fiir die r. 
a) tf*wr'g = 1,-4'- [15-24 60-44 15-6] 


= 1440. 
b) tf3v'=3-6-9+3-9+46.- (27—9) 
= 297. 
c) the fwyto = 4'-.9 
= 36. 


4) Beispiele fiir die d. 
a) Ov’ of? = 0(a+2g)' df? 
= 7; - 28 3 2A 2 29,df? + 1, : 2! ° 2 as * 2Gdf? 
= 7,-23.2-2-347,-2!.2-2-3 


= 10080. 
b) dwof uve = 3*- 3! - deu?(a+2g)df? 
= 27 (4+ 2-1) 
= 162. 
c) do°f1 = 6(d+3e)'f' = 6, -33-6-1 
= 3240. 


5) Beispiele fiir die . 
a) yuve’?? = 3!'- nuge'f? 
= 8' (6, -2'. 10 + 6, - 2? (443-2) + 6, - 2° - 3] 
= 3600. 
b) nu*ve*f,, wo f; bedeuten mag, dass von den 3 Wendetangenten 
jede eine gegebene Gerade schneidet, ist gleich 
3'-3- nuig - f?go3 = 3! -3- (3, - 2") = 36. 
6) Beispiel fiir die ¢. 
gfPvg> = 3! . 2°. Ef. g(b+e)? 
= 3!.93.3.(3-1+41) 
= 288. 
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7) Beispiel fiir die ¢’. 
Cw f3b = 3-1=—3. 
8) Beispiel fiir die «. 
Eu grb =(8,-55-2)-1,-4 *$+8;°5, -3,- Ij $+ 8,-65-45-25 05 5'9 4)" 12 
= (280 + 840 + 105) - 12 
= 14700. 
9) Beispiel fiir die @. 
du vtobv = tu*(2g+a)obv 
= 4,-2°- ty*g.a,obv 
= 4,-2?.2— 48. 
10) Beispiele fiir die y. 
a) py yth?o = 4,-1— 6. 
b) pus vo*v,— [3, - 2 + 3,-3- (2, 4+ 2,)] - 2? — 60. 
11) Beispiel fiir die 0’. 
O’uotbv, = 4, - 3? = 54. 
12) Beispiel fiir die y’. 
9 wv’ o' bf = 3? - [3,-2'] -3 = 162. 
13) Beispiel fiir die «x. 
xf. fou v?oe— 4'-[2,-2']-3 — 48. 
Hieran schliessen wir einige Tabellen von Ausartungsanzahlen, 
und zwar namentlich von solchen, aus denen die vom Verfasser be- 


rechneten, auf die C,‘ beziiglichen Anzahlen hervorgehen. In jeder | 


Reihe bezeichnet die einer a-fachen Bedingung nachgesetate i Zahl die 
Anzahl derjenigen Ausartungen, welche diese Bedingung erfiillen, i—1 
gegebene Ebenen beriihren und 11—a—i gegebene Gerade schneiden. 


Tabelle von Zahlen x. 
qu* = 42, 114, 260, 480, 588, 422, 144, 0. 
qu? = 672, 1652, 3424, 5840, 7264, 6452, 3952, 1344, 0. 
Zu = 5640, 12568, 23632, 36864, 44040, 39820, 26968, 13452, 4224, 0. 
% = 31320, 62160, 103328, 141792, 153984, 130960, 86560, 44088, 
16072, 3984, 0. , 
zu'f = 171, 390, 720, 882, 633, 216, 0, 
qu? f = 2478, 5136, 8760, 10896, 9678, 5928, 2016, 0. 
yuf = 18852, 35448, 55296, 66060, 59730, 40452, 20178, 6336, 0. 
uf = 93240, 160992, 212688, 230976, 196440, 129840, 66132, 24108, 
5976, 0. 












we we ve ~—ye Se Ve TF LW 


~me ~~ wr we Ye YW WLW 














LU fe 
uu fe 
rete 
ife 
puree 
nu efe 
rele 
1¢fe 
yureb? 
qu bv 
qu bev 
zurbu, 
que bv, 
Lup 


yu 
yu? 
yu 


7 


7H fe 
re fe 
vel 
?fe 
ye? 
ye? 
vet? 
re? 


ye bf. 
ye bf. 
yubf. 
vbf. 

vu fele 
rere 
yu*bf 





yub?f.— 6, 9, 9, 6. 


Beitriige zur abziihlenden Geometrie. Zweite Abhandlung. 527 . 


= 60, 108, 126, 87, 27, 0. 
= 177, 1290, 1536, 1320, 783, 252, 0. 

— 5292, 8034, 9240, 8118, 5364, 2592, 774, 0. 

— 22860, 30492, 32064, 26580, 17154, 8460, 2922, 684, 0. 
= 12, 18, 12, 3, 0. 

= 165, 240, 216, 126, 36, 0. 

= 1128, 1500, 1368, 888, 405, 108, 0. 

= 4662, 5334, 4500, 2832, 1314, 402, 84, 0. 

= 6, 12, 20, 33, 36. 

= 87, 168, 312, 420, 330, 132. 

= 18, 36, 72, 108, 108. 

= 18, 30, 48, 36, 12. 

= 3, 6, 12, 12. , 

= 69, 212, 492, 894, 1115, 894, 432. 


Tabelle von Zahlen y». 


== 24, 72, 200, 480, 960, 1424, 1512, 1200. 

= 384, 1040, 2592, 5600, 10240, 14744, 17440, 16512, 12800. 

— 3216, 7872, 17600, 34112, 56320, 76896, 87152, 83520, 
70032, 52320. 

= 17760, 38560, 75072, 124800, 173952, 203840, 204320, 
179712, 142720, 105312, 75520. 

= 42, 108, 216, 312, 324, 252. 

— 540, 1236, 2256, 3216, 3672, 3420, 2616. 

= 3648, 7416, 12216, 16368, 18216, 17208, 14256, 10536. 

= 15552, 26736, 37056, 42816, 42336, 36792, 28896, 21096, 14976. 

= 180, 504, 1188, 1962, 2214, 1800, 

= 2592, 6480, 13728, 22284, 27864, 27432, 21600. 

= 19440, 43392, 82200, 124932, 152748, 153900, 132732, 100080. 

— 93312, 180000, 289632, 383520, 420408, 390312, 317880, 
236952, 169920, 

= 30, 54, 75, 75, 54. 

= 336, 564, 780, 873, 792, 576. 

= 1968, 3036, 3966, 4344, 4032, 3258, 2316. 

6792, 8976, 10116, 9798, $316, 6342, 4476, 3096. 

= 36, 48, 48, 36. 

= 54, 144, 240, 270, 216. 

= 66, 168, 342, 507, 528, 396. 
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yu bff. 12, 12, 8. 
yu®b?f.f—= 6, 6, 4. 
yuebv =51, 114, 204, 276, 267, 186. 
yu®b?y =—9, 18, 27, 27, 18. 

yu®bv, = 15, 30, 48, 54, 45. 

yp b?v, = 3, 6, 9, 9. 

yef? = 162, 216, 216, 162. 

vfe = 1188, 1260, 1044, 756, 522. 


Tabelle von Zahlen rt. 


4ru'f? = 15, 24, 16, 0, 0, 0. 
irp?f? = 180, 260, 192, 64, 0, 0,.0. 
$ctuf? = 1120, 1440, 1040, 384, 0, 0, 0, 0. 
$tf* = 4200, 4480, 2880, 960, 0, 0, 0, 0, 0. 
tp’*f> =—9, 0, 0. 
tuf. = 81, 0, 0, 0. 
tf> =297,0, 0, 0, 0. 
Bezeichnet f, die Bedingung, dass von den 3 Wendetan- 
genten auf rt jede eine gegebene Gerade schneide, so hat man: 
tu*f, = 135, 216, 144, 0, 0. Ferner ist: 
cei? =—9, 0, 0, 0. 
tuff = 54, 36, 0, 0, 0. 
ruf2f—9, 0, 0. 
tu*b?f?—= 9, 0, 0, 0. 
tu’b?f?= 108, 36, 0, 0, 0. 
tub?{? = 585, 216, 0, 0, 0, 0. 
tb?f? = 1620, 540, 0, 0, 0, 0, 0. 
tub? f?= 9, 0, 0, 0. 
tu b' f? = 54, 0, 0, 0, 0. 
tbh®f? = 135, 0, 0, 0, 0, 0. 
tye’ hb f3— 9, O, YU. 
tub3f? = 81, 0, 0, 0. 
tb3f> = 297, 0, 0, 0, 0. 


Tabelle von Zahlen 0d. 


$du3/? =0, 24, 114, 153, 54, 0. 

4du2f? =O, 240, 976, 1374, 1032, 360, 0. 

4duf? 0, 1240, 4300, 5890, 4632, 1890, 540, 0. 
$df? =O, 3360, 8320, 9640, 6552, 2340, 540, 0; 0. 












nh: 





Mathematische Annalen, 








40p%ef? =O, 18, 29, 9, 0. 
Lduref? = 0, 152, 260, 203, 66, 0. 
jduef? =0, 660, 1106, 908, 342, 90, 0. 
def? = 0, 1240, 1780, 1266, 420, 90, 0, 0. 
jdwref? =O, 4, 1, 0. 
Jduretf? = 0, 36, 34, 10, 0. 
\dwerf? = 0, 152, 152, 51, 12, 0. 
joef? = 0, 240, 208, 62, 12, 0, 0. 

duwf? =O, 6, 1. 

duf =O, 72, 18, 1. 

df =O, 234, 63, 12, 0. 

duff =O, 54, 87, 27, 0. 

duff. =0, 12, 3, 0. 

Ou®f.fef = 9, 6, 1. 

du%f, = 0, 72, 243, 248, 54. 


Tabelle von Zahlen y. 


nef? =O, 0, 0, 54, 144, 150. 

nef? =0, 0, 0, 324, 864, 1260, 1200. 

nuf? =0, 0, 0, 972, 2592, 3780, 3600, 2940. 
nf? = 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 

neuf? =O, 0, 9, 27, 27. 

neuw?f? =O, 0, 54, 162, 246, 230. 

neuf? =O, 0, 162, 486, 738, 690, 550. 
neuf? =0, 0, 3, 3. 

neu? f? = 0, 0, 18, 36, 34. 

neuf? =O, 0, 54, 108, 102, 80. 


nw es 0, 3. 
nufe =O, 0, 18, 18. 
nfe = (0, 0, 27, 27, 21. 


nu®fy =0, 0, 0, 54, 144. 


Tabelle von Zahlen €. 
ous? = 0, 0, 36, 72, 48. 


\Eu2f? —=0, 0, 216, 432, 480, 320. 
iguf? =0, 0, 648, 1296, 1440, 960, 640. 
ten =0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 


XIII. 
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nu f.f.fb = 6, 0. 


Die Berechnung und die Tabellen der Anzahlen fiir die cubische 


Aus den Ausartungszahlen, deren Berechnung in § 56. besprochen 
ist, kann man eine grosse Menge von Anzahlen fiir die C,‘ nach der im 
IV. Abschnitt erdrterten Methode finden. 
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suf) 3, 2. I 
beu?f2 = 18, 18, 12. n 
tépfe —54, 54, 36, 24. fi 
Eusf2f —=18, 30, 20. ; 
Cubf2f—=6, 4. . 
Cwfss = 3. ( 
fusofs = 3. 
Tabelle von sonstigen Ausartungszahlen. 
vrewtb =0, 0, 0, 0, 9, 30, 45. \ 
eubv = =0, 0, 0, 162, 504, 690. ! 
eu®b?v == 0, 0, 0, 54, 156. 
eu*bv, —=0, 0, 0, 54, 132. ; 
eu®b?v, =O, 0, 0, 18. . 
eusbf —=0, 0, 0, 0, 108, 360. 
ou3b =0,70, 24, 126, 219, 150, 0. 
Ourb0 =O, 48, 198, 321, 219, 0. 
ou'b?o =O, 12, 49, 57, 0. ( 
Ou%bv, =O, 12, 48, 51, 0. 
ouwb?v, —0, 2, 9, 0. : 
au%dbf =O, 0, 18, 99, 144, 0. 
du*bv = 0, 24, 114, 153, 54, 0. 
iby = 0, 6, 31, 36, 0. : 
dubv, =O, 12, 52, 81, 54. 
du ®b?v, =O, 4, 19, 36. | 
vubv = 30, 84, 132, 168, 96, 0. , 
vusb?v =6, 18, 36, 48, 48. 
wu%bv, =12, 30, 52, 48, 0. 
eu bv, = 3, 8, 16, 24. 
Cwbfs =3. 


§ 57. 


Plancurve mit Doppelpunkt. 


Man benutze dabei die acht 
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Formeln des § 55. Ausserdem hat man jedoch zu dieser Berechnung 
noch viele andere Mittel zur Verfiigung, nimlich alle die, welche den 
fiir die C,° in § 49. angegebenen Mitteln analog sind. Wir erwaihnen 
beispielsweise die Formeln, welche hier den Formeln 13) und 14) des 
§ 49. entsprechen. Es bezeichnen wieder g, die Bedingung, eine 
gegebene Ebene in einem Punkte einer auf dieser Ebene gegebenen 


Geraden zu beriihren. Dann hat man: 


v? = (uv —3u*) + 6u + oe, + 20 + a, 

oe? = o, + 3fe + m, 
wo «, resp. « die Summe aller derjenigen hinlinglich oft gezihlten 
Ausartungen ist, welche, dem vorausgesetzten zweistufigen Systeme 
angehorig, ihre vielfache Ordnungsgerade eine gegebene Gerade schnei- 
den lassen, resp. einen ihrer vielfachen Rangpunkte auf einer ge- 
gebenen Ebene besitzen. Beispielsweise hat a, in Systemen, welche 
nur die Ausartungen 7, y, t, 0, 9 enthalten, den Werth: 

ye + 12te+ 60e + Gye. 

Ausserdem hat der Verfasser noch die Formel verwerthet, welche man 
nach dem Princip von der Erhaltung der Anzahl erhilt, wenn man 
die beiden Ebenen der zusammengesetzten Bedingung @w zusammen- 
fallen lisst. Diese Formel lautet fiir Systeme, in denen nur die Aus- 
artungen nullter Gattung vorkommen, wie folgt: 


ous=4f,+2ye+ ye. 
Von den Anzahlen der C,‘ hat der Verfasser im Hinblick auf die An- 
wendung bei der cubischen Raumeurve wirklich ausgerechnet alle die- 
jenigen Anzahlen, welche angeben, wieviel Curven ausser elementaren 
Bedingungen, nur Wendetangenten-Bedingungen befriedigen. In den 
durch solehe Bedingungen definirten einstufigen Systemen sind nur 
die Anzahlen folgender 6 Ausartungen von Null verschieden: 
Zr Vt, 9, m, &. 
Zuniichst erhilt man aus den in § 56. angegebenen Zahlen 


Wt, Wy, Wn, PY, HL, WY, Lr? 
durch die Formeln 1) und 2) des § 55. alle Elementarzahlen der C,', 
und zwar jede v und @ zugleich enthaltende Anzahl zweimal. Von 


diesen Zahlen gelangt man durch die Formel 4) des § 55. zu den 
Zahlen: 


she , 
wf, wh, uf, f- 
Zu eben diesen Zahlen gelangt man aber auch aus den elementaren 


Bedingungen und den die Bedingung f enthaltenden Zahlen z und y». 
Ebenso fiihren die Zahlen 


u*fey und w®f.y 


34* 
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zu den Zahlen p*f, der C,‘, und diese wieder durch die Formel 4) des 
§ 55. zu den Zahlen 
uff - 


So kann man schliesslich zu allen Zahlen gelangen, welche an- 
geben, wieviel Curven ausser clementaren Bedingungen nur Bedingun- 
gen erfiillen, die auf die Lage der Wendetangenten Bezug haben. Von 
diesen Anzahlen braucht man jedoch direct aus den Ausartungszahlen 
nur diejenigen 300 Anzahlen zu berechnen, welche nur elementare 
Bedingungen oder neben elementaren Bedingungen nur die Bedingungen 

fy fer fs hes f?s f°, Phe fhe, fe 
enthalten, da aus diesen sich alle itibrigen Anzahlen durch die in § 11. 
entwickelten, und in § 52. wiederholten Formeln ergeben. Jene 300 
Anzahlen sind in der ersten der folgenden Tabellen zusammengestellt. 
Hinzugefiigt sind von den iibrigen Wendetangentenanzahlen beispiels- 
halber diejenigen, welche neben elementaren Bedingungen die Be- 
dingungen 
f', f*. f*, f'; tf"; f° 

enthalten. 

Von sonstigen Anzahlen der C,' hat der Verfasser nur wenige 
berechnet, und diese hauptsiichlich nur, um sich iiber die Eigen- 
schaften gewisser Ausartungen der C,' a posteriori Kenntniss zu ver- 
schaffen, z. B. der Ausartungen ¢ und #. Diese sonstigen Anzahlen, 
welche man zur Berechnung der Elementarzahlen der cubischen Raum- 
curve nicht nothig hat, sind in der zweiten der folgenden Tabellen 
zusammengestellt. Die Anordnung der Zahlen in diesen Tabellen ist 
im Einklang mit der Anordnung in den friiheren Tabellen. Jede einer 
a-fachen Bedingung nachgesetzte i Zahl bedeutet also die Anzahl der- 
jenigen Curven C,', welche diese «-fache Bedingungen erfiillen, i— 1 
gegebene Ebenen beriihren, und 12 — « — i gegebene Gerade schneiden. 


Tabelle I. 


Die Elementarzahlen und die Wendetangenten-Anzahlen 
der C,'. 

pw® = 12, 36, 100, 240, 480, 712, 756, 600, 400. 

uw? = 216, 592, 1496, 3280, 6080, 8896, 10232, 9456, 7200, 4800. 

uw == 2040, 5120, 11792, 23616, 40320, 56240, 64040, 60672, 49416, 

35760, 23840. 

Die Zahlen v"', v9, v*g9?, --- @!'! sind: 
12960, 29520, 61120, 109632, 167616, 214400, 230240, 
211200, 170192, 124176, 85440, 56960. 
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u'f = 54, 150, 360, 720, 1068, 1134, 900, 600. 
u?f = 888, 2244, 4920, 9120, 13344, 15348, 14184, 10800, 7200. 
uf = 7680, 17688, 35424, 60480, 84360, 96060, 91008, 74124, 53640, 
35760. 
f = 44280, 91680, 164448, 251424, 321600, 345360, 316800, 255288, 
186264, 128160, 85440. 
uf, = 21, 54, 108, 156, 162, 126, 84. 
u?f, = 312, 726, 1344, 1920, 2160, 1962, 1476, 984. 
uf, = 2448, 5160, 8796, 12024, 13428, 12528, 10080, 7236, 4824. 
f. = 12672, 23688, 36120, 45456, 48024, 43452, 34608, 25020, 
17136, 11424. 


uf? = 225, 540, 1080, 1602, 1701, 1350, 900. 
u?f? = 3366, 7380, 13680, 20016, 23022, 21276, 16200, 10800. 
uf? = 26532, 53136, 90720, 126540, 144090, 136512, 111186, 80460, 
53640. 
f? = 137520, 246672, 377136, 482400, 518040, 475200, 382932, 
279396 , 192240, 128160. 
u® ff, = 81, 162, 234, 243, 189, 126. 
u? ff. = 1089, 2016, 2880, 3240, 2943, 2214, 1476. 
uff. = T7140, 13194, 18036, 20142, 18792, 15120, 10854, 7236. 
f/f. = 35532, 54180, 68184, 72036, 65178, 51912, 37530, 25704, 17136. 
wf? = 27, 36, 36, 27, 18. 
uf? = 324, 432, 468, 414, 306, 204. 
uf2 = 2061, 2664, 2880, 2628, 2079, 1476, 984. 
f2 = 8226, 9936, 10224, 9072, 7110, 5076, 3456, 2304. 


wf3 = 405, 864, 1458, 1755, 1494, 1050. 

u?fs = 6210, 12420, 20448, 25974, 25542, 20160, 13800. 

uf® = 49464, 91620, 142380, 177318, 178740, 150714, 111060, 74580. 

f = 256608, 429624, 608400, 707760, 683316, 563868, 416664, 
288360, 192240. 

u®f?f.—= 81, 162, 216, 189, 135. 

uf? f= 1269, 2340, 3150, 3177, 2532, 1754. 

uf?f, = 10071, 17064, 22320, 23130, 19665, 14496, 9754. 

f?f. = 51030, 77256, 93564, 92070, 75978, 55890, 38556, 27504. 

uw ff.2 = 2T, 36, 30, 21. 

wff2 = 324, 432, 432, 342, 238. 

uff.2 = 2241, 2988, 3150, 2673, 1956, 1316. 
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ff.2 = 10044, 12636, 12672, 10386, 7560, 5184, 3456. 
uf = 9, 6, 4. 
uf? = 81, 712, 54, 37. 
uf? = 486, 486, 396, 282, 189. 

f2 = 1863, 1836, 1458, 1035, 702, 468. 
u®{* = 405, 864, 1188, 1053, 756. 
u?f! = 7290, 14364, 21096, 23004, 19080, 13440. 
uf’ == 65450, 114840, 165168, 186498, 169398, 130230, 89520. 

f* == 349596, 568080, 760680, 822132, 732864, 565056, 401220, 281520. 
uf? = 405, 540, 450, 315. 

u?f? = 7290, 12420, 15120, 12960, 9240. 
uf® = 66690, 114840, 149400, 149400, 120300, 84490. 

f° = 382320, 616680, 776880, 775800, 642240, 475320, 326780. 
p'f® = 135, 90, 60. 
u?f® = 5670, 7020, 5760, 4020. 
uf® = 61830, 90540, 99720, 82800, 58620. 

f® == 382320, 568080, 647280, 583560, 450720, 314520. 
u?f? = 1890, 1260, 840. 
uf’? = 41580, 47880, 38640, 26880. 

f7 = 328860, 415800, 408240, 325080, 227920. 
uf> = 13860, 9240, 6160. 

f > = 196560, 206640, 162960, 112840. 

f? = 65520, 43680, 29120. 

Wegen der Anwendung bei der cubischen Raumcurve médgen noch 

die Zahlen uP, P, P* hier Platz finden, welche aus den Elementar- 


zahlen durch die Formel: 


: P=pv—4wv 
resultiren. 


uP = 180, 484, 1196, 2560, 4640, 6760, 7964, 7656, 6000. 
P = 1392, 3344, 7304, 13776, 22080, 29552, 33344, 32304, 27816, 
21360, 
P? = 144, 376, 896, 1840, 3200, 4624, 5696, 5856. 


Tabelle IT. 


Sonstige Anzahlen der (,'. 
wb = 6, 22, 80, 240, 604, 1046, 1212, 1000. 
u'p = 18, 58, 180, 480, 1084, 1758, 1968, 1600. 
uv = 66, 186, 460, 960, 1548, 1846, 1656, 1200. 
wu = 54, 150, 360, 720, 1068, 1134, 900, 600. 








=, &, ®, &, %, %, *% % % 


= 
= 
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ws =18, 50, 120, 240, 356, 378, 300, 200. 
wb? =1, 4, 16, 52, 142, 256, 304. 

uv, = 18, 50, 120, 240, 356, 378, 300. 
up, =5, 18, 64, 188, 354, 430, 368. 

us, = 25, 60, 120, 178, 189, 150, 100. 
wo, = 10, 28, 68, 136, 196, 200, 148. 

uwbv = 39, 142, 392, 894, 1411, 1484, 1092. 
ub?v =7, 28, 82, 199, 322, 382. 

uwbv, =11, 40, 108, 236, 319, 246. 

wb?v, = 2, 8, 24, 59, 92. 

wbf = 33, 120, 360, 906, 1569, 1818, 1500. 
wb?f =—6, 24, 78, 213, 384, 456. 

wbf, = 15, 54, 138, 231, 261, 210. 

wht, = 3, 12, 33, 57, 66. 

ubffe = 81, 180, 276, 297, 234. 

u®b?/f.—= 18, 42, 66, 72. 

wbf2 = 36, 48, 48, 36. 

wb?f.2 = 9, 12, 12. 

wdfe == 6, 4, 


wb? fs = 1. 
wofe = 9, 6. 
ussf — 3, 2. 
wbofi= 3. 
upefe? = 2 
wbs f= 2. 
usy?fs = 6. 
wpofe= 6. 
usofe= 3. 
wspfi= 2. 
ws. f2 = 1. 


wo,fe = 15, 30, 42, 42, 30. 
wo,b? = 1, 4, 13, 34, 70. 


wo,? = 8, 20, 42, 68, 56. 
wu == 876, 1908, 4820, 8880, 12864, 14636, 13428, 10200, 6800. 
uu = 7464, 17096, 33928, 57200, 78280, 87164, 80776, 64668, 
46440, 30960. 
u == 42240, 86560, 152656, 227808, 281280, 289120, 252760, 


194616, 136848, 92400, 61600. 
uiuf, 81, 162, 234, 243, 189, 126. 
utuf, — 1068, 1962, 2772, 3084, 2781-, 2088, 1392. 
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uuf, = 7428, 12468, 16692, 18222, 16632, 13158, 9378, 6252. 
uf, = 33084, 49020, 59388, 60012, 51750, 39384, 27450, 18468, 
12312. 


§ 58. 
Lagebeziehungen bei einer C,* und bei einer Plancurve iiberhaupt. 


In § 51. ist gezeigt, wie man aus den Stammzahlen der Aus- 
artungen der C,* und der Erzeugungsweise dieser Ausartungen dic 
Gradzahlen von Gleichungen gewinnen kann, welche die Lage der 
Punkte , der Tangenten und der Ecken und Seiten des Singularitiiten- 
dreiecks der (> von einander abhiingig machen. Ebenso gewinnt man 
aus der in § 54. angegebenen Erzeugung und den ebenda mitgetheilten 
Stammzahlen der Ausartungen der C,‘ die Gradzahlen gewisser Be- 
ziehungen fiir diese Curve. Von diesen Gradzahlen folgen hier einige. 

1) Die Erzeugungsweise und die Stammzahlen der Ausartung t 
fiithren zu dem Satze: 

» Wenn man die 3 Schnittpunkte mit einer cubischen Plancurve 
vierten Ranges auf irgend einer Geraden ihrer Ebene bestimmt, und 
ausserdem die 3 Schnittpunkte mit den 3 Wendetangenten, so erhiilt 
man auf dieser Geraden 6 Punkte, welche, um iiberhaupt so einer C,! 
angehéren zu képnen, in ihrer Lage derartig von einander abhingen 
miissen, dass die Gesammtheit der 6 Punkte endlichdeutig bestimmt ist, 
sobald fiinf von ihnen gegeben sind, und zwar 
a) 9-deutig, sobald drei Curvenschnittpunkte und zwei Wende- 

tangentenschnittpunkte, 
b) auch 9-deutig, sobald zwei Curvenschnittpunkte und drei 
Wendetangentenschnittpunkte gegeben sind.“ 

2) Die Erzeugungsweise und die Stammzahlen der Ausartung 0 
fiihren zu dem Satze: 

» Wenn man auf einer Tangente einer C,' den Beriihrungspunkt, 
den dritten Curvenschnittpunkt und die 3 Schnittpunkte mit den 3 
Wendetangenten bestimmt, so erhailt man auf dieser Geraden 5 Punkte, 
welche, um tiberhaupt so einer C,! angehdren zu kénnen, in ihrer Lage 
derartig von einander abhiingen miissen, dass ihre Gesammtheit durch 
4 von ihnen endlichdeutig bestimmt ist, und zwar 

a) dreideutig, wenn der Beriihrungspunkt, der dritte Curven- 
schnittpunkt und zwei Wendetangentenschnittpunkte ge- 
geben sind. 

b) eindeutig, wenn der Beriihrungspunkt und die drei Wende- 
tangentenschnittpunkte gegeben sind, 

c) vierdeutig, wenn der dritte Curvenschnittpunkt und die drei 

Wendetangentenschnittpunkte gegeben sind.“ 
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3) Die Erzeugungsweise wnd die Stammzahlen der Ausartung « 

fiihren zu folgendem Satze: 

»,Wenn man an eine C,' von irgend einem Punkte ihrer Ebene 
die 4 Tangenten, den Strahl nach dem Doppelpunkt und die Strahlen 
nach den 3 Wendepunkten zieht, so erhilt man 8 Strahlen, welche, 
um iiberhaupt so einer C, angehéren zu kénnen, in ihrer Lage der- 
artig von einander abhiingen miissen, dass ihre Gesammtheit durch fiinf 
von thnen endlichdeutig bestimmt ist, und zwar 

a) 12-deutig, wenn die 4 Tangenten und der Strahl nach dem 
Doppelpunkte gegeben sind, 

b) 12-deutig, wenn die 4 Tangenten und ein Wendepunkts- 
strah] gegeben sind. 

c) 18-deutig, wenn 3 Tangenten, der Doppelpunktsstrahl und 
ein Wendepunktsstrahl gegeben sind.“ 

4) Die Erzeugungsweise und die Stammzahlen der Ausartung # 
fiihren zu folgendem Satze: 

,,Wenn man von irgend einem Punkte S einer C,‘ die in ihm be- 
riihrende Tangente, die beiden sonstigen Tangenten, den Strahl nach 
dem Doppelpunkte und die Strahlen nach den 3 Wendepunkten zieht, 
so erhailt man 7 Strahlen durch S, welche, um iiberhaupt so einer C,! 
angehéren zu kénnen, in ihrer Lage derartig von einander abhiingen 
miissen, dass thre Gesammtheit durch vier von thnen endlichdeutig be- 
stimmt ist, und zwar: 

a) eindeutig, wenn die Tangenten und der Strahl nach dem 
Doppelpunkte gegeben sind, 

b) zweideutig, wenn die Tangenten und ein Wendepunktsstrahl 
gegeben sind, 

c) zweideutig, wenn die in S beriihrende Tangente, eine der 
beiden sonstigen Tangenten, der Doppelpunktsstrahl und ein 
Wendepunktsstrahl gegeben sind, 

d) eindeutig, wenn die beiden nicht in S beriihrenden Tangen- 
ten, der Doppelpunktsstrahl und ein Wendepunktsstrahl 
gegeben sind. 


Die tiefe Ausbildung, welche die Theorie der cubischen. Plancurven 
in den letzten Jahren erfahren hat, macht es wohl méglich, die Gleichun- 
gen wirklich aufzustellen, deren Gradzahlen in den obigen Sitzen fiir die 
C;* und in den analogen Siitzen fiir die C,> (§ 51.) angegeben sind. 
Steigt man jedoch zu Plancurven mit noch hiheren Constantenzahlen 
auf, so wird das Problem der Aufstellung der analogen Gleichungen 
immer schwieriger. Ihre Gradzahlen kénnen wir jedoch noch immer 
nach unserer Methode auffinden, indem wir durch homographische 
Abbildung gewisse Ausartungen der zu untersuchenden Curve feststellen 
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und dann fiir dieselbe hinreichend viel Anzahlen ableiten, um so durch 
Riickschliisse die Stammzahlen der Ausartungen zu erkennen. 

So hat der Verfasser noch einige Gradzahlen fiir die cubische Plan- 
curve sechsten Ranges C,° bestimmt. Man bilde niimlich die allge- 
meine C,° gerade so ab, wie in § 41. die C,° und in § 54. die C,4.. Dann 
findet man die folgenden beiden Ausartungen, wenn man 4 = 0 setzt, 
die Axe beliebig legt und erstens den Scheitel S beliebig, zweitens 
aber auf die Curve legt. Die erste Ausartung besteht aus einer drei- 
fachen Ordnungsgeraden, auf welcher 6 einfache Rangpunkte und die 
9 Wendepunkte liegen. Die zweite Ausartung besteht aus einer doppel- 
ten und einer einfachen Ordnungsgeraden, welche sich in einem dop- 
pelten Rangpunkte schneiden; die doppelte Ordnungsgerade enthiilt 4 
einfache Rangpunkte und die 9 Wendepunkte. Indem man nun in 
ihnlicher Weise wie bei der C,3 und -C,' auch bei der C,° gewisse 
Anzahlen auf mehreren verschiedenen Wegen berechnet, kommt man zu 
den Werthen gewisser Stammzahlen dieser beiden Ausartungen, und 
diese fiihren dann zu den beiden folgenden Sédtzen: 

» Wenn man an eine cubische Plancurve sechsten Ranges C,° von 
irgend einem Punkte ihrer Ebene aus die 6 Tangenten und die Strah- 
len nach den 9 Wendepunkten zieht, so erhiilt man 15 Strahlen, welche, 
um iiberhaupt so einer C,° angehéren zu kénnen, in ihrer Lage der- 
attig von einander abhiingen miissen, dass ihre Gesammtheit durch 6 
von ihnen endlichdeutig bestimmt ist, und zwar 

a) eindeutig, wenn die 6 Tangenten, 
b) 120-deutig, wenn 5 Tangenten und 1 Wendepunktsstrahl 
gegeben ist.“ 

»Thut man dasselbe fiir einen auf der Curve gelegenen Punkt, so 
fallen zwei Tangenten in einen Strahl g zusammen. Die 4 sonstigen 
Tangenten a, die Tangente g und die 9 Wendepunktsstrahlen bilden 
dann 14 Strahlen, welche so von einander abhiingen, dass thre Ge- 
sammtheit durch 5 von ihnen endlichdeutig bestimmt ist, und zwar: 

a) eindeutig, wenn die Tangente g und die 4 Tangenten a ge- 
geben sind, 

b) eindeutig,-wenn die 4 Tangenten a und ein Wendepunkts- 
strahl gegeben sind, 

c) vierdeutig, wenn die Tangente g, 3 von den 4 Tangenten a 
und ein Wendepunktsstrahl gegeben sind: 


In derselben Weise, wie die Ausartung « bei der C;,° und bei der 
C,' erhalten wurde, bekommt man bei einer Curve C, mn" Ordnung, 
m'" Ranges mit 0 Doppelpunkten, x Spitzen, 20° Doppeltangenten- 
beriihrungspunkten und x’ Wendepunkten eine Ausartung, welche aus 
einer n-fachen Ordnungsgeraden besteht, auf der m einfache Rang- 
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punkte, d Doppelpunkte, x Spitzen, 28’ Doppeltangentenberiihrungs- 

punkte und x’ Wendepunkte liegen. Die Constantenzahl dieser Aus- 

artung muss aber um | kleiner als die der C,, also gleich 
fn(n+3)—d—2x—1 

sein. Folglich kénnen auf der Ordnungsgeraden nur 
jn(n+3)—d—2x—3 

von den m-+ 0+ x-+ 206'+ x’ ausgezeichneten Punkten willkiirlich 

gewahlt werden, damit die Ausartung iiberhaupt eine C, werde. Daraus 

ergiebt sich, dass die Lage jener ausgezeichneten Punkte durch 
4(n— 2) (n—3) + 20'+ x’ 

Gleichungen bedingt wird. Hieraus ergiebt sich fiir die allgemeine 

Curve C, der Satz: 

»Wenn man an eine beliebige Curve n'** Ordnung von einem 
Punkte ihrer Ebene aus die siimmtlichen Tangenten, die Strahlen nach 
den Doppelpunkten, nach den Spitzen, nach den 2 0’ Doppeltangenten- 
beriihrungspunkten und nach den x’ Wendepunkten zieht, so sind diese 


Strahlen durch 
4 (n—2) (n—3) + 20°+ x’ 
Gleichungen in ihrer Lage von einander abhingig. Bemerkenswerth 
ist, dass die Zahl der Gleichungen fiir die gegenseitige Lage der Tan- 
genten, der Doppelpunktsstrahlen und der Strahlen nach den Spitzen 
allein abhingt von der Ordnungszahl n, nimlich gleich 
$n (n—2) (n—3) 

ist. Fir » = 4 ergiebt sich die Anzahl solcher Gleichungen gleich 1.“ 

Die Grade dieser Gleichungen sind bis jetzt nur in wenigen Fallen 
bestimmt. Fir n= 4, d=0, «=O hat Herr Zeuthen (Alm. Eg. 
§ 70.) bestimmt, dass der Grad der Gleichung, welche bei 12 von 
einem Punkte an die C, gehenden Tangenten, die Lage der zwélften 
aus der Lage der 11 iibrigen bestimmt, gleich 451440 ist. Die alge- 
braische Herleitung dieser Anzahl wird durch die gegenwirtige Preis- 
aufgabe der Kgl. Diinischen Akademie verlangt. 


Hamburg, im November 1877. 








Reduction des Transformationsproblems der hyperelliptischen 
Integrale. 


Von L. KéniGsperGer in Wien. 


In der im Journal fiir Mathematik Bd. 81, Heft 3 verdffentlichten 
Arbeit ,,iiber die allgemeinsten Beziehungeu zwischen hyperelliptischen 
Integralen“ zeigte ich, dass, wenn zwischen hyperelliptischen Integralen 
verschiedener Ordnung irgend eine in den Integralen lineare Relation 
mit constanten Coefficienten besteht (und diese ist nach dem von mir 
in demselben Journale Bd. 84, Heft 4 bewiesenen allgemeinen Satze 
yliber die algebraischen Beziehungen zwischen Integralen verschiedener 
Differentialgleichungen* der allgemeinsten algebraischen Relation zwi- 
schen jenen Integralen iiquivalent), fiir je zwei soleche in der ange- 
nommenen Beziehung vorkommende hyperelliptische Integrale 


Ph y 

St (z, V R(z)) dz und {Fwy, Vk, (y)) dy, 
in denen et eye VE 

VR(e) =V@—4,) (@— a) - = - (¢—asyp41); 
V Ry (y) = V(e— &) (@—e@) - + - (@— 25-41) 


ist, zwischen den Differentialen der zugehérigen hyperelliptischen In- 
tegrale erster Gattung die Relation stattfindet: 





dy; dy dy, Fy (%) az, 
VR ly) ' VE) ‘lid VRi(y)  %VRa) ”’ 

yidy Yod Yy Yet, === Fy (z,)dz, 
(1) VRuy) VR, (ys) ee VRvy,) VR) ’ 
yy 'dy, | yf ‘dy, Ye dy, — Fo_y(a)dey — 

VR (ys) Vii) | °° + Vay) ~  VR@ 


in derselben bedeuten die Functionen 
Fy(@,), Fy(%), +++ Fo-1(4) 


ganze Functionen 6—1'" Grades von 2,, 








a. ihe Sr aoe oe 















Transformation der hyperelliptischen Integrale. 


Yir Yor *** Yo 
Lésungen einer algebraischen Gleichung 


(2) yw t+h (z,, V Riz,)) yi+:---+f (2, V R(e,)) =0, 
in welcher 


fy for +++ fo 


rationale Functionen von z, und /R(z,) vorstellen, und 


VE (uy), VR), --+ VR (Yo) 
lassen sich mit Hiilfe eben dieser Gréssen z, und / #(z,) rational durch 
die resp. y in der Form 


(3) VR; (yr) = 9 (Yr, 1, VR (2,)) 
ausdriicken. 

Die Beziehungen zwischen den Integralgrenzen lassen sich jedoch 
noch vereinfachen, und die folgende Ueberlegung fiihrt zu einem Er- 
gebniss, welches eine weitere Einsicht in die allgemeine Transformations- 
theorie gestattet, und mir fiir die Behandlung der Frage der Integral- 
rechnung, welche hyperelliptische Integrale irgend einer Ordnung auf 
solche von niederer Ordnung reducirbar sind, wesentlich zu sein scheint. 

Nehmen wir eine der oben erhaltenen Differentialgleichungen 


yi dy, y2 dYy Ye bY _ F,@dy 


VR,(y) VR (ye) me VRy(y,) ‘i VR(2,) 
und setzen 


(4) 


—YVR(z,) statt WR(z,), 


so werden die Lésungen der Gleichung (2) y,, 4%, -+- Yo in die Lé- 
sungen der Gleichung 


6) aw +h la, —-VR@) a +--+ + fla, —VR@)) = 0 
iibergehen, welche wir mit 

M2 N2,°°* Ne 
bezeichnen wollen, wiihrend die zugehdrigen Irrationalitiiten durch die 
Gleichung 
(6) VE, (ar) = & (ary 21, —VR (2,)) 
bestimmt sein werden, und wenn wir die so entstehende Differential- 
gleichung 
- nt dn, ni d No 


(7) 1646 z Fy (4) a2 
VRy(m) VRy(n2) 


st he 


durch Subtraction mit der Gleichung (4) verbinden, so folgt die Be- 
ziehung 
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yi dy, way, , HAs 
(8) VRAD VR, (ye) L VR (y,) hinds FB, (a)d% 
ntdn mdm ag VR) 
VR) VR) VRy(ng) 


die nunmehr genauer untersucht werden soll. 
Ist o eine gerade Zahl, so setze man 


36 
m=-s-, 


bezeichne mit p eine ganze Function m'" Grades von y, mit q(y) 

I 8 Y; y) 
eine ganze Function m—6—1'" Grades derselben Variabeln, und be- 
stimme in der Gleichung 


p(y) —a(y) VR), 


oder in 
(9) mY" Oimay” +4, Yd — Om ory”? V Rly) 
Din o-2y"" o-2/ R, (y) od byV Rly) 0) 
die 
2m—o+1—26+1 
Constanten 


Gm, AGm—1) *** Gi» My, Dm—o-1) On—e-2) ee wg b,, by 
so, dass dieselbe durch die 26 Werthe 


(a) Yir Yor *** Yor Ni» Nor *** No 
und die dazu gehoérigen Irrationalititen 


(B) VERY), VRyye), -+* VRyYo), —V y(n), — V-Ry(n,), +> —V Bylo) 
befriedigt wird; dann weiss man nach dem Abel’schen Theorem, dass 
die Gleichung 

(10) p(y) — ay? By) = 9, 

welche vom 2m = 3o' Grade ist, ausser den Lisungen (@) noch 6 
andere Wurzeln 

(7) Y,, Y,,--: Yo 

besitzt, welche mit den Gréssen («) und (8) durch die transcendente 
Beziehung verbunden sind, 


1) vi dy, May vedy, mam dn 94% 
: VRi(yy) — VR, (ys) VRi(y,) VRi(ns) ~ VRy(n2) VRs(n9) 
yi ay, yiayY, yay, 
= YR * VR +t VR’ 


wenn die zu den Grossen (y) gehdrigen Irrationalitiiten durch die 
Gleichungen bestimmt sind 


een 4 re (Y 
(12) VR(Y,) = 29), « YR) = Pt 


q(¥;)’ 








(9) 


a 


m 


ka 


na 


re} 





 @& fF 








(13) - 
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Gehen wir nunmehr auf die Form der Coefficienten der Gleichung 
(9) niiher ein; das dieselben bestimmende Gleichungssystem 


an e+ Gn-1 ‘4 Dit 2 + a, Os ” V Ryly,) oe b, V Byly;) =0, 
a,.Yy + Oy 1Yo + _ + a, b,,_ o—1- ” iad V Ry ly.) ibis by V Ry(y2) =0, 


eC e be, 6 FO CH e SO we Oe +H Sw DT * © Oe EO 2 @ SSE O Se 8 Oe See 


a, Y +4, _1¥e +e +4, me o- iv ia *V Ryy,) a bV Ry) =9, 


a, n+ a1 n+ ae + ay+ an 1 _—" V Ry(n,) “+ on -+0,V R, (,) =(, 


Oy Ng t+ Oy 1g tO +y 9 1g V Ryn.) +---+0,V Bin.) =9 


kann, wenn wir beriicksichtigen, dass 


VR, (yr) und VR, (yr), 
nach den Gleichungen (3) und (6) als rationale Functionen von y, 


resp. 9, und g, und /A(z,) darstellbar sind, in die Form gebracht 
werden: 


Om {F, (z,, V R(z,)) 4," + F, (z,, V R(@)) “_* +} +: 
—Vm—0 -1 4% (41, VR(%)) ni) + (1, VRE) 9 ef —2 0 
an {Fy(e,, VE@) us + Fy (4, VRQ) ut +e} +e 
—Om—o—-1 1, (2, V R(e,)) ys + 9, (2,, VR(z,)) yo * 4-.+-}—..-aeO), 
dm {Fy (2,, —VRee,)) nf +F, (e,, —VRe,)) nt +e} + 
+Bn—o—1 {%, (2,, -Y RE) ni +, (2,, —WRle,)) ni Nhe REE 
din { Fy (2,, seine VRe,)) ne +e $+ 
+bn—o- 1 {%, (2,, — (2) No+ , (2, 1» V Rle,)) no t4-+-+} +...=<=0, 
worin die Functionen 
Fy, Fy +--+ %, %, - 


ganze rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Grdéssen_be- 
deuten. 





Addirt man jetzt die ersten 6 Gleichungen des Systems (13), nach- 
dem dieselben mit 
i -} one Fy 














(14) | 


(15) | 
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o-1 o-1 
Y, Ys ‘ 


multiplicirt sind, verfihrt ebenso mit den zweiten 6 Gleichungen dieses 
Systems, und setzt: 


KER - ths; ate_t--- +s, 


so folgt: 
am {F, (z,, V R(z,)) s + F, (4, VR (2,)) Sea Se i 
— Bn—o—1 {% (2,, VR(z,)) 5: + ®, (2,, YR(Z,)) s-1 + ---} — +--+ =O, 


an {Fy (2,, VB (2) )Se41 + F, (2) VR(%)) Set be: 

—~Vn—o—1 {%, (2,, YR (2,)) Si. + ®, (2,, YR(e,)) se +---}—-+-- =0, 
Am {Fy (4,, V R(2,)) Se+o—1 + F, (z,; VR (2,)) Si+o—2 +°- } +. 

— bm—o—1 {, (2,, YR (2))) +ea+ %, (4,,VR (2) poe =f —++ =O, 


Om {F,(¢,, i VR (2,)) S. + F, (z,, V R(e,)) Sir +: t sai 

+ vn—o—1 {%, (z,, V R(z,)) 8, + ®, (z, ? V R(e,)) Sis + i “f + ooo al), 
an {F, (z,, VR (4,)) Srtoiat+ F, (z, »—-VR (2,)) Sr4o-2-+°: } +-* 

. bm—o—1 {%, (, ? V Rie,)) Sits i+ ®, (, ? V Re,)) Sipo-2+ ey +=. 


Da aber die Potenzsummen s und S der Lésungen der Gleichungen 
(2) und (5) sich rational durch deren Coefficienten ausdriicken lassen, 
und die beiden Gleichungen sich in den Coefficienten der zu berech- 
nenden a- und }-Gréssen nur durch das verschiedene Zeichen von 
VY R(z,) unterscheiden, so werden wir das System (14) auch in die 
Form bringen kénnen: 


Cn (Aim + B, m V R(z,)) + ph Bite Din o—1 (Pim +- im VR (z,)) ae =, 
An (Aom + Bam, VR (2,)) + hi cial Dn—e—1 (Pam + Qem V R(z,)) — +++ =) 


246 8 8 2 @ Ge £42 6 es es Ge 46 de GH e® FF © 6% 6 9 62 @ * 2 © © Oe 





aN 


An (Aon + Bam V R(e,)) + i ae Da—o-1 (Pom+ Qo m VR (z,)) <= oa =, 


ttm (Aim v= Bim VR (z,)) + . > + Om—o—1 (Pim x Qi m V R(z,)) + ea =, 
An (Aam — Ban, VR(z,)) + “00 Dn—o—1 (Pom — Qem V R(e,)) ss eee = 0, 


S282 CPV e OCs 2a se Oo e4aeawovre cose eove vs £8 £€et Qe & 6 @ 0 Oo Ee 


| Op. (Aom — Bom VR (z,)) + — + Dn-o—1 (Pow cae Qo m VR (2,)) + ++ =O, 
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Wenn man nun die entsprechenden Gleichungen, welche sich nur 
durch das Zeichen von / R (z,) unterscheiden, durch Addition und Sub- 
traction mit einander verbindet, so erhilt man z. B. aus der 1" und 
6+ 1'" Gleichung des Systems (15) die Gleichungen 





2amAim + +-*:- 2+ ++ — 2Dm—o—1 Qim VR (2,) —- +: = 0, 
2 dim Brin V R(z;) +--+ —2dn ot Pim — eee cece =0, 
oder, wenn die zweite dieser Gleichungen durch /R (z,) dividirt und 
. 2 = Pi, , etc. 
gesetzt wird: 
24m Aim + ++ > — 2bm-o—1 Qim VR(e,) —->+ am, 
2 dim Bim + + + + — 2bm-o1 Pim V R(e;) — ++ - = 09, 


und es folgt somit aus (15) zur Bestimmung der a- und b-Constanten 
das nachstehende Gleichungssystem : 





2 mAim + oe 20m—o-1 Qim V R(z,) — eee 0, 

2am Azm fe a eS foe 2b» o-~-1 Vom VR (Z,) —e oe 0, 

24m Aom+ tnt ea ait 2Dn—o—1 QomV R (2) ee 0, 
(16) : 

24m Bim + ea 20m—o—1 Pin V K(z;) parr SS See 0, 

21m Ban, + i asi 20n—c—1 Pen V R(e,) oe eee 0, 

2m Bom + eS ae a PomV R(z;) — i. 


Beachtet man nun, dass nur fiir die b-Gréssen die Determinante 
des Ziihlers der Auflésungen den Factor /R(z,) einmal weniger hat 
als die Determinante des Nenners, so ergiebt sich, wenn, was gestattet 
ist, eine der a-Groéssen, z. B. am = 1 gesetzt wird: 

dass die a-Grissen siimmtlich rationale Functionen von z, sind, 
wiihrend die b-Grissen durch das Product von in z, rationalen 
Functionen in die Irrationalitét Y R(2,) dargestellt werden, oder 
dass die Coefficienten der Function p(y) rational in z,, die von 
q(y) ebenso, jedoch mit dem Factor Y R(z,) behaftet, ausge- 
driickt sind. 

Da nun aber die Gleichung (10) die Form hat: 


(17)-- p(y)’—a(y)P? Ry'y) =(Y¥ 41) (Y—Ya) ++ (Y Yo) (Ym) (Y M2) *** (Y—No) 
>< (y— Y,) (y—¥,)---(y— Yo), 





ferner: 


(Y—Y) Y—Yo) +++ (Y—Yo) (Y—N;) (Y—Ne) + - + (Y—Ne) 
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als Product der linken Seiten der Gleichungen (2) und (5), wie un- 
mittelbar daraus zu erkennen, dass 


fi (2, VRe,)) + fi (2, ? —VR (#:)) fea (#;, V R(e,)) + et 
+ fir (4, —VR (2,)) hi (z, ’ V R(2,)) + fi (z,, = VR(,)) 


eine rationale Function von 2, ist, in der Form darstellbar ist 


y?? + ¥,(2,) yy *+- + Wee—-1(2,:)¥ + Yeo(%,) = 9, 
vy (2), , (2,), a W20 (%;) 


rationale Functionen von 2, sind, so werden nach (17) die Coefficienten 
des Polynoms 
(y—Y,) yY¥— ¥2) --- (y— Yo) = 9? + uy +--+ + 0(%) 

rationale Functionen von 2, sein, wiahrend die zu den Grossen Y,, 
Y,, ---+ Yo gehirigen Irrationalititen nach den Gleichungen (12), wie 
aus der oben gefundenen Eigenschaft der Coefficienten der Polynome 
p(y) und q(y) hervorgeht, rationale Functionen der zugehdrigen Grissen 
Y und der Grisse z,, multiplicirt mit der Irrationalitét Y R (z,), sein 
werden. 

Es bedarf kaum einer weiteren Erliiuterung, dass sich dasselbe 
Resultat auch fiir den Fall des ungeraden 6 ergiebt; denn setzt man 


worin 


36 = 2m—1, 


und bildet, wenn @ eine Lisung der Gleichung FR, (y) = 0 bezeichnet, 
den Ausdruck 


(9) (y—«) Py) — Qi) VR), 


in welchem P(y) ein Polynom 
86 — jten 
o—l=--—, 
Grades, Q(y) vom 
o — iter 


bd 


~ 


m—o—l= 
Grade ist, so wird man wieder die 


38o—1 o—i1 
“<—— + > 4+1=26 


Constantenquotienten so bestimmen kénnen, dass der Ausdruck (0) fiir 
die Werthecombinationen 

Yi» VR), +++ YooVRy (Yo), — %»—VER(m)s +++ Noy — VR, (no) 
verschwindet, und es werden nunmehr alle weiteren Schliisse dieselben 
bleiben, so dass sich wieder vermége der Beziehung 





(y—a)? Ply)? — Q(y)? R, (y) 
= (y— a) (y—4) ++ (Y—Yo) (Y—%) -*- (Y— No) (Y— Y,) «> Y— Yo) 
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Transformation hyperelliptischer Integrale. 






die Gréssen 
¥,, Zea *++ Xe 
als Lésungen einer Gleichung ergeben, deren Coefficienten rational 
aus 2, zusammengesetzt sind. 
Hieraus folgt, 
dass das oben aufgestellte System hyperelliptischer Differential- 
gleichungen sich in allen Fiillen durch das folgende: 





ay, ay, 4 ay, 2 Fy (2) dz, 
VR (Y)) VR, (Y2) vay) VEw) ° 
Y,dyY, Yd Y, Y,aY, 2F, (2) dz 
Jaa = ——— haa +- es + aie 7. 
VR,(Y;) VR,(Y;) VR,(Y,) VR (4%) 
ar 
VR,(Y,) VR, (Y2) VR Y,) VR (4) 


ersetzen lisst,*in welchem 
%. Ss 


die Lisungen einer algebraischen Gleichung darstellen, deren 
Coefficienten rationale Functionen von z, sind, und 


VEY), VR (YX), +--+ VR, (Yo) 
sich als rationale Functionen der zugehirigen Y-Gréssen und 
) z, ausdriicken lassen, multiplicirt mit VY R(2,), 
ein Satz, der auch aus der Transformation der #-Functionen der hyper- 
elliptischen Integrale hergeleitet werden kann. 

Wie die eben besprochene Vereinfachung des Transformations- 
problems zur Herstellung beliebig vieler hyperelliptischer Integrale ver- 
wendet werden kann, die auf ebensolche Integrale niederer Ordnung 
reducirt werden kénnen, ist leicht einzusehen; ich zeige in einer niich- 
stens in Borchardt’s Journal fiir Mathematik erscheinenden Arbeit 
die Anwendung des obigen Satzes auf die Ermittelung von hyperellipti- 
schen Integralen, welche auf elliptische Integrale zuriickfiihrbar sind. 


Wien, im Miirz 1878. 





Neuer Beweis des Satzes, dass nicht jeder Curve vierter 
Ordnung ein Fiinfseit eingeschrieben werden kann. 


Von J. Liirorn in Carlsruhe. 


Im ersten Bande, Seite 49, dieser Annalen habe ich gezeigt, dass 
es nicht modglich ist einer allgemeinen Curve vierter Ordnung ein Fiinf- 
seit so einzuschreiben, dass die zehn Schnittpunkte der fiinf Seiten 
alle auf der Curve liegen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass 
es nicht mdglich ist, der Gleichung einer allgemeinen Curve vierter 
Ordnung die specielle Form: 
(1) A, A, A; A, + A,A,A;A, + A, A, A, A, + A, A; A, A, 

+ A, A,A,A;=0 
zu geben, in der die Zeichen A,, A,, A,;, A,, A, ganze homogene 
Functionen ersten Grades der homogenen Coordinaten 2, 2,2, bezeich- 
nen. Ich bewies diesen Satz, indem ich zeigte, dass die linke Seite 
der Gleichung (J) sich nur um emen von den Variabeln unabhingigen 
Factor von einer Covariante der Curve 
@:4;* + 0,4, + 0543* + @,4,! + 9;4;' = 0 

unterscheidet, in der @,, 0, Q3, Q@,, @,; passend bestimmte Constante 
bezeichnen. Wie aber Clebsch*) zuerst gefunden hat, enthiilt die 
letztere Gleichung nur 13 wesentliche Constante, daher die Gleichung (1) 
auch nur die gleiche Zahl enthalten kann, wiihrend in der allgemeinen 
Gleichung vierten Grades deren 14 auftreten. 

In einer Abhandlung iiber ,die Steiner’schen Sitze von den 
Doppeltangenten der Curven vierten Grades“**) suchte Herr Geiser 
dann zu beweisen, dass der in Rede stehende Satz unrichtig sei, indem 
er annahm, dass drei lichen zweiter Ordnung stets die ersten Polaren 
von drei Punkten in Bezug auf eine einzige Fliiche dritter Ordnung 
seien, und von einer Raumfigur auf die ebene Curve vierter Ordnung 
iiberging mit Hiilfe der von Hesse***) angewandten Betrachtungen. 
Frahm7) schlug den umgekehrten Weg ein und bewies die Unrich- 


*) Crelle’s Journal Bd, 59, Seite 143. 

**) Ibid. Bd. 72, Seite 370; besonders von Seite 377 an. 
*t*) Ibid, Bd. 49, Seite 279. 

+) Diese Annalen Bd. VII, Seite 635, 
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tigkeit der von Geiser benutzten Voraussetzung mit Hiilfe des von 
mir ausgesprochenen Satzes. 

Erst in neuester Zeit hat Herr Toeplitz in seiner Inaugural- 
dissertation ,,iiber das Flichennetz zweiter Ordnung (Breslau 1876)*) 
direct untersucht, ob sich drei Flachen zweiter Ordnung stets als Po- 
laren einer Fliche dritter Ordnung auffassen lassen, und gefunden, 
dass dies nicht der Fall ist. i 

Diese Arbeit erinnerte mich an einen andern Beweis des Satzes 
iiber die Curven vierter Ordnung, den ich schon seit mehreren Jahren 
besitze und der des angewandten Princips wegen vielleicht nicht ohne 
Interesse ist. 

Er griindet sich auf eine mir, bald nach dem Erscheinen meines 
ersten Beweises, von Herrn Kronecker gemachte Mittheilung des In- 
halts, dass sich alle Fragen iiber die Méglichkeit von Darstellungen 
ganzer Functionen in speciellen Gestalten im Princip miissen beant- 
worten lassen durch Betrachtung der Functionaldeterminanten der Func- 
tionen, welche bei Ausrechnung der speciellen Form als Coefficienten 
der Potenzen und Producte der Variabeln erscheinen. Ist niamlich fiir 
drei Variable F(a, b,c,-++%,, %, %,) die specielle Form einer ganzen 
homogenen Function n'" Grades von w,, 2,, 2, mit den Constanten 
a, b, c, «++ und ist ausgerechnet und geordnet: 

(2) Fa, b, C++ HH, Ls) =f,(a, b, °° ay" fo (a, b, €,*° -) Ly" "goes, 
so kann sie jede ganze homogene Function m'e" Grades darstellen, wenn 
man die Constanten a, b, c, --- so bestimmen kann, dass f,(a, b, ¢, -- -), 
f, (a,b,c, -+-) u. s. w. beliebig gegebene Werthe erhalten. Dazu 
ist, wie bekannt, nothig und hinreichend, dass die Functionaldeter- 
minante der Functionen f/f, (a,b,c,---), f,(a@,b,¢,---)++- nach 
a, b, ce, --- von Null verschieden ist. Ist aber diese Determinante 
gleich Null, so ist die gewiinschte Bestimmung der Constanten a, , ¢, --- 
nicht mdglich und dann kann also F(a, b,c,--+%, 2,23) nicht jede 
Form »'" Grades darstellen. 

Um diesen Gedanken auszufiihren, haben wir die Determinante 


of; (a, b, ¢, - ++) fe (a, b, ¢, --*) 
oa 


a ; tie 
D=| chila,b,¢,--) @h(@,b,e,--) 
ab ’ 0b ’ 


- | 
zu betrachten. Die Gleichung (2) zeigt, dass die Elemente der ersten, 


zweiten --- Zeile die Coefficienten der Potenzen und Producte der 
T si . ° oF or 4 . 
Variabeln aus den ganzen Functionen » ie gf Bee sind. 


*) Auch diese Annalen Bd. XI, Seite 434. 
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Die Determinante verschwindet sicher, wenn man Grossen @, £, - 
angeben kann, die nicht simmtlich Null sind, so dass die Summen 


ah 4 phy. 


alle den Werth Null iten. Dies heats man auch so ausdriicken: Die 
Determinante verschwindet, wenn man fiir die Potenzen und Producte 
der x, als Symbole, solche wirkliche Gréssen setzen kann, dass die 
Functionen ‘“ i 

(3) ¥e ’ a >” 

alle gleich Null werden. 

Wenden wir dies Criterium zuerst an auf die schon von Clebsch*) 
beantwortete Frage, ob die Gleichung einer allgemeinen Curve vierter 
Ordnung in der speciellen Form 
(4) A,‘ + A,t + A;' + A,' + A;' = 0 
geschrieben werden kénne; wobei 

A; = Anum + Aj2 rz + Ajs x5 
gesetzt ist. Die eben mit a, b, c, -- + bezeichneten Grossen sind hier 
die 15 Constanten A,, ----4;, und die 15 Functionen, welche hier den 
in (3) angefiihrten entsprechen, sind gegeben durch 


oF - = 4Aee, §=1,2,3,4,5 
04, k=1, 2,3. 
Man stelle nun in den Liniencoordinaten u,, u,, u, die Gleichung 


(4*) a Bun Umtn = 0 


mn 
der Curve zweiter Classe auf, welche die fiinf Linien A, = 0, A, =0, 
A,=0, Ay=0, A, =O beriihrt, und definire die fiir die Symbole x 
zu setzenden Gréssen durch die Bedingung, dass sie die Gleichung 
(5) (uy 2, tty %, + tty %3)* = Ue! =} Bun Un tnt 


mun 
in den wu, u, zu einer identischen machen. Dann besteht auch die 
Ghisdena, welche aus dieser hervorgeht, indem man nach w,, u,, Uy 
differentiirt, die Differentialquotienten mit v,, v,, vs resp. multiplicirt 
und addirt, naimlich 
Uz Vz = a Brun tint’ eA BanttnYs,; 
mn man 
nach jenen Substitutionen identisch fiir alle Werthe der Variabeln u 


%) A. o. a O. 
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und v. Setzt man hier u, = Aji, Uy = Aj, Uy = Ais, ve = 1 und 
die beiden andern v gleich Null, so folgt, dass durch die in (4) defi- 
nirten Substitutionen 


A3x, =>’ Bun Aim Ain? >) But Ain 


=—0 
witd, weil >>) Bun AimAin =0 ist, da die Linie A; = 0 den Kegel- 


mn 
schnitt (4*) beriihrt. Nach dem Friiheren ist hiermit bewiesen, dass 
die Form (4) nicht die allgemeine Gleichung einer Curve vierter Ord- 
nung sein kann. 

Indem wir uns nun zu dem eigentlichen Thema dieses Aufsatzes 
wenden, wollen wir zuerst die Form der Gleichung f = 0 ‘einer Curve 
vierter Ordnung ableiten, welcher ein Fiinfseit eingeschrieben werden 
kann. 

Es mégen a, =0, a,=0, a, =0, a,=—0, a, = 0 die Gleichungen 
der Seiten dieses Fiinfseits sein, in irgend einer speciellen Form, etwa 
in der, bei welcher die Coefficienten von x, in allen gleich —1 sind. 
Weil die Curve durch den Schnitt der Linie a, = 0 mit den vier .an- 
dern Linien geht, stellt f — pa,a,a,a, = 0 die Gleichung einer Curve 
dar, welche ebenfalls durch jene vier Punkte geht. Bestimmt man nun 
p so, dass diese Curve auch noch durch einen fiinften Punkt der Linie 
a,==0 geht, so muss sie zerfallen in diese Linie und eine Curve dritter 
Ordnung, daher fiir dieses p = p, 

f — pa. 4, 4,4, = a,b, 
wird. 
In derselben Weise findet sich 
f — PyQ, 44,4, — dyby 5 
so dass 
P, 4,4;,4,a, — a,b, = p.a,a,a,a, — a,b, 
sein muss. Da a, nicht durch a, theilbar. ist, muss p,a,a,a, — b, 
durch a, theilbar sein. ist —b, der Quotient, der von der zweiten 
Ordnung ist, so folgt 
f = Py Ay G34, a, + PA, A344, + A, a,b5. 
Da aber auch 
"SS pz My My Aya, + ab; 
sein muss, sO muss p,a@,a, —b, durch a, theilbar sein und folglich, 
wenn man den Quotienten = — b, setzt: 
f = Pi Q_Q,4, 4; + pa, 43444, + P34, 4,4,4, + a, a, a; 6, 
sich ergeben. Da endlich die Schnittpunkte von f=—0 mit a,—0 
auf den Linien a, =0, a, =0, a, =0, a, =O gelegen sind, so muss 
by = Py + Py, 
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sein. Damit ist fir f die Form gefunden: 
f= Pj Gq Gy Gy Os + Pz Ay Az Oy A; + Ps ay ly 5+ 40h yy + Ps, Gy Qs a, 


in der, wenn f nicht zerfallt, keiner der Coefficienten p gleich Null 
sein kann. Setzt man nun 


P=VP,P.P:PiPs, 
A; = i aj; 
P; 
so folgt endlich: 
(6) f=A, A, A, A,+A, A,A;A,+A, A,A,A;+ A, A; A, A,+ A, A, 4,4, 
als die gesuchte Form. 
Ist wie oben 
A; = Aji% + Aje%2 + Ajsas, 
so sind die 15 Constanten A,, ---A;, wieder diejenigen, welche an 
die Stelle der friiher mit a, b, c, --- bezeichneten treten, wenn es 
sich darum handelt, zu entscheiden, ob (6) die allgemeine Form ist 
oder nicht. Die 15 in (3) angefiihrten Functionen entstehen durch 
Differentiation der rechten Seite von (6) nach A;;, Ais, Ajs fiir 
i= 1,2,3,4, 5 und sind also: 


a Ay A, A, +m Ardy A, + AeA As + 1454, 4s ; 
(7) 

me" . A a la A evry) re" eke A ve 
die man in dem Schema 
(7*) 1,A; Ay, Ay -4 %,A; An A, +- x, A, A, A, +- %,AnA, Ay, 

k=1,2,3 

zusammenfassen kann, wenn | mp vier der fiinf Zahlen 12345 sind. 
Multiplicirt man die fiir k = 1, 2, 3 aus (7*) hervorgehenden Aus- 
driicke mit den willkiirlichen Gréssen B,, B,, B,, addirt und be- 
zeichnet B,x, + B,x, + B,x, mit B, so kann man aus ihnen die eine 
Form 
(8) BA,;AmAn + BA,A,Ay + BAA, Ap + BAnAn Ay 
ableiten. 

Kann man fiir die Potenzen und Producte der x solche Substi- 
tutionen machen, dass die 5 Ausdriicke, die aus (8) sich ergeben, in- 
dem man fiir Imnp 1234, 1235, 1245, 1345, 2345 setzt, zu Null 
werden bei unbestimmten Werthen von B, B, B,, so machen diese 
Substitutionen auch die 15 Ausdviicke (7) zu Null und damit ver- 
schwindet dann die F'unctionaldeterminante. Indem wir wie gebriuchlich 


Agi Age Ags Ae Ag Ags 
A; 1 A; 2 A; 3\> (a B u) = Az 1 Aze A; 3 
| Ay: Ay2 Ays | %, %, ts | 





(apy) = 
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setzen, definiren wir die Substitutionen, welche fiir die Symbole x ge- 
setzt werden sollen, dadurch, dass sie die Gleichung 


a a+p  (aBu)* (yde) 
(9) tie! = 2» 73 





By) (@By) (@Be) 


iN U,, Uy, Uz zu einer identischen machen. Die Summe erstreckt sich 
dabei iiber die geordneten Combinationen der Zahlen 12345 zu je 
zweien, wobei a < #6 angenommen ist und yde diejenigen, nach der 
Grésse geordneten, drei Zahlen sind, welche «f zu den fiinf 12345 
ergiinzen. So ist z. B. das erste Glied der Summe (@=1, B=2, 
y==3, 0=4, e=5) : 
— ee. 

(123) (124) (125) ? 
das zweite wiirde, den Werthen «= 1, B =3, y= 2, 0=4,&=5 
entsprechend , 





13u)! (245 
+ aS en os) 
sein, U.S. W. 

Indem man die Gleichung (9) nach u,, u,, us differentiirt, die 
Differentialquotienten mit v,, v., v; multiplicirt und addirt und diese 
Operation noch zweimal wiederholt und dabei statt der v neue Gréssen 
w und ¢ einfiihrt, entsteht die Gleichung 

ne a+p (aBu) (abv) (aBw) (aBt) (yds) 
Hatetate — 9)(—1) (By) (88) (a Be) . 
die durch dieselben Substitutionen, welche in (9) definirt sind, in den 
«u,v, w und ¢ identisch wird. 

Setzt man hier u; = B;, vj = Ajj, W; = Ani, t; = An; und denkt 
Imn nach der Grésse geordnet, so verschwinden alle Glieder der Summe, 
in welchen eine der beiden Zahlen «, 6 einer der Zahlen /mn gleich 
ist und es bleibt nur dasjenige Glied iibrig, in welchem @ gleich der 
kleineren Zahl ¢ und 6 gleich der grésseren & der beiden Zahlen ist, 
welche Jmn zu 12345 erginzen. Da lmmn nach der Grésse geordnet 
sein sollen, kann man y=1, 0d =m, ¢ =m setzen und findet dann, 
dass durch die Substitutionen (9) 

BA,Ay, An = (—1)'+* (tk B) (lmn) 
wird. Dies Resultat zeigt auch, dass die Gleichung (9) nicht lauter 
Nullen liefert, die an die Stelle der Potenzen und Producte der # zu 
setzen sind. Denn wire dies der Fall, so miisste auch beim Einsetzen 
in BA,A,,A, Null entstehen, wihrend der oben gefundene Werth sicher 
von Null verschieden ist, da wir hier stets annehmen, dass von den fiinf 
Seiten des Fiinfseits niemals drei durch denselben Punkt gehen. 

Wendet man das gefundene Resultat an auf die aus (8) hervor- 
gehenden fiinf Ausdriicke, so erhilt man der Reihe nach die Werthe: 
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— (123) (45 B) + (124) (35.B) — (134) (25.B) + (234) (15.B), 

— (123) (45. B) — (125) (34 B) + (135) (24. B) — (235) (14B), 

+ (124) (35 B) — (125) (34.B) — (145) (23 B) + (245) (13 B), 

— (134) (25. B) + (135) (24 B) — (145) (23 B) — (345) (12 B), 

-+- (234) (15.B) — (235) (14.B) + (245) (13 B) — (345) (12 B). 
Diese fiinf Summen haben aber alle den Werth Null. Denn setzt man 
in der verschwindenden Determinante 


| A, Ai, Ais Aj; | 


| Am Ani Ans Ans | 
| An Ant Ans Aa | 


| 
A, Ay Ape Ap | 


x, == A,2 Bs aces AysB:, Xe = Ay; B,— ABs, rs = Ai B,— Ay2B; ; 
so erhailt man die Gleichung: 
(lq B) (mnp) — (mq B) (Inp) + (nq B) (imp) — (pq B) (mn) = 0, 


aus deren linker Seite die fiinf Summen oder ihr negatives hervorgehen, 
wenn man Imnpq resp. gleich 12345, 12354, 12453, 13452, 
23451 setzt. Da die Gréssen B,, B,, B, hierbei ganz unbestimmt 
gelassen sind, so baben die Substitutionen (9) die Eigenschaft, die 15 
Ausdriicke (7) zu annulliren; und damit ist der Beweis geliefert, dass 
die Functionaldeterminante, um die es sich hier handelt, den Werth 
Null hat, dass also die Form (6) nicht jede ganze Function vierter Ord- 
nung darstellen kann. Es ist mir nicht gelungen, die Invariante zu 
finden, deren Verschwinden die Méglichkeit der Darstellung in der 
Form (6) bedingt. 


Ich benutze diese Gelegenheit, um, freilich sehr verspitet, einen 
Fehler zu verbessern, der in der Arbeit im ersten Bande dieser Anna- 
len auf Seite 40 sich findet und auf welchen mich der verstorbene 
Dr. Frahm hingewiesen hat. 

Durch ein Versehen beim Rechnen mit Summenzeichen hatte ich 
gefunden, dass jede Gleichung von der Form (17) am angefiihrten Orte, 
auch wenn die in ihr auftretenden Zihler und Nenner nicht die dort 
angegebene Gestalt und Bedeutung haben, immer eine Curve vierter 
Ordnung mit verschwindender Invariante A darstelle. Da dies nicht 
der Fall ist, so sind die zwei letzten Siitze der Seite 40 von ,Addirt 
man“ an zu streichen. Der iibrige Inhalt der Arbeit wird davon nicht 
beriihrt. 


Carlsruhe, 27. Marz 1878. 

























Ueber eine Eigenschaft der Coefficienten in der Taylor’schen 
Reihe. 


Von Axet Harnacxk in Dresden. 


In einem Aufsatze, betitelt: ,,Notiz iiber eine bemerkenswerthe 
Kigenschaft der periodischen Reihen“*), hat Herr Tépler gezeigt, 
dass schon bei einer endlichen Anzahl beliebig ausgewihlter Glieder 
der Fourier’schen Reihenentwickelung die Coefficienten einzeln ver- 


uy mittels der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt werden kénnen, 
2; indem man von der Forderung ausgeht: es sollen die Werthe einer 
nt Function f(#) innerhalb eines reellen Intervalles von —A bis + A 
15 


mit méglich kleinster Summe der Fehlerquadrate durch eine Reihe von 
Ss der Form: 


th k=n i in 

d- ax sin - = a Ps b, cos —— 

zu mr — 

er dargestellt werden. Es liegt nun nahe zu priifen, ob ein analoger 


Satz auch fiir die Entwickelung einer Function in eine Potenzreihe 
existirt. Dies ist in der That der Fall, wenn die Methode der klein- 


ell sten Quadrate nicht fiir ein reelles Intervall, sondern fiir einen com- 
a- plexen Bereich verwandt wird. 
ne Es sei gegeben die Function f(z), welche innerhalb eines mit dem 

Radius R um den Punkt a beschriebenen Kreises eindeutig und stetig 
ch ist. In diesem Bereiche soll die Function mit grésstméglicher An- 
te, niherung durch eine Reihe von (2-1) Gliedern fortschreitend nach 
rt positiv ganzen Potenzen von (z—a) dargestellt werden. Die méglichst 
ter grosse Anniherung werden wir, entsprechend der Methode der kleinsten 
ht Quadrate, dadurch zu erreichen suchen, dass die Summe der Quadrate 
irt der absoluten Betriige, gebildet von der Differenz: 
ht k=n 

(1) fe) — >) a (e—ay, 

k=0 


*) Nr. 26 und 27 des Anzeigers der K. K. Akademie der Wissensch. zu 
Wien, 1876, und Repertorium d. Math. Bd. I, p. 402. 
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fiir alle Werthe, welche sich auf einem Kreise mit dem Radius r << R 
befinden, ein Minimum werde. 

Setzt man z— are?‘ und bezeichnet den complexen Werth 
von f(z) mit w+ iv, ferner die complexe zu bestimmende Grosse a, 
explicite mit a, + ib;, so soll fiir jeden Werth von r 


32 =n =n 
(2) [ {utiv Sa tiryrer {u—iv Sa iby rte-*9** dp 
$ =0 r=0 


ein Minimum werden. Durch Differentiation der unter dem Integral 
stehenden Function nach den 2(n-+-1) Coefficienten: a) +--+ an, by -+- dn 
erhilt man ebensoviele Gleichungen zur Berechnung derselben. Diffe- 
rentiirt man nach a,, so folgt: 


22 


co) k=n 
f {u +t “a (a+ ids)rtetwi re vide 
e =@ 


22 


0 
A k=n 

=— [ {u—iv — >) (a— ids) ree-*0'} rievidg. 
* § k=0 


Zerlegt man diese Integrale in ihre einzelnen Bestandtheile und be- 
achtet, dass, solange k und J von einander verschieden sind: 
an 
fers dg —0, 
e 


v0 


dass dagegen fiir k = 1: 


22 
Jap = 22. 
ist, so folgt: : 
22 
“= af coslpm + vsinl@)dq. 
22r 


0 
Desgleichen durch Differentiation nach b,: 


22 


b, = 5 fo coslm —usinlg)dg. 


0 
Demnach wird: 


22 
: “Ss a ee oe oe ae. 
(3) a+ih=a,= ser | itive vidg= 4 @—ayFi dz, 
0 


also gleich dem Coefficienten der Taylor’schen Entwickelung. 
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Jedwedes Glied der Taylor’schen Reihe hat folglich fiir sich be- 
trachtet die Eigenschaft, dass es mit der kleinstméglichen Abweichung 
im oben definirten Sinne cuf allen innerhalb des Convergenzgebietes be- 
findlichen concentrischen Kreisen eine Darstellung der Function durch 
eine Potenz der Variabelen vermittelt. Diese Abweichung wird, wie 
die Berechnung des Integrales (2) mit Zuhiilfenahme der Bedingung (3) 
lehrt, um so geringer, je mehr Glieder. beriicksichtigt werden. Denn 
der Werth desselben erhilt die Form: 


22 hie 
(4) foe 4 v)\dp—2a = (ax? + by?) 92. 
0 k=0 


Bemerkenswerth ist die Unabhingigkeit der Coefficienten auch von 
dem Modul des .Bereiches, fiir welchen die Function berechnet werden 
soll, was bei der Fourier’schen Reihe zufolge ihrer Definition nicht 
stattfinden kann. 

Das Resultat wird dagegen ein durchaus anderes, will man die 
Summe der Fehlerquadrate liings eines Radius, insbesondere also inner- 
halb eines *reellen Intervalles betrachten. Auch wird die Unabhingig- 
keit der einzelnen Coefficienten von der Gliederzahl, welche fiir die 
Fourier’sche Reihe im reellen Intervalle und hier fiir jeden der con- 
centrischen Kreise charakteristisch ist, nicht mehr bestehen. Der Grund 
fiir diesen die Rechnung erheblich vereinfachenden Umstand liegt in 
dem Verhalten der periodischen Functionen lings des Integrations- 
weges. 

Dies tritt noch deutlicher hervor, wenn das allgemeinere Problem 
formulirt wird: Es sei innerhalb eines beliebigen einfach zusammen- 
hiingenden Bereiches die Function f(z) eindeutig und continuirlich. 
Die Function y(z) sei so definirt, dass ihr Modul lings der Umgrenzung 
constant gleich R ist und fiir einen beliebig gewahlten Punkt inner- 
halb des Bereiches verschwindet. Man soll f(z) mit moéglichst grosser 
Anniiherung durch eine nach positiv ganzen Potenzen von #(z) fort- 
schreitende “‘Reihe von » + 1 Gliedern darstellen, derart, dass die Summe 
der Quadrate der absoluten Betriige, gebildet von der Differenz 

k=n 
(6) fe) — Davey, 
fiir alle Werthe, welche sich auf der Grenzlinie oder iiberhaupt auf 
Curven mit constantem Modul von #(¢) befinden, ein Minimum werde. 
Denn setzt man ~(z) = ref‘, so tritt unmittelbar die bekannte Eigen- 
schaft zu Tage, dass auf, allen diesen Integrationswegen 


J v (2) - ¥@)"de =0, 
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so lange die ganze Zahl m von — 1 verschieden, und dass 


() ae Oni 
fs de=2xi 


ist. Demzufolge erhilt man, ebenso wie im oben behandelten speciel- 
len Falle, durch Differentiation nach den Coefficienten den Werth je 
eines derselben, und zwar ist: 


1 z) , 

(6) qe or V (e)dz, 
was zu der Verallgemeinerung der Taylor’schen Reihe fiihrt. 

Dieselbe Eigeuschaft kann auch auf die analogen Reihenentwicke- 
lungen fiir eindeutige Functionen in mehrfach zusammenhingenden 
Bereichen ohne Unstetigkeitsstellen mit entsprechender Formulirung 
des Problemes iibertragen werden. Doch ist es nur Zweck dieser Note 
zu zeigen, dass sich diese von Herrn Tépler fiir periodische Functionen 
mit reellen Intervallen aufgedeckte Eigenschaft auch fiir das complexe 
Gebiet verwerthen liisst. 


Dresden, April 1878. 
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Zur Theorie der reciproken Radien. 


Von H. E. GrassmMann. 


Der Kgl. Siichs. Ges, d. Wiss. mitgetheilt von C. Neumann. 


Es sei gegeben eine Kugelfliiche (0, H), d. i. eine Kugelfliiche 
mit dem Mittelpunkt o und dem Halbmesser H. Liisst man von 0 
einen Strahl ausgehen, und markirt auf demselben irgend zwei der 
Relation 


(1) (of) (ox) = H? 
entsprechende Punkte §, z, so heisst bekanntlich jeder von diesen 


beiden Punkten das Spiegelbild des andern in Bezug auf die Kugel- 
fliche (0, H). Auch pflegt man die beiden Punkte kurzweg corre- 


spondirende oder conjugirte Punkte zu nennen. — Sind zwei Paare 
correspondirender Punkte §, 2 und 9, y gegeben, so ist nach (1): 
(2) (08) (ox) = (0m) (oy) = H’, 
und folglich 
(3) A(o&y) co A(oyz). 
Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke folgt sofort: 
(En) __ (0) __ (0m) __ 7/ (08) (0m) | 
(4) (ay) = (oy) (0) V (ox) (oy) 


Bei einer friihern Gelegenheit*) habe ich nun gezeigt, dass diese Re- 
lationen (4) giiltig bleiben, wenn man die correspondirenden Punkte 
7, y durch zwei einander correspondirende Kugelflichen 6, s ersetzat, 
dass niimlich die Formeln stattfinden: 


(5) (6) (08) __ (06) __ 7/ (08) (06) , 


(ws) ~~ (08s) ~~ (oa) ~~ “F(x (08) ? 
nur sind in diesem Fall unter (06), (§6) und (0s), (ws) die von den 
Punkten 0, &, ~ an 6 resp. s gelegten Tangenten zu verstehen, jede 
Tangente gerechnet vom Ausgangspunkt bis zum Beriihrungspunkt. 


*) Nimlich in meinen ,,Untersuchungen tiber das Logarithmische und New- 
ton’sche Potential: (Leipzig bei B. G. Teubner, 1877), vergl. daselbst S. 358. 
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Fiir diesen Satz, den ich a. a. O. analytisch hbewiesen habe, hat 
einer meiner Zuhérer Herr Stud. Grassmann einen einfachen geometri- 
schen Beweis gefunden, den ich mir hier mitzutheilen erlaube. 

Construirt man all’ diejenigen zu 6 orthogonalen Kugelfliichen 
a, B, y, +++, deren Mittelpunkte in der gegebenen geraden Linie 0& x 
liegen, so werden bekanntlich all’ diese Kugelfliichen a@, B, y, - 
sich schneiden in einer gewissen Kreisperipherie, deren einzelne Punkte 
mit €, ’, --- bezeichnet sein mégen*). Construirt man nun die zu 
a, B, y,---+ in Bezug auf (0, H) conjugirten Kugelfliichen a, b, ¢, ---, 
so werden offenbar diese letztern ihre Mittelpunkte ebenfalls in der 
Linie o£” haben, ferner orthogonal sein zur Kugelfliche s, und endlich 
durch eine Kreisperipheri z, 2, --- gehen, welche zu €, €’, --- in 
Bezug auf (0, H) conjugirt ist. 

Bezeichnet p einen variablen Punkt der Linie 0&2, so ist nach 
der Definition von € offenbar (pf) = (po), wo (po) die Linge der 
von p an 6 gelegten Tangente bezeichnet. Giebt man also z. B. dem 
Punkte p die -speciellen Lagen @ und &, so wird: 


(6) (of) = (06), (6) = (&6). 
In analoger Weise ergiebt sich: (pz) = (ps), also z. B. 
(7) (oz) =(08), (wz) = (ws). 


Da nun &, x conjugirte Punkte sind, und €, 2 ebenfalls, so ist nach 
Formel (4): 


(Ef) (08) __ (08) / (08) (08) 
(3) 7 a oe a (0x)(0z) ? 
also mit Riicksicht auf (6), (7): 

(ge) (of) Gay / (08) ( (06) 
(9) (as) —s (08) = } (ox) (0s) — 


Dies aber ist der zu beweisende hte wie er in (5) angegeben war. 


*) Allerdings ist diese Peripherie £¢, £’, --- nur dann reell, wenn die Kugel- 
fliiche ¢ von der geraden Linie o£ nicht geschnitten wird. 








a - |!6 =F lon h 6 OU. 2 














A theorem on groups. 


Von A. Cay.ey in Cambridge. 


The following theorem is very simple; but it seems to belong to 
a class of theorems, the investigation of which is desirable. 

I consider a substitution-group of a given order upon a given 
number of letters; and I seek to double the group, that is to derive 
from it a group of twice the order upon twice the number of letters. 
This can be effected for any group, in a manner which is selfevident 
and in nowise interesting: but in a different manner for a commuta- 
tive group (or group such that any two of its substitutions satisfy the 
condition AB == BA): it is to be observed that the double group is 
not in general commutative. 

Let the letters of the original group be abcde---, we may for 
shortness write U = abcde---; and take U as the primitive arrange- 
ment: and let the group then be 1, A, B,--- where A, B,--- 
represent substitutions: the corresponding arrangements are U, AU, 
BU, +--+ and these may for shortness be represented by 1, A, B, ---; 
viz. 1, A, B, +--+ represent, properly and in the first instance, sub- 
stitutions; but when it is explained that they represent arrangements, 
then they represent the arrangements U, AU, BU,.---. 

For the double group the letters are taken to be a,b,¢,d,¢, --- 
and a,b,¢,d,€, +++, = U, and U, suppose, and U, U, is regarded as 
the primitive arrangement; A, and A, denote the same substitutions 
in regard to U,, U, respectively, that A denotes in regard to U: and 
so for B,, B, etc.; moreover 12 denotes the substitution (a, a,) (b,b,) 
(€,€,) (d,d,)(e,e,) +++, or interchange of the suffixes 1 and 2. The 
substitutions A,, A,, or any powers of these Af, y a are obviously 
commutative; applying them to the primitive arrangement U, U,, we 
have As Af U,U, and A’ AS U, U, each = ATU, Af U,. But Af, AS 
are not commutative with 12, we have for instance 12 A‘- U,U, 
= 12 ACU, - U, = AjU,- U,, but Af 12U, U, = Aj. U,U, = U,- AYU, . 
If instead of the substitutions we consider the arrangements obtained 
Mathematischo Annalen. XIII. 36 
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by operating upon U, U,, then we may for shortness consider for in- 
stance A, A, as denoting the arrangement A, U,-A,U,, but observe 
that in this use of the symbols the A,, A, are not commutative, A, A, 
would denote the different arrangement A,U,-~- A, U,: in this use of 
the symbols 1 would denote U,U, and 12 would denote U,U,, but 
it would be clearer to use 12, 21 as denoting U,U, and U,U, re- 
spectively. . 

These explanations having been given, I remark that in every case 
the substitution-group 1, A, B, --- gives the double group 


1, A, A,, B, B,, ; 
12, 12A,A,, 12B,B,,- 


as is at once seen to be true: but further when the original group 
1, A, B, --- is commutative, then if m be any integer number, such 
that m? = 1 (mod. the order of the original group), we have also the 
double group 


° ae pee, 
12, 124,A", 12B BY, --- 


where of course if the order of the original group (= w suppose) be 
prime we have m=1 or else m = — 1 (mod. w), say m= 1 oru —1; 
but if the order w be composite, then the number of solutions may 
be greater. 

The condition in order to the existence of the double group of 
course is that-in the system of substitutions just written down, the 
combination of any two substitutions may give a substitution of the 
system. And this is in fact the case in virtue of the formula 


le. A,A}- B,BY = A,B, (A,B,)", 

2°, A, A} - 12 B, BY = 12 Ay B, (APB), 

3°. 12A,AP- B,BY = 12(A,B,)(4,B,)", 

4°, 12A,Ay-12B, BY = AyB,- (Ay B,)”, 
inasmuch as 1, A, B,--- being a group, AB and A”B are each 
of them a substitution of the group, = C suppose; we have of course 
in like manner A, B, = C,, A,B, = C, etc., and the right hand sides 
of the four formulae are thus of the forms C,C;’, 12.C,C;", 12 ,C} 
- C,Cy' respectively, viz. these are substitutions of the system. 

To prove for instance the formula 2°, considering the arrange- 

ments obtained by operating upon U, U,, we have B, BY U, U, = B, By: 
12 B, BY U, U, = BBY, A, Ay - 12 B, BY U,U,= APB, - A, BY, where 
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of course the expressions on the right hand side denote arrangements. 
By reason that the original group is commutative (A"B)”" is =A” B” 
or since m? = 1 (mod uw) this is = AB”; hence also (Aj B,)" = A, BY: 
hence considering as before the arrangements obtained by operating 
on U,U, we have 


(Ay B,)" U, U, =1- A, BY; AY B, (A; B,)" U, U, — AY B, A, BY ’ 


and 
on 


12 AY B, (AP B,)" U, U, = A} B, A, BY, 


where of course the right hand sides denote atrangements. Hence 
in the formula 2°, the two substitutions operating on U, U, give each 
of them the same arrangement A} B,- A,B’, that is the two sub- 


stitutions are equal. And similarly the other formulae 1°, 3°, 4° may 
be proved. 


By interchanging in the formulae A and B I obtain 
Il = A, AN BBY = = A,B,(A,B,)"; 
BBY: A,AS =  B,A,(B,4,)" = A, B,(A,B,)" 3 
which is = A, Ay’. B, BY; 
2° and 3°. = A, A} - 12 B, BY = 12 AY B, (A B,)"; 
12 BBY. . A, Ay = 12 B, A,(B,A,)" = 124, B,(A,B,)”, 
which is not = A, AY’. 12B, BY ; 
3° and 29, 12.A,Ay- B, BY = 12.4,B,(A,B,)"; 
B, BY. 12.A, A} = 12 A, BY (A, By)" = 12.4, BY AY B,, 
which is not = 12 A, A} - B, BY ; 
4°, 12A,AY-12B, BY = Aj B,(ATB,)"; 
12 BBY -12A,Ay = = A, BY (A, By)” = (AT B,)” AP B,, 
which is not = 12 A, A} - 12 B, BY; 
that is, in the double group any two substitutions of the form A,A; 
are commutative, but a substitution of this form is not in general 


commutative with a substitution of the form 12 B, BY, nor are two 


substitutions of the lastmentioned form 12 A, A} 


2 im general commu- 


tative with each other; hence the double group is not in general com- 
mutative. 


36* 
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In the formula 4° writing B= A, we have 
(12.4, Ay — aes bat —" ‘ _"% 
and hence if 4 is the least integer value such that 
A(m-+-1) = 0 (mod pz) 

we have (12.4,4”)"* = 1, viz. in the double group the substitutions 
of the second row are each of them of an order not exceeding 24 
(the substitution 12 is of course of the order 2). In particular if 
m= —1, then 4 —1 and the substitutions of the second row are 
each of them of the order 2. 

As the most simple instance of the theorem, suppose that the 
original group is the group 1, (abe), (acb), or say 1, ©, 6%, of the 
cyclical substitutions upon the 3 letters abe. Here m? = 1 (mod 3) 
or except m = 1 the only solution is m = 2, and thence 41. The 
double group is a group of the: order 6 on the letters a,b,c,a,b,c¢,; 
viz. writing © = (abc), and therefore 0, = (a,b,¢,), 0,2 = (a,¢,b,), 
0, = (a,b,c,), 0,2 = (a,¢,b,), also writing 12— «a, the substitutions are 

] ? 0, 0,’, 0,79,, 

a, «8,0,?, «0,°0,, 
the arrangements corresponding to the second row of substitutions are 
a,b, ¢,a,b,¢,, b,¢,a,¢,a,b,, ¢,a,b,b,¢,a, viz. the substitutions are 
(€, @) (bby) (€, C2), (4, 2) (0, ey) (42), (4462) (b, a2) (52), each of them 
of the second order as they should be. 


I take the opportunity of mentioning a further theorem. Let u 
be the order of the group, and a the order of any term A thereof 
(a being of course a submultiple of uw): and let the term A be called 
quasi-positive when u(1 —-) is even, quasi-negative when w(i ~ ~) 
is odd. The theorem is that the product of two quasi-positive terms, 
or of two quasi-negative terms, is quasi-positive; but the product of 
@ quasi-positive term and a quasi-negative term is quasi-negative. And 
it follows hence, that either the terms of a group are all quasi-positive, 


or else one half of them are quasi-positive and the other half of them 
are quasi-negative. 


The proof is very simple: a term A of the group operating on 
the w terms (1, A, B, C, ---) of the group, gives these same terms 
in a different order, or it may be regarded as a substitution upon the 
# symbols 1, A, B, C, ---; so regarded it is a regular substitution 
(this is a fundamental theorem, which I do not stop to prove), and 
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hence since it must be of the order a it is a substitution composed 
of £. cycles, each of a letters. But in general a substitution is positive 


or negative according as it is equivalent to an even or an odd number 
of inversions; a cyclical substitution upon a letters is positive or ne- 
gative according as a — 1 is even or odd; and the substitution com- 


posed of the = cycles is positive or negative according as t(a _ 1), 


that is u(i —+), is even or odd, Hence by the foregoing definition, 
the term A, according as it is quasi-positive or quasi-negative, corre- 
sponds to a positive substitution or to a negative substitution; and 


such terms combine together in like manner with positive and negative 
substitutions. 


Cambridge, 3™ April 1878. 














Satze tiber regulire Polygone. 
Von 


P. MeurzNner in Meissen. 


Bei Verfassung einer Programmabhandlung*) iiber diejenigen zwei 
allgemeinsten Theoreme, in denen nach Chasles’ Geschichte der Geo- 
metrie**) die ,,General Theorems“ betitelte Schrift des englischen Ma- 
thematikers Stewart gipfelt, wurde ich auf die im Folgenden behan- 
delten, reguliire Polygone betreffenden Theoreme gefiihrt, welche, soweit 
meine Kenntniss der an Ste wart’s Lehrsitze sich ankniipfenden Lite- 
ratur reicht, als neu scheinen bezeichnet werden zu diirfen. 

Wie so manche andere Programmabhandlung ist auch die erwihnte 
nur innerhalb enger Kreise bekannt geworden, und deshalb glaube ich 
es wagen zu kénnen, das in jener Abhandlung enthaltene Neue in 
diesen Blittern nochmals zu publiciren, zumal da einerseits in histo- 
rischer Hinsicht jenen Sitzen ein gewisses Interesse eigen sein diirfte, 
insofern sie eine Liicke in den Stewart’schen Theoremen ausfiillen, 
da sie andererseits formell die iiberraschendste Aehnlichkeit mit dem 
ersten allgemeinen Theorem Stewart’s und dessen Consequenzen auf- 
weisen, und da sie endlich noch etwas allgemeiner gefasst werden 
kénnen und weitere Folgerungen herzuleiten gestatten als es a, a. O. 
geschehen. 

Um die Richtigkeit vorstehender Bemerkung deutlich hervortreten 
zu lassen, ist es erforderlich, das erste allgemeine Theorem Ste wart’s 
seinem Wortlaute nach hier anzufiihren. In der Uebersetzung des 
Chasles’schen Geschichtswerkes heisst es: ,,Man denke sich ein regu- 
lires, einem Kreise vom Radius R umgeschriebenes Polygon von m 
Seiten und es sei m irgend eine Zahl kleiner als m; wenn man nun 
von irgend einem Punkte (der innerhalb des Polygones liegt, wenn » 
ungerade, und beliebig angenommen werden kann, wenn » gerade ist) 
Perpendikel auf die Seiten des Polygones fallt, so ist die Summe der 
ne" Potenzen dieser Perpendikel gleich: 


*) Programm der Fiirstenschule Meissen, 1874. 
**) Chasles’ Geschichte der Geometrie iibersetzt von Sohncke, p. 173 seq. 
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(1) m{Re+ A-v?. Re? + Bot. R44 C- of. R64. us. we}, 
worin v die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkte des Kreises 
bedeutet, und A der Coefficient des dritten Gliedes in der Entwickelung 
der n'" Potenz eines Binoms, multiplicirt durch 4, ist; ebenso B der 
Coefficient des fiinften Gliedes in der Binomialformel, multiplicirt 


durch as C der Coefficient des siebenten Gliedes, multiplicirt durch 
ee u. s. f,, so dass 
n-(n—1) 
Lee, 
n-(m —1) (n—2) (n—3) 
i feces 
' n-(m—1)-(n—2) - (n —3)-(m—4) - (m— 5) , 
C=- a ee —— us. £¢ 


Fiallt der Punkt auf die Peripherie, d. h. wird » = R, so hat jene 
Summe den Werth: 


(2) on. Re. 18:8: Ge—) 


iS-8.5. & 
und sie reducirt sich insonderheit fiir n = 1 auf 
(3) mh. 

Zur Ableitung der neuen Siitze denke man sich auf der Peripherie 
eines Kreises vom Radius R je in gleichen Abstainden von einander 
m Punkte markirt, von denen aus auf eine in der Entfernung v vom 
Centrum verlaufende Gerade die Normalen p), p,, - + + Pn— gefallt 
sein médgen. Je nachdem jene Gerade die Verbindungslinie irgend 
zweier aufeinanderfolgender Punkte durchschneidet oder ganz ausser- 
halb des durch die Verbindungslinien gebildeten Polygones liegt, erhilt 
man fiir die Linge der Normalen p, die Ausdriicke: 


m= Reos(2a+4+a)—0 


. k=0,1,--++ m—1. 
pe =v — Reos(* 2x + «) ure 


Darin bedeutet « den Winkel, den v mit dem niichsten der nach den 
m Punkten gezogenen Radien einschliesst. — 

Geht man von der, der zweiten Lage der Geraden entsprechenden 
Relation aus und bildet damit die Summe der n'" Potenzen der Nor- 
malen, so ergiebt sich: 


k=m—1 k=m—1 


>= bes {v— R-cos(2a+a)", 


k=0 















(4) 
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k=m—1 i) k=m—1 


“ p= mo" = ee *(n—1)-- __ feet) y—4. Re. = cos” (G2z+¢). 


=0 u=1 
Es lisst sich nun bekanntlich zeigen, dass, solange wu < m ist, fiir 
ungerade Werthe von wu die Gleichung gilt: 


k=m—1 
a cos" (+2242) = (0. 


In Folge hiervon verschwinden in der obigen Doppelsumme alle nega- 
tiven Terme und, wenn demgemiiss der Summationsbuchstabe w durch 
2u ersetzt wird, gewinnt Gl. (4) die Gestalt: 


k=m—1 k=m—1 


(n—1)- —2 1) n—2u ue, ue k 
>) ri} = mor + D)™ = =e MED yn—2u Re a (“22+a), 


u=1 





wo in der oberen Grenze fiir « bald der Werth 4(m—1), bald jn 
zu setzen ist, je nachdem m ungerade oder gerade ist. 
_ Beniitzt man jetzt endlich die Gleichung: 


k=m-—1 


k 1-3-5- Se—) 
2 — ° 
a cos «( 2n+-a).—= > Seon > 


so erhalt man schliesslich als Resultat: 


k=m—1 


wo iiber die Grenzen von w das oben Gesagte gilt. 
Da, falls gerade ist, 


{ov — Reos (F2x+a)\"— {R cos (<2x-+<) — o\", 


so gilt in diesem Falle Gl. (5) bei jeder beliebigen Lage der Geraden, 
wihrend fiir ungerade Werthe von » sie nur Bedeutung behilt, wenn 
die Gerade das durch die Verbindung der m Punkte entstehende ein- 
geschriebene Polygon nicht schneidet. 


Bedenkt man, dass.betreffs der Lage der m Punkte auf der Peri- 
pherie des Kreises nur die Annahme gemacht wurde, sie seien gleich- 
weit von einander entfernt, so kénnen dieselben gleicher Weise als 
die Scheitelpunkte eines regelmiissigen, dem Kreise R eingeschriebenen 
und auch als die Tangentialpunkte eines regelmissigen, dem Kreise R 
umgeschriebenen m-Ecks betrachtet werden. Dies fiihrt auf folgenden 
Satz, welcher in méglichstem Anschlusse an den Wortlaut des obigen 
Stewart’schen Theorems etwa folgendermassen ausgesprochen werden 
kann: 
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»Man denke sich ein regulires, einem Kreise vom Radius R ein- 
beziehungsweise umgeschriebenes Polygon von m Seiten und es sei n 
irgend eine Zahl kleiner als m; wenn man nun auf irgend eine Ge- 
rade (die ausserhalb des eingeschriebenen, bez. einschreibbaren m- Ecks 
liegen muss, wenn » ungerade, und beliebig angenommen werden kann, 
wenn » gerade ist) Perpendikel von den Scheitelpunkten des einge- 
schriebenen, bez. von den Tangentialpunkten des umgeschriebenen 
Polygons fallt, so ist die Summe der '” Potenzen dieser Perpendikel 
gleich: 
(6) m+ {v8 + A-R?-o2 + B. Rt. 4+ C. Roo 6 4+ us. f.}, 
worin v die Entfernung der Geraden vom Mittelpunkt des Kreises 
bedeutet und die Coefficienten A, B, C,--- die friiher angegebene 
Bedeutung besitzen.“~ 

Wie man sofort iibersieht, geht die jetzige Gleichung aus Gl. (1) 
dadurch hervor, dass man in letzterer nur v und R wechselweise ver- 
tauscht. 

Wird insbesondere die Gerade zur Tangente des Kreises, d. h. 
wird v = R, so erhilt man zunichst fiir die in Rede stehende Summe: 


% -(m—1)---(n—2 1 
> =mk. {1 ro ee pg ase ) 
Sofern jedoch 
1+ De *- n- 2 ca a ‘(m—2u+1) — 1+3-5---(2n—1) 








oeeeeeeee (2u)? aa Seer 
wird, wiederum in aa Uebereinstimmung mit Gl. (2), dann 
g 
1-3-+-(2n—1 
(7) > p= m- Re. Ge v, 


Fiir gerade Werthe von m ist, wie oben bemerkt wurde, die Lage 
der Geraden ganz beliebig; fiir ungerade Werthe von m ist die Grenz- 
lage der Linie genauer dahin zu fixiren: die Gerade darf das dem 
Kreise eingeschriebene, bez. einschreibbare m-Eck nicht scheiden; je- 
doch darf sie im Speciellen durch einen Scheitel- bez. Tangentialpunkt 
gehen, oder, fussersten Falles, mit einer Seite des eingeschriebenen, 
bez. einschreibbaren m-Ecks zusammenfallen , ohne dass der Satz (6) 
seine Giiltigkeit verliert. 

Da die Gl. (6) nur eine Function von v und nicht auch von « 
ist, so kann man sofort folgern: ,,Beschreibt man einen mit dem Kreise 
FR concentrischen Kreis vom Radius v, so besitzen die simmtlichen 
Tangenten des letzteren die Eigenthiimlichkeit, dass die Summen der 
n= Potenzen der Perpendikel, welche man von den Scheitel- bez. 
Tangentialpunkten eines dem Kreise R ein- bez. umgeschriebenen 
regelmiissigen m-Ecks auf sie fallen kann, eine constante Grosse ist, 
deren Werth durch Gl. (6) wiedergegeben wird.“ 
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Denkt man sich ferner in oder um denselben Kreis verschiedene 
regulire Polygone von den Seitenzahlen m’, m”, --- beschrieben und 
von den Scheitel- bez. Tangentialpunkten dieser Polygone auf eine und 
dieselbe Gerade die Perpendikel p’, p”, --- gefallt, so ergiebt die An- 
wendung der Gl. (5), dass die Summen der n'" Potenzen dieser Per- 
pendikel sich wie die Seitenzahlen der zugehérigen Polygone verhalten. 

Setzt man endlich in (5) n=1, so verwandelt sich jene Glei- 

» chung in 


(8) > P= mv 


und, da diese Relation auch von R ganz unabhingig ist, so erhilt 
man hieraus folgenden interessanten Satz: ,,Beschreibt man in oder um 
jeden Kreis eines Systemes concentrischer Kreise ein bestimmtes regel- 
miissiges m-Eck, und zwar in ganz willkiirlichen Lagen, so ist die 
Summe der Normalen, die man von den Scheitel- oder Tangential- 
punkten dieser m-Ecke auf eine in der Entfernung v vom gemein- 
schaftlichen Centrum verlaufende Gerade fiillt, stets von gleichem 
Werthe, nimlich immer gleich dem m-fachen Abstande der Geraden. 
Ueber die Grenzlage der Geraden gelten die obigen Bestimmungen, ™ 
natiirlich bezogen auf den fiussersten Kreis des gegebenen Systemes.“ 














Ueber die Zusammensetzung der nach dem Weber’schen 
Gesetz sich ergebenden Beschleunigungen. 


(Aus den Ber, der Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss. 11. Mirz 1878.) 
Von C. Neumann in Leipzig. 


Es seien m, M, M, drei in gerader Linie liegende Massenpunkte, 
und zwar sei m liings dieser Linie, welche als x- Axe des Coordinaten- 
systems dienen mag, /rei beweglich, wihrend M und UW, feste Lagen 
besitzen: wie solches angedeutet sein mag durch folgende Figur, in 
welcher 0 den Anfangspunkt des Coordinatensystems und x die variable 
Abscisse des Punktes m bezeichnet: 


me M M 


Bei Zugrundelegung des Weber’schen Gesetzes wird alsdann die von 
M auf m in der Richtung der z-Axe ausgeiibte Kraft den Werth 
haben A+ Bz’, wo A und B gewisse Functionen von z, 2 sind, auf 
deren genauere Werthe es hier nicht weiter ankommt; desgleichen, 
wird die von M, auf m ausgetibte Kraft den Werth haben A, + B,2’, 
wo A, und B, wiederum Functionen von 2, 2 sind. Dabei bezeichnet 
a lie angeablichliche Geschwindigkeit, und x” die augenblickliche Be- 
schleunigung des Punktes m. 


Demgemiiss ergeben sich fiir die Bewegung des Punktes m, je 
nachdem derselbe der alleinigen Wirkung von M, oder der alleinigen 
Wirkung von M,, oder endlich der gleichzeitigen Einwirkung von M 
und M, unterliegt, der Reihe nach die Differentialgleichungen: 

(1) ma = A+ Ba’, 
(2) ma” = A,+B,2", 
8) ma” =(A +4,) + (B+ Ba’; 
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denen man offenbar auch folgende Gestalt geben kann: 


(1) me a4 


(2) x” 


=_B,’ 
peek A+ A, oa 
(3) 2-8 F+B) 


Die letzten Formeln zeigen deutlich, dass das ~” im Falle (3) keines- 
wegs die Summe derjenigen Werthe ist, welche x’ in den Fiillen (1) 
und (2) besitzt. Somit ergiebt sich folgendes beachtenswerthe Resultat: 


Hilt man bei Zugrundelegung des Weber’schen Gesetzes an dem 
Grundsatze fest, dass gleichgerichtete Kréafte sich durch Addition zu- 
sammensetzen, so wird derselbe Grundsatz fiir die Beschleunigungen 
nicht mehr gelten. 

Oder genauer und zugleich allgemeiner ausgedriickt: Halt man*) bei 
Anwendung des Weber’schen Gesetzes an dem Grundsatze fest, dass die 
auf einen beweglichen Punkt ausgeiibten Krifte sich zusammensetzen 
nach der Regel des Parallelogramms, so wird derselbe Grundsatz fiir die 
Beschleunigungen (welche jenem Punkt gleichzeitig durch verschiedene 
Ursachen eingepriigt werden) nicht mehr gelten. 


*) Wie solches iiblich ist. 


































Zur Theorie der conformen Abbildung einer ebenen Flache 
auf eine Kreisflache. 
(Aus den Ber. der Kgl. Sichs. Ges, d. Wiss. 30. Juli 1877.) 


Von C. Neumann in Leipzig. 


Die unendliche Ebene sei durch eine geschlossene Curve 6 in einen 
aiussern Theil 2 und einen innern Theil § zerlegt. Markirt man inner- 
halb § einen festen Punkt j (von beliebiger Lage), und will man nun 
die Flache § durch conforme Abbildung in eine Kreisfliche vom Ra- 
dius Eins verwandeln, deren Centrum dem Punkte j entspricht, so hat 
man auf 6 eine Massenvertheilung auszubreiten, welche fir alle auf o 
gelegenen Punkte aquipotential*) ist mit emer in j concentrirten Masse 
Kins.- Bezeichnet man alsdann das Potential dieser Belegung auf einen 
innerhalb § gelegenen variablen Punkt x, y mit G=—G(z,y), ferner 
das Potential jener in j concentrirten Masse Eins auf denselben Punkt 
mit 7 = T (x,y), und setzt man endlich: 

(1) U=G—T, 
so bewerkstelligt sich die in Rede stehende Abbildung vermittelst der 
Formel : 
(2) Eb in me eZ ttl, 
wo V die zu U conjugirte Function bezeichnet, d. i. diejenige, welche 
zu U in der Beziehung steht: I AN + ; Alpe “S 

Ou dy’ oy Ox 

Dieser einfache Satz, zu welchem ich bereits im Jahre 1861 bei 
meinen Untersuchungen iiber die Integration der partiellen Differential- 
gleichung ad oa = (0 (Borchardt’s Journal Bd. 59) gelangt war, 


wird ohne Zweifel sein Analogon haben fiir die Fliche AX. Und diesen 
analogen Satz will ich hier in Kiirze mittheilen. 


*) Selbstverstiindlich ist hier vom Logarithmischen Potential die Rede. Und 
zwar definire ich das Logarithmische Potential eines gegeberen Massensystems 
m, m’, m”, --- auf einen variablen Punkt (a, y) durch die Formel: 


1 ’ 1 ” 1 
m lg = +m lg 7 +m got: 


wo r, 7, r’, -+» die Entfernungen der Punkte m, m’,m”, --- von (#, y) vorstellen. 
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Markirt man auf der Flaiche % irgend einen festen Punkt a, und 
soll nun diese Fliche 2% durch conforme Abbildung in eine Kreisfliche 
von beliebigem Radius verwandelt werden, deren Mittelpunkt dem Punkte 
a entspricht, so breite man auf der Curve o eine Belegung von der 
Gesammtmasse Eins aus, welche fiir alle auf 6 gelegenen Punkte, ab- 
gesehen von einer additiven Constanten, aquipotential ist mit einer in 
« concentrirten Masse Eins. Bezeichnet man alsdann das Potential 
dieser Belegung auf einen innerhalb % gelegenen variablen Punkt x, y 
mit H = H(x,y), ferner das Potential jener in'@ concentrirten Masse 
Eins auf denselben Punkt mit 7 = 7 (x,y), und setzt man endlich: 
(3) U=H—T, 
so bewerkstelligt sich die im Rede stehende Abbildung vermittelst der 
Formel: 

(4) Et inert", 

wo V die zu U conjugirte Function bezeichnet, oder allgemeiner ver- 
mittelst der Formel: 

(5) E+ in = Ae’ tt”, 

wo A eine beliebige reelle oder complexe Constante bezeichnet. Durch 
geeignete Wahl dieser Constanten A kann man erreichen, dass der 
Radius der entstehenden Kreisfliiche einen vorgeschriebenen Werth, 
z. B. den Werth Eins, erhilt. 

Dabei sei bemerkt, dass das Potential H durch die fiir dasselbe 
gegebene Definition eindeutig bestimmt ist, und dass andererseits auch 
seine Existenz fiir solche Fille ausser Zweifel steht, wo die gegebene 
Curve 6 zweiten Ranges und keine zweisternige ist. Beides ergiebt 
sich aus nieinen ,,Untersuchungen iiber das Logarithmische und New- 
ton’sche Potential“ (Leipzig 1877); und zwar ersteres aus dem Theo- 
rem A*?? (vgl. das genannte Werk, Seite 38), letzteres aus meiner 
Methode des arithmetischen Mittels (vgl. das genannte Werk, Seite 214, 
Nr. 24, oder besser noch die Math. Annalen, Bd. XIII, Seite 284— 286), 
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Preisaufgabe 
der Firstl. Jablonowski’schen Gesellschaft zu Leipzig*). 


Fir das Jahr 1881 

wird die, urspriinglich fiir 1877 gestellte, in diesem Jahr aber nicht 
beantwortete Preisfrage wiederholt. 

Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen wihrend 
des Zeitraumes von 1819— 1848 sorgfaltig untersuchte Komet I, 1819, 
hat in seiner Bewegung Anomalien gezeigt, welche zu ihrer Erklirung 
auf die Hypothese eines widerstehenden Mittels gefiihrt haben. Da 
indessen eine genauere Untersuchung der Bahn nur iiber einen be- 
schriinkten Theil des Zeitraums vorliegt, tiber welchen die Beobach- 
tungen (seit 1786) sich erstrecken, und die von Asten’schen Unter- 
suchungen, wenigstens so weit dieselben bekannt geworden sind, noch 


* wu keinem definitiven Resultate gefiihrt haben, so ist eine vollstéindige 


Neubearbeitung der Bahn des Encke’schen Kometen um so mehr 
wiinschenswerth, als die bisher untersuchten Bewegungen anderer 
periodischen Kometen keinen analogen widerstehenden Einfluss ver- 
rathen haben. Die Gesellschaft wiinscht eine solche vollstiindige Neu- 
bearbeitung herbeizufiihren, und stellt desshalb die Aufgabe: 
die Bewegung des Encke’schen Kometen mit Beriicksichtigung 
aller stérenden Krdfte, welche von Einfluss sein kinnen, vor- 
ldiufig wenigstens innerhalb des seit dem Jahre 1848 verflossenen 
Zeitraums zu untersuchen. 
Die ergiinzende Bearbeitung fiir die friihere Zeit behilt sich die 
Gesellschaft vor, eventuell zum Gegenstand einer spiitern Preisbewer- 
bung zu machen. Preis 700 Mark. 


? 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besondern Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
andern Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzdsischer 


*) Vgl. diese Annalen Bd, X, p. 417; Bd, XII, p. 575, 
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Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet 
sein, das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trigt,-inwendig 
den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Ein- 
sendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die 
Zusendung ist an den Secretiir der Gesellschaft (fiir das Jahr 1878 
Prof. der Geschichte, Dr. Georg Voigt) zu richten. Die Resultate 
der Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger 
Zeitung im Marz oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 


Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesell- 
schaft. 
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